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ВВЕДЕНИЕ 

 

 

Данное издание предназначено для проведения практических за-

нятий и организации самостоятельной работы студентов математическо-

го факультета, обучающихся  по специальностям «Математика и ин-

форматика», «Прикладная математика», «Прикладная информатика». 

Основное назначение задачника-практикума – помочь студен-

там математических специальностей в освоении курса «Дополнитель-

ные главы математического анализа». По этой дисциплине существует 

ряд хороших задачников, список которых приведен в конце пособия. 

Однако, из-за слишком большого объема в них зачастую трудно ори-

ентироваться и выбрать нужный материал для подготовки к экзамену. 

Кроме того, имеющиеся сборники задач не дают возможности инди-

видуализировать процесс обучения, поскольку не содержат достаточ-

ного количества однотипных  задач. 

Весь материал  разбит на 14 параграфов, что в среднем соответ-

ствует количеству часов, предусмотренных учебной программой на про-

ведение практических занятий по данной теме. Каждый параграф состо-

ит из 3 пунктов. В пункте I – «Контрольные вопросы и задания» – со-

держатся вопросы по теоретическому материалу. Цель этого раздела – 

помочь студенту самостоятельно разобраться в теоретическом мате-

риале, выделить наиболее важные места, без которых невозможно ос-

мысленное решение задач.  В пункте II – «Примеры решения задач» – 

разобраны наиболее типичные примеры, демонстрирующие примене-

ние на практике результатов теории.  Эти два пункта студенты долж-

ны разобрать самостоятельно при подготовке к практическому заня-

тию по данной теме.  В пункте III – «Задачи и упражнения для прак-

тических занятий» – приведены задания для аудиторной и домашней 

работы.   

Материал, приведенный в пособии, соответствует учебным про-

граммам по курсу «Дополнительные главы математического анализа» 

для вышеперечисленных специальностей. 

Пособие может быть полезно для студентов других специально-

стей, изучающих высшую математику. Ре
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КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

ПЕРВОГО РОДА 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Введите понятие криволинейного интеграла первого рода. 

2. Зависит ли криволинейный интеграл первого рода от на-

правления на кривой? 

3. Сформулируйте основные свойства криволинейного инте-

грала первого рода. 

4. В чем состоит геометрический и физический смысл кри-

волинейного интеграла первого рода? 

5. Запишите формулы для нахождения криволинейного ин-

теграла первого рода при различном задании кривой на плоскости и в 

пространстве. 
 

II. Примеры решения задач 
  

Пример 1. Найти интеграл  
C

dsyx2    вдоль отрезка прямой, 

соединяющей начало координат и точку с координатами (2, 2). 

Решение.  Прямая,  проходящая через точки (0, 0) и (2, 2), за-

дается явно уравнением y = x, ( 20  x ). Интеграл находим по фор-

муле dxxyxyxFdsyxF
b

aC

)(1))(,(),( 2  , где у(х) = х, 1)(  xy . 

Тогда 
C

dsyx2  =  
2

0

2 2dxxx = 
2

0

32 dxx = 

2

0

4

4

2
x = 24 . 

 

Пример 2. Найти интеграл 
C

dsy 2 , где С дуга окружности 

х = a cos t,  y = a sin t, 
2

0


 t . 

Решение. Кривая задана параметрически, следовательно, диф-

ференциал дуги кривой находится по формуле  )()( 22 tytxds  dt. 

В нашем случае dtadttatads  22 )cos()sin( .  

Для нахождения криволинейного интеграла применим форму-

лу dttytxtytxFdsyxF
b

aC

)()())(),((),( 22   . Получим  


C

dsy2  =  
2

0

22 sin



adtta  = 
2

0

23 sin



dtta  = 
2

0

3

2

2cos1



dt
t

a  = 
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=
2

0

3

)2sin
2

1
(

2



tt
a

  = 
4

3a
. 

 

Пример 3. Найти длину дуги винтовой линии, заданной 

параметрически уравнениями х = cos t,  y = sin t, z = t,  20  t . 

Решение. Длина дуги кривой находится по формуле s = 
C

ds . 

Формула для нахождения дифференциала дуги имеет вид 

dttztytxds )()()( 222  . Для данной кривой 

dttttds 222 )()(sin)(cos   = dttt 1cossin 22   = dt2 . 

Тогда s = 
C

ds  = 
2

0

2 dt  = 22 .  

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

Вычислить данные криволинейные интегралы первого рода 
 

1. 
C xy

ds
, где кривая С – отрезок прямой от точки (0, -2) до 

точки (4, 0). 

2. 
C

dsxy , где С – контур треугольника с вершинами О (0, 0), 

A (4, 0), D (0, 4). 

3. 
C

dsy , где С – дуга астроиды х = cos
3
t,  y = sin

3
t,  заклю-

ченная между точками А (1, 0), В (0, 1). 

4.  
C

dsyxz )2( 22 , где С – первый виток конической вин-

товой линии х = t cos t,  y = t sin t, z = t,  20  t . 

5. 
C

dsy2 , где кривая С  первая арка циклоиды                    

x =  a(t  sin t),  y = a(1  cos t), 20  t  .  

6. 
C

ds
x

y
arctg , где кривая С  дуга кардиоиды )cos1(   , 

2
0


  . 

7. 
C

ds
x

y
arctg , где кривая С  дуга кривой  2sin9 , 

4
0


  . 
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8. Найти длину дуги цепной линии 
2

xx ee
y


 , 10  x . 

9. Найти длину дуги кривой х = 4  
4

4t
,  y = 

6

6t
,  20  t . 

10. Найти массу дуги кривой y = ln x, 83  x , если плот-

ность дуги в каждой точке равна квадрату абсциссы этой точки. 

11. Найти массу и координаты центра масс дуги кривой 

y = 2

3

x , 10  x , линейная плотность которой xy  1 . 

 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

ВТОРОГО РОДА 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Введите понятие криволинейного интеграла второго рода. 

2. Зависит ли криволинейный интеграл второго рода от на-

правления на кривой? 

3. Сформулируйте основные свойства криволинейного инте-

грала второго рода. 

4. В чем состоит геометрический и физический смысл кри-

волинейного интеграла первого рода? 

5. Запишите формулы для нахождения криволинейного ин-

теграла второго рода при различных способах задания кривой на 

плоскости и в пространстве. 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Вычислить криволинейный интеграл dydx
x

y

C

  

вдоль кривой  y = ln x на интервале ex 1 . 
Решение. Кривая задана явно уравнением y = у (x), поэтому  

для нахождения этого интеграла воспользуемся формулой 

.))('))(,())(,((),(),(  
b

aC

dxxyxyxQxyxPdyyxQdxyxP  

Тогда 

dydx
x

y

C

 = dx
xx

xe

)
1ln

(
1

 =  
ee

dx
x

dx
x

x

11

1ln
 = 

e
e

xxdx
1

1

ln)(lnln   = 

= 
e

e

x
x

1

1

2

ln
2

ln
  = 1ln

2

1ln
ln

2

ln 22

 e
e

 = 
2

3
. 
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Пример 2. Вычислить интеграл xdzyzdydxzy
C

 )( 22 , где 

кривая С – дуга винтовой линии  x = t,   y = 2cos t,   z = 2sin t,      

2
0


 t . 

Решение. Кривая задана параметрически, следовательно, фор-

мула для нахождения криволинейного интеграла второго рода имеет 

вид 

 dzzyxRdyzyxQdxzyxP
AB

),,(),,(),,(  

=  





dttztztytxRtytztytxQtxtztytxP ))('))(),(),(()('))(),(),(()('))(),(),((( . 

Поскольку dx = dt,   dy = -2sin t dt,  dz = 2cos t dt, то  
 

xdzyzdydxzy
C

 )( 22  = 

= dtttttttt )cos2)sin2(sincos4)sin(cos4(
2

0

22 



= 

= 
2

0

4



dt  + 
2

0

2 sinsin8



tdt  + 
2

0

cos2



dttt = 
2

0

3

)
3

sin
84(



t
t  + 

2

0

cos2



dttt . 

Интеграл 
2

0

cos



dttt  находится методом интегрирования по час-

тям. Воспользуемся формулой 
b

a

dvu = 
b

a

b

a
duvuv . 

 
2

0

cos



dttt = 
tvdttdv

dtdutu

sin,cos

,




= 

2

0

2

0
sinsin




dtttt = 1
2



. 

Тогда  

xdzyzdydxzy
C

 )( 22  = 
3

2
32

3

8
2   . 

 

Пример 3. Вычислить работу А силы kxyjxziyzF


 вдоль 

отрезка прямой ВС от точки В (1, 1, 1) до точки С (2, 3, 4). 

Решение. Параметрические уравнения прямой, проходящей че-

рез точку М0 (х0, у0, z0) с направляющим вектором a


(a1, a2, a3), имеют 

вид х = х0 + a1t,   y = y0 + a2t,  z = z0 + a3t.   В нашем случае: х = 1 + t, 

 y = 1 + 2t,  z = 1 + 3t,  10  t . 
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Тогда работа А силы F


находится по формуле  

 
BC

xydzxzdyyzdxA  = 

=  
1

0

))21)(1(3)31)(1(2)31)(21(( dttttttt  = 

= 23)62281(

1

0

2  dttt . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

Найти криволинейный интеграл второго рода 

1.  
C

ydxxdy  вдоль кривой С, заданной уравнением y = x
3
 от 

точки (0, 0) до точки (2, 8). 

2.  
C

dyydxx  вдоль кривой y = x
2
 от точки O(0, 0) до А(1, 1). 

3.  
C

xydydxy2 , где С – дуга эллипса, заданного параметрически 

уравнениями cos , sinx a t y b t  ,  t0 . 

4.  
C

xydydxx2 , где С – дуга окружности радиуса а, лежащая в 

первом квадранте (направление обхода  против часовой стрелки). 

5.  
AB

dzzyxydyxdx )(  где АВ  отрезок прямой от точки 

А(1, 1, 1) до точки В(2, 3, 4). 

6. 




C yx

ydxxdy
22

, где С – окружность радиуса а, пробегаемая против 

часовой стрелки. 
 

7. Найти работу, производимую силой jyiyxF


2)(   при 

перемещении материальной точки вдоль дуги эллипса 1
916

22


yx

 

против часовой стрелки. 

8. Найти работу, производимую силой kyzjxyiyF


 2  при 

перемещении материальной точки вдоль дуги линии x = a cos t,  

y = a sin t,  z = t,   t0 . 

 

ФОРМУЛА ГРИНА   

 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Запишите формулу Грина. В каком случае она применяется? 

Ре
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2. Сформулируйте теорему о независимости криволинейного 

интеграла второго рода от пути интегрирования. 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Используя формулу Грина,  найти интеграл 

 
C

dyyxdxyx )()( , где С представляет собой окружность, заданную 

уравнением 
2 2 2x y a  . 

 

Решение. Формула Грина имеет вид  

 
C

dyyxQdxyxP ),(),(  = dxdy
y

P

x

Q

D

)(








 , 

где D  область ограниченная замкнутой кривой С. 

В нашем случае: ,),( yxyxP   yxyxQ ),( , 

тогда 1
)(











x

yx

x

Q
, 1

)(











y

yx

y

P
. Следовательно,  

 
C

dyyxdxyx )()(  = dxdy
D

 2 , 

где область D  круг, ограниченный окружностью 
2 2 2x y a  . Учи-

тывая, что интеграл dxdy
D

  равен площади области D, т.е. 2a , полу-

чим   
C

dyyxdxyx )()(  = 2 2a . 

Пример 2. Показать, что дифференциальное выражение 

dxy
xx

dy
y

x











 ln

1

1

1
2

является полным дифференциалом неко-

торой функции u (x, y) и найти эту функцию. 
 

Решение. ,),(
y

x
yxQ   y

xx
yxP ln

1

1

1
),(

2



 . 

Так как 
yy

P 1





, 

yx

Q 1





, то по теореме о независимости криволи-

нейного интеграла второго рода от пути интегрирования во всех точ-

ках плоскости ХОУ, за исключением точек, лежащих на координатных 

осях, данное дифференциальное выражение является полным диффе-

ренциалом некоторой функции u (x, y). Эта функция может быть най-

дена по формуле dyyxQdxyxPyxu
y

y

x

x

 
00

),(),(),( 0 , где точки 
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М0 (х0, у0)) и М (х, у) произвольные точки плоскости ХОУ, не лежащие 

на координатных осях. В качестве точки М0 можно взять, например, 

точку (1, 1). 

 












yx

dy
y

x
xd

xx
yxu

11
2

1ln
1

1

1
),( = 

 
yx

yxxx
11

||ln||lnarctg   + С = ||ln||lnarctg yxxx   + С. 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Выполняется ли формула Грина для интеграла 




C yx

ydxxdy
22

, 

где С– окружность радиуса а, пробегаемая против часовой стрелки. 
 

Используя формулу Грина,  найти интегралы 

2. ydxydxyx
C

  22 , где С  окружность  222 ayx  , обход кото-

рой производится против часовой стрелки. 

3. ydyxdxyx
C

  )()( , где С  эллипс 
2 2

2 2
1

x y

a b
  . 

4. ydyxdxy
C

  22 )( , где контур С представляет собой тре-

угольник АВD  с вершинами в точках А(а, 0), В(а, а), D(а, a). 

5.   
С

xx dyyedxye )sin1()cos1( , где С - пробегаемый в положи-

тельном направлении контур, ограничивающий область ,0  x  

xy sin0  . 

6. Вычислить интеграл  
AB

dyxdxxy 22  вдоль указанных ли-

ний: а) у = х,  б) у = х
2
,  в) xy  ,  г) у = sin 

2

x
, где А (0, 0),  В (1, 1). 

Проверить, является ли выражение полным дифференциалом 

некоторой функции u (x, y) и найти эту функцию. 

7. du = dyxyedxey xyxy )1()3( 2  . 

8. du = dyyxxydxxyyx )sincos2()sincos2( 22  . 
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ПОВЕРХНОСТЬ. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ  

И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ. 

ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение: а) простой поверхности; б) поверхности. 

2. Назовите способы задания поверхности и приведите примеры. 

Запишите формулы для нахождения вектора нормали и уравнения каса-

тельных плоскостей к поверхностям, заданным различными способами.  

3. Какая поверхность называется: а) регулярной; б) гладкой? 

4. Какая точка поверхности называется особой? 

5. Дайте определение площади поверхности. Какая поверхность 

называется квадрируемой? Запишите формулы для нахождения  пло-

щадей поверхностей, заданных различными способами. 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти направляющие косинусы вектора нормали и за-

писать уравнение касательной плоскости к следующим поверхностям: 

а) z = x
2
 + 2y

2
  в точке М0 (1, 0, 1);  

б)   x
2
 + y

2
 + z

2
 = 16  в точке М0 ( 3 , 2, 3); 

в) x = 2cos cos , y = 4cos sin , y = 2 sin   в точке М0 








4
,

4


.    

 

Решение.  а)  Направляющими косинусами вектора нормали к по-

верхности называют координаты единичного вектора нормали. 

 Так как поверхность  z = x
2
 + 2y

2
 задана явно, то вектор нормали 

к данной поверхности в точке ),,( 0000 zyxM имеет координаты  

N =  1),(),( 00  MzMz yx .  

В нашем случае 22)(
10 

xx xMz , 02)(
00 

yy yMz , т.е.  

N =  1,0,2  . Длина вектора N равна 5 , тогда единичный вектор 

нормали имеет вид n = 









5

1
,0,

5

2
. Следовательно,  

cos   = 
5

2
, cos   = 0, cos   = 

5

1
 . 

 Уравнение касательной плоскости к поверхности, имеет вид  

 A (x  x0) + B (y  y0) + C (z  z0) = 0, 

где ),,( 0000 zyxM  точка касания,  A, B, C  координаты вектора нор-

мали N к поверхности в точке М0.  
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Подставив найденные значения в формулу, получим: 

 2(x  1)  (z  1) = 0   или 2x  z   1 = 0. 

б) Так как поверхность  x
2
 + y

2
 + z

2
 = 16  задана неявно, то вектор 

нормали к данной поверхности в точке ),,( 0000 zyxM имеет координаты  

N =  )(),(),( 000 MFMFMF zyx
 , где F (x, y, z) = x

2
 + y

2
 + z

2 
 16, 

)( 0MFx
 = 322

3


x
x ,   )( 0MFy

 = 42
2


y
y , )( 0MFz

 = 62
3


z
z , 

т.е.  N =  6,4,32 . Длина вектора N равна 8, тогда единичный век-

тор нормали: n = 










4

3
,

2

1
,

4

3
, следовательно,  

cos   = 
4

3
, cos   = 

2

1
, cos   = 

4

3
. 

Уравнение касательной плоскости к поверхности в точке М0 

имеет вид 0)3(6)2(4)3(32  zyx . Раскрывая скобки, по-

лучим 0326432  zyx . 

в) Если поверхность заданна с помощью векторной функции  

r


 = r


(,  ) = r


(x(,  ), y(,  ), z(,  )),    (,  )  D, 

то вектор нормали к поверхности в точке  ),( 000 M равен векторно-

му произведению векторов  r


 и r


,    N =   rr


, , где 

  rr


,  = 





zyx

zyx

kji


= i
zy

zy 




+ j

xz

xz 




 + k

yx

yx 




= 

= iA


+ jB


 + kC


. 

Запишем уравнение  поверхности 

x = 2cos  cos , y = 4cos  sin , z = 2 sin   

 в векторной форме: r


= 2cos  cos  i


+ 4 cos  sin  j


+ 2 sin  k


, 

тогда  

r


 = 2cos  sin  i


+ 4cos  cos j


,  r


 ( М0) =  i


+ 2 j


, 

r


 = 2sin cos  i

  4sin  cos j


+ 2 cos k


,   r


 ( М0) = i


 2 j


+ k


. 

Находим координаты вектора  N в точке М0 








4
,

4


. 
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N = 

121

021





kji


= 2 i


+ j


+ 4k


. 

Так как N = 21 , то 









21

4
,

21

1
,

21

2
n


, следовательно,  

cos   = 
21

2
, cos   = 

21

1
, cos   = 

21

4
. 

Запишем уравнение касательной плоскости в точке                    

М0 








4
,

4


. Для этого найдем декартовы координаты точки:  

х0 = 2cos
4


 cos

4


 = 1,  у0 = 4cos

4


 cos

4


 = 2, z0 = 2 sin 

4


 = 1. 

Уравнение касательной плоскости в точке М0 имеет вид 

0)1(4)2()1(2  zyx  или 0842  zyx  

 

Пример 2. Найти площадь части параболоида z = x
2
 + y

2
 , за-

ключенной внутри цилиндра   x
2
 + y

2  
= a

2
. 

 

Решение. Если поверхность Ф задана явно уравнением                

z = f (x, y),     (x, y)  D, то площадь поверхности можно найти по фор-

муле  

                                 S =  
D

yx dydxzz 1
22

. 

Следовательно, площадь части параболоида находится с по-

мощью двойного интеграла  S =  
D

dydxyx 144 22 , где  D   круг 

x
2
 + y

2  
≤ a

2
. 

S =  
D

dydxyx 144 22  = 

ar

ry

rx









0

20

sin

cos







 = 

=  
G

ddrrrr  1sin4cos4 2222  = 

=   



2

0 0

2 14
a

drrrd  =    



2

0 0

22 14
2

1 a

drrd  = 
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=   



2

0 0

22

1

2 )14()14(
8

1 a

rdrd  =  



2

0 0

2

3

2 )14(
3

2

8

1
dr

a

 = 

= )1)14((
6

32 a


. 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти направляющие косинусы вектора нормали и записать 

уравнение касательной плоскости к следующим поверхностям в указан-

ной точке М0: 

а) 22 yxz   в точке   М0 (1, 2, 5);     

б) 224 yxz   в точке   М0 (1, 1, 2 ) 

в) yxez cos   в точке  М0 (1, 0, e); 

г) 4
8916

222


zyx

 в точке М0 (4, 3, 4);    

д) Rzzyx 2222   в точке   М0 (R cos α, R sin α, R);     

е) 1342 222  yzzyx  в точке   М0 (2, 1, 1); 

ж) 3322 ,, vuzvuyvux   в точке   М0 (u = 2, v = 1); 

з) vzvuyvux  ,sin,cos  в точке   М0 (u = 1, v = 
4


); 

k) vuzuvuyux 22 33,2,   в точке   М0 (1, 3, 4). 

2. Найти площадь  

а) части сферы 8222  zyx , заключѐнной внутри конуса  
222 yxz  ; 

б) части поверхности  z = xy, заключѐнной внутри цилиндра         
122  yx ; 

в) части цилиндра 422  zx , заключѐнной внутри цилиндра 

422  zy . 

3. Пользуясь параметрическим заданием поверхности, вычис-

лить площадь  

а) части сферы 9222  zyx , заключѐнной внутри  цилиндра  

422  zx ; 

б) части геликоида cosrx  , sinry  , hz  , ar 0 , 

 20  ; 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



16 

в) части цилиндра 122  yx , вырезанной плоскостями x + z =0,  

x   z =0, x > 0,  y  > 0; 

г) части поверхности тора ,cos)cos( vubax   

,sin)cos( vubay   ubz sin  ab 0 , 20  u ,  20  v . 

 

ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

ПЕРВОГО РОДА 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение поверхностного интеграла первого рода. 

2. Запишите формулы для нахождения дифференциала поверх-

ности: а) для поверхности, заданной параметрически; б) для поверх-

ности, заданной явно. 

3.  Запишите  формулы вычисления поверхностного интеграла 

первого рода с помощью двойного интеграла в случае различных спо-

собов задания поверхности.  

4. Как вычислить площадь поверхности с помощью поверхност-

ного интеграла первого рода? 

5. Перечислите физические приложения поверхностного инте-

грала первого рода и приведите соответствующие формулы. 
  

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти поверхностный интеграл первого рода 

 
Ф

dSyx 22 , 

 

где  Ф – часть поверхности конуса, заданного уравне-

нием 22

4

3
yxz  , 30  z .  

Решение.    Если поверхность Ф, заданная явно уравнением             

z = z (x, y),  однозначно проектируется в область  D плоскости XOY, то 

поверхностный интеграл можно найти по формуле: 

       
Ф

dSzyxf ),,(  =  
D

yx dxdyzzyxzyxf 221)),(,,( . 

 Найдем 
224

3

yx

x
zx


 ,   

224

3

yx

y
z y


 , 

dxdy
yx

y

yx

x
dS

)(16

9

)(16

9
1

22

2

22

2





 = dxdy

4

5
. 

 Проекцией D поверхности  Ф  на плоскость ХОУ является круг 

1622  yx . Тогда  

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



17 

 
Ф

dSyx 22  = xdуdyx
D

  22

4

5
 = 

40,20

sin,cos





r

ryrx




 = 

=  
G

ddrrrr  2222 sincos
4

5
 =  




2

0

4

0

2

4

5
drrd  =

3

160
. 

 

Пример 2.  Вычислить интеграл 
Ф zyx

dS
222

,  где Ф – часть 

цилиндрической поверхности  x = a cos u, y = a sin u,  z = v, 

20  u ,  10  v . 

Решение.  Запишем поверхность в векторном виде   

r


= a cos u i


+ a sin u j


+ v k


 

и воспользуемся формулой 


Ф

dSzyxf ),,(  =  
D

dudvFEGvuzvuyvuxf 2)),(),,(),,(( , 

где    E = 2

ur


,   F = vurr


,     G = 2

vr


. 

Найдем ur


=   a sin u i


+ a cos u j


,  vr


= k


,     

E = 2

ur


= a
2
 sin

2
 u + a

2
 cos

2
 u = a

2
,  F = vurr


= 0, G = 2

vr


 = 1,  

dudvadudvFEGdS  2 . 

Поэтому 


Ф zyx

dS
222

 = 
D vuaua

dudva
22222 sincos

 = 

 = 

= 


1

0
22

2

0 va

dva
dua



 =  

2

0

1

0

22 )((ln duvava  = 
a

a
a

11
ln2

2 
 . 

 

Пример 3.  Вычислить массу полусферы  x
2
 + y

2
 + z

2
 = a

2
 ( z ≥ 0), 

если поверхностная плотность в каждой еѐ точке задается формулой 

 = x
2
 + y

2
. 

Решение.  Массу поверхности  можно найти по формуле 

m = 
Ф

dSzyx ),,( . 
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Так как полусфера задана для z ≥ 0, то ее можно задать явно 

формулой 222 yxaz  . Проекцией D полусферы на плоскость 

ХОУ является круг x
2
 + y

2
 ≤ a

2 
. Тогда 

222 yxa

x
zx


 ,   

222 yxa

y
z y


 , 

dxdy
yxa

y

yxa

x
dS

222

2

222

2

1





  = 
222 yxa

a


dxdy , 

m =  
Ф

dSyx )( 22  = 




D yxa

dxdyyx
a

222

22 )(
 = 

= 
ar

ryrx





0,20

sin,cos




 = 

G ra

ddrr
a

22

3 
 =  






2

0 0
22

3a

ra

drr
da = 

= 
22

22

22

,

,0)(,)0(,

ta

dtt
drtar

atatrat






=   




2

0

0

22 )(
a

dttada  = 

=  





2

0

4
0

3
2

3

4
)

3
(

a
d

t
taa

a

. 

Замечание. Полусферу x
2
 + y

2
 + z

2
 = a

2
 ( z ≥ 0) можно также за-

дать параметрически уравнениями: x =a cos sin,     y = a sin sin,   

z = a cos,   
2

0,20


  .  Тогда задача решается аналогично 

примеру 2. 
 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Вычислить поверхностные интегралы первого рода: 

а) 
Ф

dSxy  , где Ф  часть плоскости  x + y + z = 1, лежащей в 

первом октанте; 

б)  
Ф

dSzx )2( , где Ф  часть плоскости  6x +3 y + 2z = 6, ле-

жащей в первом октанте; 

в)  
Ф

dSyx )( 22 , где Ф  поверхность куба |x| ≤ a,  |y| ≤ a,   

|z| ≤ а; 
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г) 
Ф yx

dS
2)1(

, где Ф  поверхность тетраэдра x + y + z ≤  1, 

x ≥ 0,  y ≥ 0,  z ≥ 0; 

д) 
Ф

dSz , где Ф  часть параболоида z = x
2
 + y

2
  (0 ≤ z ≤ 1); 

е)  
Ф

dSyx 22 , где Ф – часть конической поверхности 

1,22  zyxz ; 

ж) 
Ф

dSz 2 , где Ф – часть конической поверхности 

x = u cos v sin ,  y = u sin v sin  ,  z = u cos ,  (  const, 
2

0


  , 

20  v ,  10  u ); 

з)  
Ф

dSz )1( , где Ф – часть поверхности тора  

x = (a + b cos u) cos v,  y = (a + b cos u) sin v,  z = b sin u,  

( ,ab  20  u , 20  v ); 

к)  
Ф

dSyx )( 22 , где Ф  сфера x
2
 + y

2
 + z

2
 = a

2
. 

2. Вычислить массу 

а) цилиндрической поверхности y
2
 + z

2
 = 9, отсеченной плоско-

стями x = 0,  x = y, ( 0,0,0  zyx ), если поверхностная плотность 

в каждой ее точке z . 

б)  поверхности  z = xy, вырезанной цилиндром x
2
 + y

2
 = a

2
, ес-

ли поверхностная плотность в каждой ее точке 22 yx  ; 

в) полусферы  x
2
 + y

2
 + z

2
 = a

2
 , 0z , если поверхностная плот-

ность в каждой ее точке xy . 

3. Определить статический момент относительно оси z = 0 од-

нородной поверхности x + y + z = a, 0,0,0  zyx . 

4. Определить координаты центра масс однородных поверхно-

стей: 

а) 22 yxz  , 1z ; 

б) x
2
 + y

2
 + z

2
 = a

2
, 0,0,0  zyx . 
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ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

ВТОРОГО РОДА 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Какая поверхность называется: а) двусторонней, б) односто-

ронней? Приведите примеры односторонних и двухсторонних по-

верхностей. 

2. Дайте определение ориентируемой поверхности. Что называ-

ется ориентацией поверхности? 

3. Пусть поверхность задана уравнением ),( yxfz  . Укажите 

координаты вектора )(MN , определяющего верхнюю сторону по-

верхности и координаты вектора )(MN , определяющего нижнюю 

сторону поверхности. 

4. Найдите непрерывное векторное поле единичных нормалей, 

определяющее внешнюю сторону полусферы 221 yxz  . 

5. Пусть поверхность задана параметрически. Какие координаты 

имеет вектор )(MN , определяющий одну из сторон поверхности. 

6. Найдите непрерывное векторное поле единичных нормалей, 

определяющее внешнюю сторону сферы vuax sincos , 

vuay sinsin , vaz cos  }0,20:),{(),(   vuvuGvu . 

7. Сформулируйте определение поверхностных интегралов вто-

рого рода. Как они обозначаются? Приведите различные формы запи-

си этих интегралов. 

8. Зависит ли от ориентации поверхности: а) поверхностный ин-

теграл первого рода; б) поверхностный интеграл второго рода? 

9. Каков физический смысл поверхностного интеграла второго 

рода? 

10. Приведите формулы сведения поверхностного интеграла 

второго рода к двойному в случае, если поверхность задана: а) пара-

метрически; б) явно. 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Вычислить  
Ф

ydxdydxdzyxzdydzI )( , где Ф – 

внешняя сторона пирамиды, отсечѐнной координатными плоскостями 

и плоскостью 222  zyx . 

Решение. Поверхность пирамиды (рисунок 1) состоит из четы-

рѐх граней: AOC = Ф1,  AOB = Ф2, BOC = Ф3,     ABC = Ф4. Следова-

тельно, интеграл I  равен сумме четырѐх интегралов по частям Фi 

( 4,1i ). 
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1)  Грань AOС лежит в плоскости   z = 0, единичный вектор нор-

мали к этой грани имеет координаты )1,0,0(1  kn


. 

При вычислении интеграла воспользуемся формулой  

 
Ф Ф

dSnaRdxdyQdxdzPdydz ),( , 

где ),,( RQPa  , )cos,cos,(cos n – 

единичный вектор нормали. 

В нашем случае ),,( yyxza  , 

n = k , поэтому  

I1 =  

iФ

ydxdydxdzyxzdydz )(  

=  

1

)(
Ф

dSy . 

Поверхность 1Ф  лежит в плоскости  z = 0, значит, dxdydS  , а 

проекция этой поверхности по плоскость  z = 0 совпадает с треуголь-

ником AOС. Уравнение линии AC:  2x+y=2. Тогда  

    



1

1

0

22

0

1

0

2

1
3

2
)21(2

Ф AOC

x
dxxxydydxydxdyydSI . 

2) Грань AOB лежит в плоскости y = 0, нормаль к этой грани 

)0,1,0(2  jn


,  dxdzdS  . 

Имеем   
2 2

)(),( 2

Ф Ф

dSyxdSna , причѐм dxdzdS  . Проекция 

2Ф   на плоскость y = 0 совпадает с треугольником AOB. Уравнение 

линии AB:  x + z = 1. Получаем  

   




2

1

0

1

0

1

0

2

2
6

1
)()(

Ф

x

dxxxxdzdxdSyxI . 

3) Грань BOC лежит в плоскости  x = 0, нормалью  к  этой грани  

является вектор )0,0,1(3  in ,  dydzdS    Тогда, 

    



3 3

2

0

2
1

0

33 ),(
Ф Ф

y

zdzdyzdSdSnaI  

 
2

0

2

)
4

1(
2

1
dy

y
y  

3

1
)

122
(

2

1
2

0

32


yy

y . 

y 

B 1 

z 

C 

2 

1 
Рис.  1. 
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4) Грань АВС лежит в плоскости 2x + y + 2z = 2, или 

2
1

y
xz  , dxdydxdydxdyzzdS yx

2

3

4

1
111

22
 . Проек-

цией данной грани на плоскость XOY является треугольник АОС. 

Нормаль к этой грани kji
kji

n
3

2

3

1

3

2

414

22
4 




 .  

 
444

4 )
3

1

3

2
()

3

2
)(

3

1

3

2
(),(

ФФФ

dSyxzdSyyxzdSnaI  





x

dyyx
y

xdx
22

0

1

0

)
3

1
)

2
1(

3

2
(

2

3
 

 x

dyyxdx
22

0

1

0

)22(
2

1
 

 


1

0

22

0

2)2(
2

1
dxyxyy

x


1

0

2 )374( dxxx  

2

3
)

2

7
4(

1

0

32  xxx . 

 Интеграл I по всей поверхности Ф : 

I = I1 + I2 + I3 = 
3

2


6

1


3

1
  

2

3
  = 

3

1
. 

Пример 2. Вычислить интеграл  
Ф z

dxdy

y

dzdx

x

dydx
I , где Ф 

 часть эллипсоида 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
, лежащая в первом октанте, 

ориентированного внешней нормалью. 

Решение. Зададим эллипсоид параметрически с помощью 

уравнений ,coscos vuax   vuby cossin , vcz sin , 









2
,0


u ,  











2
,0


v . 

Для вычисления интеграла воспользуемся формулой  

dudv

zyx

zyx

RQP

RdxdyQdzdxPdydz
Ф D

vvv

uuu 
'''

''' ,       

где D –  область изменения параметров  u и v. 
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Имеем ,cossin' vuaxu   ,coscos' vubyu   ,0' uz  

,sincos' vuaxv   ,sinsin' vubyu   .cos' vczv   Тогда 







vcvubvua

vubvua
vcvubvua

zyx

zyx

zyx

vvv

uuu

cossinsinsincos

0coscoscossin
sin

1

cossin

1

coscos

1111

'''

'''  

.cosv
a

bc

b

ac

c

ab








  

 Поэтому, по записанной выше формуле, получаем  

.
2

cos
2

0

2

0


















 

a

bc

b

ac

c

ab
vdvdu

a

bc

b

ac

c

ab
I




 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

Вычислить поверхностные интегралы второго рода: 

1.  
Ф

dxdyyx )( 22  где 0,422  zyx , где Ф – нижняя 

сторона плоскости  z = 0, отсеченная цилиндром  422  yx .  

2.  
Ф

zdxdydzdxzxdydzxz ,3)2()2(  где Ф – верх-

няя сторона плоскости ,44  zyx  отсеченная координатными 

плоскостями. 

3.  
Ф

xydxdyzxdzdxyzdydz ,  где Ф – внутренняя сто-

рона поверхности тетраэдра ,1 zyx  .0,0,0  zyx  

4. а) 
Ф

zdxdyyx ,22     б)  
Ф

dydzzx ;)( 5  где Ф – внутрен-

няя сторона полусферы ,2222 Rzyx   .0z   

5.  
Ф

zdxdyydxdzxdydz ,  где а) Ф – внешняя 

сторона поверхности куба }10,10,10:),,{(  zyxzyx ,     

б) Ф – внешняя сторона сферы 2222 Rzyx  .  

6.  
Ф

dxdyyxdzdxxzdydzzy ,)()()(   где Ф – 

нижняя сторона части конической поверхности ,222 yxz   

Hz 0 . 
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7. ,xydzdxzxdydzyzdxdy
Ф

   где Ф – внешняя сторо-

на части цилиндра 222 Ryx  , ,0,0  yx  Hz 0 . 

 

ФОРМУЛА СТОКСА 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Пусть Ф – некоторая двусторонняя поверхность, L – граница 

поверхности. Как вводится положительное направление обхода кон-

тура, согласованное с ориентацией поверхности? 

2. Напишите формулу Стокса и сформулируйте условия, при ко-

торых эта формула верна. 

3. Дайте определение поверхностно-односвязной области в про-

странстве. Является ли поверхностно-односвязной областью: всѐ про-

странство; часть шара, отсекаемая плоскостью; шар с выброшенным 

центром; тор? 

4. Сформулируйте необходимые и достаточные условия, при ко-

торых криволинейный интеграл  
AB

RdzQdyPdx  не зависит от пути 

интегрирования. 

5. Напишите формулу восстановления функции u = u (x ,y, z) по 

еѐ полному дифференциалу du  = Pdx + Qdy + Rdz. 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Пользуясь формулой Стокса, вычислите криволи-

нейный интеграл второго рода  
L

dzxdyzdxy 222 , где L  – контур 

треугольника АВС, вершины которого имеют координаты А (1, 0, 0), 

В (0, 1, 0), С  (0, 0, 1) (контур  L обходится против часовой стрелки, 

если смотреть из точки (2, 0, 0) (рисунок 2). 

Решение. Треугольник  

АВС лежит в плоскости 

x + y + z = 1 или z = 1   x   y.  

Ориентация контура является по-

ложительной на верхней стороне 

поверхности, следовательно, век-

тор нормали для этой стороны 

есть вектор )1,1,1(N


, единичный 

вектор   ).
3

1
;

3

1
;

3

1
(n  Диф-

ференциал поверхности dS = 3 dxdy. Проекцией треугольника АВС на 

y 

A 1 

z 

B 

1 

1 
Рис.  2. 
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плоскость z = 0 является треугольник ОСВ, ограниченный осями х = 0, 

у = 0 и прямой у = 1 –  x. 

Формула  Стокса имеет вид    

 
L

RdzQdyPdx  

dS
y

P

x

Q

x

R

x

P

z

Q

y

R

Ф

)cos)(cos)(cos)(( 




























  , 

где  P (x, y, z) = y
2
,    Q (x, y, z) = z

2
,   R (x, y, z) = x

2
. Тогда 

  
Ф ФL

dSyxzdSyxzdzxdyzdxy )(
3

2
)222(

3

1222  = 

.122)1(2  
 

 
OCB OCB

OCBSdxdydxdyyxyx .       

  
Пример 2.  Найти интеграл ,)()()( 222222

 
L

dzyxdyxzdxzy  

где  L – кривая пересечения параболоида 223 yxz   с плоскостью 

2 zyx , ориентированная положительно относительно вектора  

(1;0;0) (рисунок 3) . 

Решение. Применим формулу Стокса. За 

поверхность Ф, ограниченную кривой L, возь-

мем часть секущей плоскости 2 zyx , 

лежащей внутри параболоида. Единичным 

вектором нормали к Ф, направленным соответ-

ственно направлению кривой L, является век-

тор n


)
3

1
;

3

1
;

3

1
( . Дифференциал поверхно-

сти dS = 3 dxdy. 

Так как  22 zyP  ,  22 xzQ  , 

22 yxR  , то ),(2 yz
z

Q

y

R










               

)(2 xz
x

R

z

P










, ).(2 xy

y

P

x

Q










 Получаем 

 
L

dzyxdyxzdxzyI )()()( 222222  

  
Ф Ф

dSdSzyx
3

8
)(

3

4

D

dxdy8  = DS , 

y 

3 

z 

 

 

Рис.  3. 
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x 
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где  D – проекция Ф на плоскость 0z .   Исключаем z из системы 

уравнений:  








,2

),(3 22

zyx

yxz
    получаем уравнение проекции  

2

3
)

2

1
()

2

1
( 22  yx ,  т.е.  D – есть круг радиуса 

2

3
.  Следователь-

но, DS = 
2

3
 и   12

2

3
8 I . 

 

Пример 3. Доказать, что подынтегральное выражение является 

полным дифференциалом и вычислить криволинейный интеграл: 

 
AB

ydzxzdyxxyzdxI 222 , 

где   A (0, 1, 2),   B (1, 2, 2). 

Решение. Условия  независимости криволинейного интеграла от 

пути интегрирования:  
x

Q

y

P









,   

z

Q

y

R









,   

x

R

z

P









.  

В нашем случае:  ,,,2 22 yxRzxQxyzP    xy
x

Q

y

P
2









,  

2x
z

Q

y

R










, xy

x

R

z

P
2









. Следо-

вательно, выражение  RdzQdyPdx    

является полным дифференциалом, а 

криволинейный интеграл I не зависит 

от пути интегрирования.  

Возьмѐм в качестве пути интег-

рирования ломаную АСВ, где  

С(1,–1, 2) (рисунок 4).   

Тогда АС:  2,1,10:),,(  zyxzyx . Вдоль отрезка АС: 

0 dzdy .  

  
AC

xdxxxyzdxI
1

0

1

0

2

1 2|2)4(2 . 

 2,21,1:),,(  zyxzyxCB .  Вдоль отрезка СВ: ,0dx  

0dz . 

 



CB

dyzdyxI
2

1

2

2 62 . 

Имеем: 46221  III . 
 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

С помощью формулы Стокса вычислить интегралы:   

y 

B 

1 

z 

C 

2 

-1 

Рис.  4. 
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1.  
L

xdzdyyxdxzx
.

)()( ,  где L – эллипс 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, cz  ,  

ориентированный отрицательно относительно вектора (0, 0, 1). 

2.  
L

xdzzdyydx ,  где L – виток винтовой линии 

20,,sin,cos  ttztytx ,  пробегаемый от точки (1, 0, 0) до 

точки (1,0, 2 ).   

3.  
L

dzxdyzdxy 222
,   где  L – граница треугольника с верши-

нами в точках (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3), ориентированная положи-

тельно относительно вектора j


(0, 1, 0). 

4. а)  
L

xdzzdyydx ;      б)  




L

zdz
yx

ydxxdy
,

22
  

где  L – окружность ,0,2222  zyxRzyx ,   ориентирован-

ная положительно относительно вектора k


(0, 0, 1). 

5.  
L

dzyxdyxzdxzy ,)()()(  где 

а) L – окружность ,,2222 xyRzyx     ориентированная 

положительно относительно вектора i


(1, 0, 0); 

б)  L – эллипс ,1,222 
c

z

a

x
ayx   a > 0,   c > 0, ориентиро-

ванный отрицательно относительно вектора i


(1, 0, 0). 

6. ,)()()( 222222

 
L

dzyxdyxzdxzy  

 где  L – граница сечения куба 0 ≤ х ≤ а,  0 ≤ у ≤ а,  0 ≤ z ≤ а   плос-

костью ,
2

3a
zyx    пробегаемая против хода часовой стрелки, ес-

ли смотреть из точки (2а, 0, 0). 

7. Докажите, что подынтегральное выражение является полным 

дифференциалом, и вычислите криволинейные интегралы: 

a)  
AB

dzzdyyxdx ,32    где   А (1, 1, 1),   В (2, 3, –4); 

б)  
AB

zdzdyyxdx ,2    где   A (1, –1, 2),   B (2, 1, 3); 

в)  
AB

xydzxzdyyzdx ,    где   A (1, 2, 3),   B (6, 1, 1); 

г) 




AB yzx

yzdzxydyzxdx
,

)( 2
   где   A (7, 2, 3),   B (5, 3, 1) 

(контур интегрирования не пересекает поверхности  
y

x
z  ). 
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8. Найти функции по данным полным дифференциалам: 

a) ;
zyx

dzdydx
du




  

б) ;)2()2()( 222 dzxyzdyxzydxyzxdu   

в) ;
22 zyx

zdzydyxdx
du




  

г) .
33

2

3

dz
z

zxy

z

dydx
du





  

 

ФОРМУЛА ОСТРОГРАДСКОГО-ГАУССА 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте понятие: а) z – цилиндрической области, б) y – цилинд-

рической области, в) x– цилиндрической области. 

2. Какая область называется простой? 

3. Запишите формулу Остроградского-Гаусса. При каких усло-

виях эта формула справедлива? 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Вычислить  
Ф

dxdyxzdxdzzydydzyx )2()()( 22 , 

где  Ф – внешняя сторона поверхности тела, ограниченного плоско-

стями x = 0, y = 0,  z = 0,   x + 2y +4z = 8. (рисунок 5) 

 

Решение. Воспользуемся формулой Остроградского-Гаусса:  

dxdydz
z

R

y

Q

x

P
RdxdyQdzdxPdydz

VФ

 





















 , 

где V  область, ограниченная поверхно-

стью Ф. 

В нашем случае .3














z

R

y

Q

x

P
  

Тогда по формуле имеем:
  

 
Ф

dxdzzydydzyxI )()( 22  

dxdyxz )2(    
V

dxdydz3 3 V, 

где Vобъем тетраэдра ABCO, т.е. .32284
2

1

3

1
3 I  

 

y 

B 2 

z 

C 

4 

8 
Рис.  5. 
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Пример 2. Вычислить интеграл:
  

,333

 
Ф

dxdyzdxdzydydzxI  

где Ф – внешняя сторона боковой поверхности части конуса:
 10,222  zzyx   (рисунок 6). 

Решение. Обозначим через Ф1 верхнюю 

сторону основания конуса, а интеграл по этой 

стороне через I1. Внешнюю сторону полной 

поверхности конуса обозначим через Ф2 =Ф ∪ 
Ф1, а интеграл по Ф2 через I2. Тогда  I = I2 – I1  

К интегралу  I2  применима формула Остро-

градского-Гаусса. Получаем 

 
 
V

dxdydzzyxI .)333( 222

2
 

Перейдѐм в данном интеграле к цилиндрическим координатам:
 ,cosx   siny , z = z, тогда область изменения переменных , 

, z: ,20   ,10   1 z . Имеем  

   






2

0

1

0

1

22

2 )(3 dzzddI   

















2

0

1

0

13
3

3
3 d

z
zd

2 1 4
3 4

0 0

1
3

3 3
d d




    
 

     
 

 
2 1

4 2 5

00

1 1 4 1
3

4 6 3 5
d



   
 

     
 
  

.
10

9
2

15

4

6

1

4

1
3  








  

Вычислим интеграл по основанию конуса: )1,0,0(;1  nz


. Про-

екцией основания на плоскость z = 0 будет круг  1:),(: 22  yxyxD . 

 Тогда  
1

333

1

Ф

dxdyzdxdzydydzxI  
D

dxdy  , так как 

 
D

Sdxdy , где S – площадь круга. 

Следовательно, 
10

12


 III . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

С помощью формулы Остроградского-Гаусса вычислить инте-

гралы: 

y 

z 

Рис.  6. 
x 

1 

D 
1 
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1.  
Ф

dxdyzydxdzyxdydzx )54()33()21( , где  Ф - внеш-

няя сторона поверхности пирамиды ,1
с

z

b

y

a

x
 ,0x  ,0y .0z  

2.  
Ф

zdxdyydxdzxdydz ,  где  Ф – внешняя сторона сферы 

.2222 Rzyx   

3.  
Ф

dxdyyxdxdzxzdydzzy )()()( , где Ф   внешняя 

часть конической поверхности .30,222  zzyx   

4.  
Ф

xydxdyzxdxdzyzdydz , где  

а) Ф  внутренняя сторона поверхности тетраэдра ,1 zyx  

.0,0,0  zyx  

б)  Ф   внешняя граница цилиндра .20,222  zRyx  

5.  
Ф

zdxdydydzyx )5( , где  

а) Ф   внешняя сторона полной поверхности конуса 

,222 zyx   ;40  z  

б) Ф  внутренняя сторона эллипсоида ;1
94

2
22

 z
yx

 

в) Ф  внешняя сторона сферы .4222  zyx  

6.  
Ф

dxdyzdxdzydydzx 222
, где 

а) Ф  внешняя сторона поверхности куба ,0 ax   ,0 ay   

;0 az   

б) Ф  внешняя сторона полной поверхности конуса: 
222 zyx  , .50  z  

7.  
Ф

dxdyzdxdzydydzx 333
,  где  

а) Ф  внешняя сторона поверхности пирамиды ,azyx   

;0,0,0  zyx  

б) Ф  внутренняя сторона сферы ;2222 Rzyx   

в) Ф  внешняя сторона сферы     .222 xzyx   
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СКАЛЯРНЫЕ ПОЛЯ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение скалярного поля и приведите примеры 

полей. 

2. Что называем линией (поверхностью) уровня скалярного 

поля? 

3. Дайте определение производной по заданному направле-

нию. Приведите формулу, по которой может быть найдена производ-

ная по заданному направлению. 

4. Дайте определение градиента скалярного поля. Как связа-

на производная по направлению вектора l  с градиентом скалярного 

поля в данной точке?  

5. Каков физический смысл градиента? 

6. Найдите производную скалярного поля || ru


   в точке 

О (0, 0, 0) ( kzjyixr


   радиус вектор точки М (x, y, z)) по на-

правлению: а) оси OX; б) оси OY; в) вектора )1,1,1(l . 

7. Найдите градиент скалярного поля || ru


  в точке 

O (0, 0, 0). 

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти и нарисовать линии уровня скалярного поля 
229 yxu  . Вычислить и изобразить на чертеже градиент этой 

функции в точках М1 (2, 1) и М2 (2, –1). 

Решение.  Линии уровня задают-

ся уравнениями Cyx  229  

)0( C . Функция  229 yxu   за-

дана в области 09 22  yx , т.е. 

922  yx . Значит, линии уровня – 

семейство концентрических окружно-

стей 222 9 Cyx   )3( C  

Градиент скалярного поля 

u = f (x, y, z)  это вектор 

grad u (M) = k
z

Mu
j

y

Mu
i

x

Mu 













 )()()(
. Следовательно, для поля 

229 yxu  ,  вектор grad u (M) имеет вид 

x 

3 

y 

3 

Рис 7.  

О 

М 1(2, 1) 

М 2(2, -1) 
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j
yx

y
i

yx

x
u

2222 99
grad





 . 

Тогда   jiMu
2

1
)(grad 1  ,   jiMu

2

1
)(grad 2  . 

Векторы grad u (M1) и grad u (M2) перпендикулярны линии уров-

ня, проходящей через точки M1 и M2 (рисунок 7). 
 

Пример 2. Найти а) производную скалярного поля xyzu   в 

точке )1,1,1(M  по направлению вектора kjil 22  , б) направление 

наибольшего роста функции xyzu  . 

Решение. а) Для нахождения производной скалярного поля 

xyzu   по направлению вектора l воспользуемся формулой 

 coscoscos
z

u

y

u

x

u

l

u



















, 

где  ,yz
x

u





,xz

y

u





xy

z

u





,  1

)()()(
















z

Mu

y

Mu

x

Mu
. 

 cos,cos,cos  - координаты единичного вектора e , сона-

правленного вектору l .  Так как 3441|| l


, то 

)22(
3

1

||
kji

l

l
e   , Следовательно, ,

3

1
cos  ,

3

2
cos   

3

2
cos  . Получим 

3

1

3

2
1)

3

2
(1

3

1
1 





l

u
. 

б) Направление наибольшего роста функции xyzu   в точке М 

совпадает с направлением градиента функции u в этой точке. Величи-

на наибольшего роста функции равна модулю вектора grad u (M). 

grad u (M) = k
z

Mu
j

y

Mu
i

x

Mu 













 )()()(
 = kji


 . 

|grad u (M) | = 3111  . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти и нарисовать линии уровня скалярного поля 

),( yxuu  . Вычислить и изобразить на чертеже градиент этой функ-

ции в точках А и В если: 

а) );1,1(),1,1(,  BAxyu  

б) )1,1(),1,1(,)( 2 BAyxu  ; 
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в) )0,2(),1,1(,
22

2

BAeu yx

x

 ; 

г) )2,1(),1,2(),,min( BAyxu  . 

2. Найти поверхности уровня скалярного поля ),,( zyxuu   

а) 
z

yx
arctgu

22 
 ; б)

1432

1




zyx
u ; 

в) 
22

arcsin
zy

x
u


 ; г) 

222 zyx

z
u


 . 

3. Найти производную скалярного поля 

yxyxu 263 22   в начале координат по направлению, идущему 

из начала в точку )4,3(M . 

4. Найти производную скалярного поля xyzzxyu 223    в 

точке )2,1,0(M  в направлении, образующем с осями координат углы 

60
0
, 45

0
, 60

0
 соответственно. 

5. Найти производную функции )ln( 22 yxu    в точке 

)4,3(0M   в направлении, перпендикулярном  к линии уровня функции 

u , проходящей через эту точку. 

6. Найти производную поля 222 zyxu    в точке 

),,( zyxM   по направлению радиус-вектора этой точки. 

7. Найти производную поля u  по направлению единичного 

вектора )cos,cos,(cos n : 

а) || ru


 ; б) 
||

1

r
u  ; 

в) )(rfu  ; г) constarau  ),,( . 

8. Найти градиент скалярного поля u  в точке M: 

а) )1,0(,4 22 Myxu  ; 

б) )3,2,1(,23 Mzyxu  ; 

в) )4,3,2(),3)(2)(1( Mzyxu  ; 

г) )0,0,0(,
222

Mzeu zyx  . 

9. В каких точках )318(grad 32 xyzzyx  : 

а) перпендикулярен оси OZ ;  

б) параллелен оси OY ; 

в) равен нулю? 

10. Найти угол между )(grad 1Mu  и )(grad 2Mu , если: 

а) yxeyxu  )( , )1,1(),0,0( 21 MM ; 
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б) 
zy

x
u


 arctg , )1,0,1(),0,1,1( 21 MM ; 

11. Найдите градиент скалярного поля ),( yxuu  , если функ-

ция ),( yxu  определяется неявно уравнением: 

а) 23 3 axyuu  ;       б) ueuyx  . 

 

ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ. 

ПОТОК ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение векторного поля и приведите примеры 

векторных полей. 

2. Что такое векторные линии? Напишите уравнение вектор-

ных линий. Что называется векторной трубой? 

3. Дайте определение потока векторного поля )(Ma  через по-

верхность Ф. 

4. Дайте определение дивергенции векторного поля. Каков фи-

зический смысл дивергенции? 

5. Приведите формулу для вычисления дивергенции векторно-

го поля. 

6. Приведите векторную формулировку теоремы Остроград-

ского.  
 

II.  Примеры решения задач  

Пример 1. Найти векторные линии поля  kzjyixa  2 . 

Решение.  Дифференциальные уравнения векторных линий поля 

kzyxRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(   имеют вид: 

),,(),,(),,( zyxR

dz

zyxQ

dy

zyxP

dx
 . 

В данном случае получаем: 
z

dz

y

dy

x

dx




2
. 

Это система дифференциальных уравнений в симметрической 

форме. Запишем систему в виде 













z

dz

x

dx
y

dy

x

dx

2 .  Решая каждое из уравнений 

в отдельности, получаем 











.

,

2

2

1

х

С
z

хСу
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Пример 2. Найти дивергенцию векторного поля kxzjуzixуa   

в точке M(1,2,3). 

Решение.  Вычисляем частные производные от координат век-

тора a : x
z

R
z

y

Q
y

x

P















,, . Отсюда zyxa div .  

В точке M(1, 2, 3) 6321div a . 
 

Пример 3.Вычислить поток векторного поля kxzjxixa  2   

через замкнутую поверхность Ф, состоящую из параболоида враще-

ния 22 xzy    и  плоскостей, заданных уравнениями ,1y  ,0x  

0z  (рисунок 8): а) непосредственно, б) с помощью формулы Остро-

градского. 

Решение. Поверхность Ф состоит из четырѐх поверхностей: 
22

1 : xzyФ  ,  1:2 yФ ,  0:3 xФ ,  0:4 zФ . 

a) Поток векторного поля через по-

верхность Ф  равен сумме потоков 

через поверхности )4,1( iФi , т.е.  

4321 ППППП  .  

Для вычисления потока векто-

ра a  воспользуемся формулой: 

 
Ф

dSRQPП )coscoscos(  . 

Рассмотрим поверхность 1Ф , 

которая является частью параболои-

да 22 xzy  .  Найдѐм вектор 
1

n : 
1)(4

22

221






zx

kzjix
n ,  

1)(4

22
),(

22

23

1






zx

xzxx
na . 

Получаем 

 





11

)22(
1)(4

22 23

22

23

1

GФ

dxdzxzxxSd
zx

xzxx
П , 

где G1 – проекция поверхности 1Ф на плоскость XOZ, т.е. часть круга 

0,0,122  xzxz . 

Для нахождения интеграла, перейдѐм к полярным  координатам: 









;sin

cos





z

x
     0 ≤ ρ ≤ 1;   0 ≤ φ ≤ 

2


, 

тогда 

y  

z 

х 

1 

Рис 8.  
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2

0

1

0

24234

1 )cossin2coscos2(



 ddП  

=  
2

0

23 )cossin
5

2
cos

3

1
cos

5

2
(



 d  

 
2

0

2

0

32

0

2 )
3

sin

5

2
sin

3

1
sin)sin1(

5

2

 


 d


15

2

3

1

3

sin

5

2
sin

5

2

0

2
32

0






15

1

15

2

3

1

15

2

5

2
 . 

Найдѐм 2П . Вектор нормали к поверхности jnФ 
22 : . Значит,  

3

1
cos

1

2

0

1

0

2

2    
G

ddxdxdzП



 . 

Вычислим 3П . Так как на плоскости 00  ax , то и 03 П . 

Найдѐм поток 4П . На плоскости jxixaz  2:0 , kn 4 , 

следовательно, 0),( 4 na  и поэтому 04 П . 

Окончательно 
5

2

3

1

15

1
21  ППП . 

б) Найдѐм поток векторного поля  с помощью формулы Остро-

градского: 

 















Ф V

dxdydz
z

R

y

Q

x

P
dSnaП )(),( . 

Так как 
z

R

y

Q

x

P














= 3х, то 

V

xdxdydzП 3 . Переходя к ци-

линдрическим координатам, имеем:  

    
V

dydddxdydzП
2

0

1

0

1
22

5

2
cos3cos3

2





 . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти векторные линии поля a , если  

а) jyixa  ; б) jxiya  ; 

в) jyixa  2 ; г) ra  ; 

д) rrrrfa  ,)( ; е) kxyjzxiyza )()()(  . 
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2. Найти векторную линию поля a , проходящую через точку 

М, если: 

а) kcjxiya  , c =const, M (1, 0, 0); 

б) kzjyixa 232  ; M ( )1,
2

1
,

2

1
 . 

3. Вычислить дивергенцию векторного поля a : 

а) kxyzjzxyizxa )17()2()34( 2  ; 

б) kyxxzjxzzyizyyxa ))(())(())((  ; 

в) kxzjzyiyxa )()()( 222222  ; 

г) kzxyjyzxixzya )()()( 222222  . 

4. Вычислите: 

а) rdiv ; б) 
r

r
div ; в) )( 2crdiv ; 

г) ))(( rrfdiv ; д) )( rcdiv ; е) )( 4 rrdiv  . 

5. Найти поток векторного поля a  через поверхность Ф : 
а) kyxjxzizxa )5()43()2(  , Ф – противоположная на-

чалу координат сторона плоского треугольника с вершинами в точках 

(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1). 

б) ra  , Ф – внешняя сторона конуса 122  zyx ; 

в) ra  , Ф – внешняя сторона поверхности цилиндра 
222 Ryx  , 40  z ; 

г) kzjyixa 222  , Ф– внешняя сторона полной поверхности  

пирамиды, ограниченной плоскостями 1 zyx , 0,0,0  zyx ; 

д) kyzjzyixa )()(  , Ф – верхняя часть сферической по-

верхности 9222  zyx , отсечѐнная плоскостью 
2

3
z ; 

е) kzjya  2 , Ф –ограниченная часть внешней стороны пара-

болоида 22 yxz  , отсечѐнная плоскостью 2z . 

6. Найти поток вектора a  через поверхность Ф непосредст-

венно или по теореме Остроградского, если: 

а) kzjyixa 333  , Ф – внешняя сторона поверхности куба 

1,1,1  zyx ; 

б) kxyjzxiyza )()()(  , Ф – полная внешняя поверх-

ность тетраэдра, ограниченного плоскостями  
;0,0,1,1  xyzyxzyx  
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в) kxjziya  , через каждую из частей сферы 

1222  zyx ,  получающихся при пересечении этой сферы плоско-

стью: 1) 0 zyx , 2) 1 zyx , 3) 0 zyx , 4) 1 zyx  в 

сторону внешней нормали от сферы; 

г) kzjyixya  , через полную поверхность сферы  

4222  zyx   в сторону внешней нормали. 

 

РОТОР ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ. ЦИРКУЛЯЦИЯ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте  определение ротора векторного поля. Каков физиче-

ский смысл ротора? 

2. Запишите формулу, с помощью которой можно вычислить 

ротор векторного поля. 

3. Дайте определение линейного интеграла. 

4. Что называется циркуляцией векторного поля. 

5. Приведите векторную формулировку теоремы Стокса. 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Вычислить ротор векторного поля 

kxzjyxiyxa )()()( 222   

в точке M0(0;0;1). 

Решение. Ротор векторного поля 

)),,(),,,(),,,(( zyxRzyxQzyxPa   можно найти по формуле  

RQP

zyx

kji

arot











 . 

В нашем случае 

kxj

xzxyyx

zyx

kji

Marot )12()(

222
















 . 

Следовательно kjMarot )( 0 . 
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Пример 2. Найти циркуляцию векторного поля kzjxiya   

вдоль замкнутой линии L, образованной пересечением сферы 
2222 Rzyx   с координатными плоскостями (x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0), 

двумя способами: а) использовав определение циркуляции, б) с по-

мощью формулы Стокса. Направление на кривой  против часовой 

стрелки, если смотреть из положительного конца оси ОХ (рисунок 9). 

Решение. а) Вычислим цир-

куляцию С данного поля по форму-

ле   

С =  
L

dlMa 


)(  = 

=  
L

RdzQdyPdx , 

где 


  поле направляющих векто-

ров к кривой L. Если кривая задана 

параметрически уравнениями 

x = x (t),   y = y (t), z = z (t), bta  , 

то dl


= (dx, dy, dz) = 

= ( ,)(' dttx ,)(' dtty dttz )(' ). 

Данная линия состоит из трех дуг окружностей: 
222

1 ,0: RyxzL  , 
222

2 ,0: RzyxL  , 
222

3 ,0: RzxyL  . 

Следовательно,  

С =    
L L LL

dladladladla
1 32

221 


. 

Находим интеграл  
1

1

L

dla 


 вдоль части окружности 1L . Зададим 

эту кривую параметрически уравнениями ,0z  ,costRx   

,sin tRy   
2

0


 t . Тогда dx = ,sin dttR dy = ,cos dttR dz = 0. 

Получаем 

  
11

2

0

2222

1 )cossin(
LL

dttRtRzdzxdyydxdla






 

=  
2

0

2
2

0

222 2cos)sin(cos



dttRdtttR  02sin
2

2

0

2





t
R

. 

Рис. 9. 
х 

 
z 

R y 

222 Rzy   
222 Rzx   

222 Ryx 

 

z 
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Кривая L2 задается уравнениями ,0x  ,costRy   ,sin tRz   

2
0


 t . Тогда  dx = 0,   хdy =0,  dz = dttRcos . Следовательно, 

 
2

2

L

dla 


 =   
2

2

0

2 sincos
L

dtttRzdzxdyydx



 

=  
2

0

2 )(coscos



tdtR  
22

cos 22

0

2
2 Rt

R 



. 

Кривая L3 задается уравнениями ,0y  ,costRx   ,sin tRz   

2
0


 t . Тогда  dy = 0,   ydx = 0,  dz = dttRcos . Следовательно, 

 

 
3

3

L

dla 


=  
2

0

2

2 sincos
L

dtttRzdzxdyydx
 2

2R
 . 

Окончательно,  

С =    
L L LL

dladladladla
1 32

221 


 = 0  
2

2R
 + 

2

2R
 = 0. 

б) Вычислим циркуляцию С поля a


 с помощью формулы Сто-

кса: С =  
L

dla 


 
Ф

dSna


rot . В качестве поверхности Ф в данной 

формуле возьмем внешнюю сторону сферы, тогда заданное направле-

ние контура относительно выбранной стороны поверхности будет по-

ложительным. 

Найдем a


rot . 

a


rot  = 

zxy
zyx

kji

















 = 

= 





















































y

y

x

x
k

x

z

z

y
j

z

x

y

z
i

 )()(
=0. 

Следовательно, С =  
Ф

dSna


rot = 0. 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Вычислить ротор векторного поля a  в точке )3,1,1(0M . 

а) kxzjzyiyxa 222  ; 

б) );)(23sin( kjizyxa   
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в) ;)()( kyxzjzxxjyza   

г) .
22 y

z
i

x

y
a   

2. Вычислите: 

а) ;rot rr   б) ;rot
r

r
 

в) ;rot
3r

r
 г) ;)(rot rrf   

д) )(rot cr , где rr  , C – постоянный вектор. 

3. Найти работу силового поля a вдоль прямой, соединяющей  

точки A и B, если: 

а) kzxjxzixya  , A(0, 0, 0), B(1, 1, 1); 

б) 
yx

k

xz

j

zy

i
a








 , A(-1, 0, 3), B(0, -1, 2). 

4. Вычислить работу поля a  вдоль кривой l, если: 

а) ,)()2( 22 jyxRiRxyxa    l дуга ОА окружности 
222)( RyRx  , где O(0, 0), A(R, R); 

б) ,)()( jyxiyxa   l  часть графика xy   от точки )1,1(  

до точки )2,2( ; ,iya   l  контур окружности 








,sin

,cos

tbby

tbx
располо-

женной в плоскости XOY; 

в) kxjziya  , от точки A(0, 0, 0) до точки )2,0,( baB   вдоль 

винтовой линии .,sin,cos btztaytax   

5. Вычислить циркуляцию векторного поля a : а) пользуясь оп-

ределением циркуляции, б) с помощью формулы Стокса, если  

а) ,iya   l  контур окружности 








,sin

,cos

tbby

tbx
расположенной 

в плоскости XOY, пробегаемый против часовой стрелки, если смотреть 

из точки М (0, 0, 1). 

б) kzyjyxixza )()()( 222  , l  треугольный контур, обра-

зованный пересечением плоскости 1 zyx  с координатными плос-

костями и пробегаемый по часовой стрелке, если смотреть из начала 

координат, 

 в) ,kzjxiya   l  контур, полученный при пересечении 

сферы  4222  zyx  и конуса ,222 zyx   0z , пробегаемый против 

часовой стрелки, если смотреть из начала координат, 
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г)  0,, 22232  zRyxLkzjiyxa ; l  контур, полу-

ченный при пересечении цилиндра   222 Ryx   и плоскости ХОУ 

пробегаемый против часовой стрелки, если смотреть из точки 

М (0, 0, 1). 

5. Применяя формулу Стокса, вычислите циркуляцию векторно-

го поля kxjziya  , L– окружность, полученная при пересечении 

сферы 1222  zyx  плоскостью: 

а) ;0 zyx  б) ;1 zyx   

в) ;0 zyx  г) ,1 zyx  

контур пробегается против часовой стрелки, если смотреть из точки 

)0,2,0( . 

 

ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА  
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Каким образом определяется оператор Гамильтона? 

2. Запишите с помощью оператора Гамильтона: 

а) градиент скалярного поля; 

б) дивергенцию векторного поля; 

в) ротор векторного поля. 

3. Как действует оператор   на линейную комбинацию 

i ii Fa , где iF – скалярные или векторные функции, ia  – числа? 

4. Как действует вектор оператор   на произведение несколь-

ких функций? 

5. Докажите следующие равенства: 

а) ;div)grad,()( div auuaau   

б) ;gradgrad)(grad vuuvuv  ; 

в)  auauau ,gradrot)(rot  ; 

г)   );rot,()rot,(,div baabba   

д)   ;divdiv),(),(,rot abbabaabba   

е)    .rot,rot,),(),(),(grad baabbaabba 


 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Пользуясь оператором  , вычислите )(div 2cr , где 

rr


 ,c  – постоянный вектор. 

Решение. ),()(div 22 crcr  . Так как 2r – скалярная функция, 

последнее равенство можно записать следующим образом: 

 222 ,),(),( rccrcr   
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2222 zyxr  ,   kzjyixr 2222  . 

Значит,  321

2 2)(div zcycxccr  , где  321 ,, cccc  . 
 

Пример 2. Вычислить ).)((rot rru


 

Решение.  rrurru


)(,))((rot  . Воспользуемся формулой 5 в). 

Получаем    .),(gradrot)()(, rrurrurru


  

0













zyx
zyx

kji

rrot


, 

r
rr

u
k

z

r
j

y

r
i

x

r

r

u
ru

1
)())((grad























 , 

    0,
1

)),((grad 



 rr

rr

u
rru


.   Значит, .0)),((rot rru


 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Пользуясь вектором  , преобразуйте: 

а) );(div cr  б) );)((div crf  

в) ));((div arb


 г) ));((div arr


; 

д)  );,(div rcr


 е) );(div
r

r


   

ж) ).(div rr


 

 

2. Проверить указанные равенства используя символ   и прави-

ла действий с ним (, – числа, a и b  дифференцируемые векторные 

поля, c постоянный вектор):  

а) ;rotrot)(rot baba    

б)  cucu ,grad)(rot  ; 

в)   acacac ),(div,rot  ; 

г) .)),(()()),((
r

r
rrararragrad




  

3. Пользуясь формулами 5 в) и 5 д) преобразуйте: 

а) ;)(rot acr


 б) );(rot cr


 

в) );)((rot crf


 г)  rrfc


)(rot  ,  

где a


 – векторное поле, c


– постоянный вектор. 
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СПЕЦИАЛЬНЫЕ ВИДЫ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Какое векторное поле называется потенциальным? Приве-

дите примеры потенциальных полей. Что такое потенциал поля? 

2. Какое векторное поле называется безвихревым? Приведите 

примеры безвихревых полей. 

3. Какое векторное поле называется соленоидальным? Приве-

дите примеры соленоидальних полей. Что называется векторным по-

тенциалом. 

4. Какие повторные дифференциальные операции имеют 

смысл в скалярных и векторных полях? Какие из этих операций равны 

нулю? 

5. Дайте понятие оператора Лапласа. 

6. Какая функция называется гармонической? 

7. Докажите, что любое векторное поле можно представить в 

виде сумм соленоидального и потенциального полей. 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Проверить, что поле kyxjxzizya )()()(   

является потенциальным и найти его потенциал. 

Решение. Поле a  определено во всѐм пространстве, т.е. в одно-

связной области. Следовательно, нам достаточно проверить, что 

0rot a . Имеем: 


















yxxzzy
zyx

kji

arot




















jyx

x
zy

z
ixz

z
yx

y
))()(())()((  

0))()(( 








 kzy

y
xz

x
. 

Значит, данное поле является потенциальным. Потенциал поля 

можно найти по формуле: 

 
zyx

dzzyxRdyyxQdxxPzyxu
000

),,()0,,()0,0,(),,(  

 
zyx

xzyzxydzyxxdydx
000

)(0 . 
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Пример 2. Выяснить, является ли векторное поле 

kxyzjzxyiyzxa 222   соленоидальным. 

Решение. Если a  – соленоидальное поле, то .0div a  Найдѐм 

adiv : 

08222
)()()(

div
222















 xyzxyzxyzxyz

z

xyz

y

zxy

x

yzx
a . 

Значит, векторное поле не является соленоидальным. 
 

Пример 3. Доказать, не пользуясь оператором Гамильтона, что 
.0gradrot u  

Решение. k
z

u
j

y

u
i

x

u
u














grad .  

Тогда  




























z

u

y

u

x

u

zyx

kji

ugrad )(rot  

0)(
222222














































 k

xy

u

yx

u
j

zx

u

xz

u
i

yz

u

zy

u
. 

Пример 4. Выяснить, является ли векторное поле  

k
x

z
j

z

y
i

y

x
a   гармоническим. 

Решение. Векторное поля является гармоническим, если 

0div a  и 0rot a . 

Так как 0
111

div 































xzyx

z

dz

d

z

y

dy

d

y

x

x
a , значит, 

данное поле не является гармоническим. 
 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Какие из этих полей потенциальны в R
3
: 

а) kzjyixa 222  ; б) kyxjzyixza  ; 

в) kxzjyziyxa )(2)()(  ; г) kzxjyxixa )()(43 2  . 

2. Проверить потенциальность данных полей и найти их по-

тенциалы: 
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а) ;kejxiya z  б)
r

r
a


 ; в) ).(, rrrra


  

3. Является ли данное поле потенциальным, соленоидальным: 

А ) ;
3r

r
a


  б) .

r

r
a


  

4. Является ли поле a  соленоидальным, если: 

а)   ;)()( 222222 kxyzjzxyiyzxa   

б) ;)12()21( 22 kyzyzjzyizxya   

в) kxzjyizxa 222  ; 

г) ,ca  ( с  постоянный вектор); 

д) .kxejzeiyea yxz   

5. Вычислить )grad(div u , где .2ru   

6. Доказать, что .0)rot(div a  

7. Вычислите: а) );grad(div uu     б) ?)))((grad(div rf  

8. Выяснить, является ли векторное поле a  гармоническим: 

а) kxzjzyiyxa )()()(  ; 

б) .kxyjxziyza   

9. Разложите следующие векторные поля на сумму потенци-

ального и соленоидального полей: 

а) ;)1()()( kzjyxiyxa   

б) ;2 kzjyixza   в) .k
x

z
j

z

y
i

y

x
a   

 

РЯДЫ ФУРЬЕ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение периодической функции и перечислите 

свойства периодических функций. 

2. Какая функция называется кусочно-непрерывной? 

3. Какой функциональный ряд называется тригонометрическим 

рядом Фурье? Запишите формулы для нахождения его коэффициентов. 

4. Сформулируйте условие разложения функции f (x) в ряд 

Фурье. В каком случае ряд Фурье будет равномерно сходиться к 

функции  f (x) на отрезке [a, b]? 

5. Чему равна сумма ряда Фурье для кусочно-непрерывных 

функций? 
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6. Как разложить в ряд Фурье функцию, определенную на 

отрезке [0, l]?  

7. Что значит разложить  функцию, определенную на отрезке 

[0, l], по синусам, по косинусам? 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти разложение в ряд Фурье периодической 

функции с периодом 4, если f (x) = 


1  при  2 < x < 0,

 2   при     0  x  2.
 

Решение. Продолжим периодически функцию f (x) на всю чи-

словую ось. График этой функции  изображен на рисунке 10. 

 

 

 

 

 

 

 

Рядом Фурье для периодической кусочно-непрерывной функ-

ции f (x) называется ряд вида  

a0

2
 +  



1n








 an cos 






 n

l
x  +  bn sin







 n

l
x  , 

где коэффициенты а0,  an, bn,  ( ...,2,1n  )  находятся по формулам 

a0 =  
1

 l
  



l

l

f (x) dx,         an =  
1

 l
  



l

l

f (x) cos 







x

l

n
 dx, 

bn = 
1

 l
  


l

l

f (x)  sin 







x

l

n
 dx, 

Найдем коэффициенты ряда Фурье для данной функции: 

a0 =  
1

2
 


2

2

f (x) dx = 
1

2
   








 

2

0

0

2

21 dxdx-
-

 = 
1

2
 (2 + 4) = 1. 

an = 
1

2
   


























2

0

0

2 2
cos2

2
cos1 dxx

nπ
dxx

nπ
-

-

 =  

=  
1

2
 
































 0

2

2

0

2
sin

4

2
sin

2
x

nπ

πn
x

nπ

πn
 = 0. 

  -6            -4            -2                           2            4              6      x 

2 

-1 

0 

y 

Рис.10. 
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bn = 
1

2
   


























2

0

0

2 2
sin2

2
sin1 dxx

nπ
dxx

nπ
-

-

 = 

=  
1

2
 































 0

2

2

0

2
cos

4

2
cos

2
x

nπ

πn
x

nπ

πn
 = 

= 
n

3
(cos n – 1) = 

n

3
(1  (1)

n
). 

Подставив полученные коэффициенты в ряд Фурье, получим  

f (x)  ~
2

1
+ 


6  







 







x
nπ

nn 2

12
sin

12

1

1

. 

Пример 2.  Разложить в ряд Фурье функцию y = 2  x, задан-

ную на отрезке [0; 2], продолжив ее нечетным образом. 

 

Решение. 

Продолжим данную функцию на отрезок [-2; 0] нечетным об-

разом, т.е получим функцию 

f (x) = 
.x

,x

при

при

x

x

20

02

2

2












 

Затем данную функцию продолжим периодически на всю чи-

словую прямую (рисунок 11). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Так как функция нечетная, то an = 0 при  ....,2,1,0n . 

bn = 
2

 l
  

l

0

f (x)  sin 







x

l

n
 dx, 

bn =  
2

0

(2  x) sin 







x

n

2


 dx =  






















x
πn

nπ
vdx,x

πn
 dv

dxdux,u

2
cos

2

2
sin

2

 = 

y 

2 

 

 

 

-2 

        -4             -2               0          2           4                 x 

 Рис. 11. 
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=  
 

nπ

x22
 cos 








x

n

2



0

2

  







2

0 2
cos

2
dxx

nπ
 

nπ
   = 

= 
nπ

4
  

22

4

nπ
 sin 








x

πn

2
0

2

= 
nπ

4
 . 

Подставляя полученные коэффициенты в ряд Фурье, получим 

f (x) ~ 


4













x
nπ

nn 2
sin

1

1

. 

На промежутке (0; 2) этот ряд представляет собой заданную функцию. 

Замечание.  Функцию y = 2  x, заданную на отрезке [0; 2], 

можно разложить в ряд Фурье, продолжив ее четным образом. Тогда 

функция будет задана системой уравнений 

f (x) = 
.x

,x

при

при

x

x

20

02

2

2












 

Коэффициенты ряда Фурье будут находиться по формулам 

a0 =  
2

 l
  

l

0

f (x) dx, 

an =  
2

 l
  

l

0

f (x) cos 







x

l

n
 dx,      bn = 0,    ...,2,1,0n . 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Разложить в ряд Фурье 2-периодическую функцию f(x), за-

данную на отрезке [- , ] следующим образом: 

 а)  f(x) = x
3
,     x   ; б) f(x) = 











;01

,01

πx,

xπ,
  

 в) f(x) = 











;0,34

0,0,





xx

x
 г) f(x) =  









.0,1

,0,0





xx

x
   

2. Разложить в ряд Фурье 2l-периодическую функцию f(x), за-

данную на отрезке [l; l] следующим образом:  

а)  f(x) = 



















2;0

0,
2

1

0,1-1,

x,x

x,

x

l = 2;         

б) f(x) = 1  |x|,  1 < x < 1,  l = 1. 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



50 

3. Разложить функцию f(x) = x
3  

в ряд Фурье:  

 а) на отрезке [; ];     б) на отрезке [0; 2]; сделать чертеж. 

5. Разложить в ряд Фурье функции, графики которых изображе-

ны на рисунках 12, 13 и 14. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Разложить в ряд Фурье функцию f(x), заданную на интервале 

(0; π), продолжив (доопределив) ее четным и нечетным образом. По-

строить графики для каждого продолжения. 

а)  f (x) = x;  б)  f (x) =  (x – 1)
2
e 
 3x 

; 

в) f (x) = e 
 3x

; г) f (x) = sh x. 

7. Воспользовавшись разложением функции f (x) в ряд Фурье 

на указанном интервале, найти сумму данного числового ряда: 

а) f (x) = |x|,  (; ),   


 1
2)12(

1

n n
 ;   b) f (x) = |sin x|, (; ), 



 1
2 14

1

n n
 .  

y 

3



 

 

 

 

 

-2 

        
3

2
                    0             

3


                                   

 Рис. 12. 

y 

1 

 

 

 

 

-2 

      -4     3      -2      1      0        1       
 

 

y 

1 

 

 

 2       3       4              
x 

 Рис. 13. 

y 

 
1 

 

 

 

-1 

      -4     3      -2     1            0        1    
 

 

y 

1 

 

 

 2     3       4              
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 Рис. 14. 
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