




|  ОБЗОРЪ ПРЕЖДЕ УСВОЕННАГО НАТЕРЬЯДА.

^  Безконечно-малыя и безконечно-болышя числа.

I .  Переменное число называется безконечно-малымъ, если, 
при некоторомъ определенном!» процессе изменешя этого числа, 
абсолютная величина его можетъ сделаться и затемъ остаться 
меньше всякаго напередъ заданнаго положительнаго числа.

Вотъ примеры безконечно-малыхъ чиселъ:

а) - есть число безконечно-малое, если положительное число

п безгранично увеличивается. Действительно, если желаемъ, чтобы 
имело место неравенство:

то достаточно взять:

1
1000000’

п >  1000000.

Понятно, что, при дальнЬйшемъ возрастанш п, дробь i  бу-
n J

деть оставаться, меньше 1
1000000'

б) Разность 2 — х есть безконечно-малое число, если х, оста
ваясь меньше 2, безгранично приближается къ 2-мъ. Действи
тельно, если желаемъ, чтобы имело место неравенство:

то достаточно взять:

Попруженко. Начала анализа.

2 — х <0,001 

.2 >  х >  1,999 « и » ?  !*  г., к , H j» iU
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Понятно, что при дальнМшемъ возрастании х  (причемъ х  
остается меньше 2) разность 2 —хбудетъ оставаться меньше 0,001.

с) Разность между радаусомъ R и апоеемою а  правильнаго 
вписаннаго въ кругъ многоугольника, при безграничномъ увели- 
ченш числа п его сторонъ, есть число безконечно-малое.

Действительно:
n ^  2uR tcRR— а  <  половины стор. правильн. вп. многоуг. <  -^ - =  — .

Если желаемъ, чтобы:

R— ® <  1006 ’
то достаточно взять:

п ЮООтсЕ.

Понятно, что при дальнМшемъ возрастали п, разность R— а  

будетъ оставаться меньше

2. Продумаемъ еще разъ данное определеше [безконёчно-ма- 
лаго числа и разобранные примеры*

Изъ нихъ следуетъ, что безконечно-малое число ейть прежде 
всего переменное число. Поэтому, было бы совершенно нелепо
сказать, что, напримеръ, О̂ООООО есть число безконечно-малое; это

нелепо. потому, что хбобооо есть числ0 постоянное, а не пере
менное.

Итакъ, безконечно-малое число есть число переменное; но, 
конечно, не всякое переменное число можетъ быть названо без- 
конечно-малымъ, а только такое, абсол. величина котораго, при 
определенномъ процессе его изменешя, можетъ сделаться и затемъ 
остаться менее любого заданнаго положительнаго числа.

Следовательно, если въ какомъ-нибудь вопросе потребуется 
доказать, что у есть безконечно-малое число, то необходимо бу
детъ установить следующая положения:

1) у есть число переменное;
2) абсолютная величина у, изменяясь, можетъ сделаться и 

затемъ остаться менее любого заданнаго положительнаго числа.
Разберемъ, съ этой точки зрешя, еще одинъ немного более 

сложный примерь. Именно докажемъ, что при безграничномъ уве- 
личенш х  дробь:

_  X
У х2-—5x4-6

есть число безконечно-малое.



— 3

Действительно:
a) у есть число переменное (въ зависимости отъ измене

ние х).
b ) неравенство:

____ 5____< J _Х2 _ 5 х +  6 юо
при:

х >  5 *)

можетъ быть заменено следующими
х2— 1 0 5 х + 6  >  О,

или:
х(х— 1 0 5 )-{ -6 > 0 ,

которое будетъ удовлетворено при всякомъ х з= 1 0 5 .

3. Безконечно-большимъ чиодомъ называется такое перемЪн- 
ное число, абсолютная величина котораго, при нЪкоторомъ опре- 
дЪленномъ процесс^ измЪнешя этого числа, можетъ сдЪлаться и 
затЪмъ остаться больше всякаго даннаго положительнаго числа.
Напрнм'Ьръ, сумма х членовъ ряда:

1 + 2 +  .................................................. + * ,
j 2 i j

равная ? есть число безконечно-болыпое, при безграничномъ

возрастанш х, п. ч.:
a) эта сумма есть число переменное;
b )  это переменное число можетъ сделаться и остаться больше 

всякаго заданнаго положительнаго числа; наприм£ръ, требоваше:
X 2 - f -X

>  1000

выполняется при всякомъ х з= 45 .

4. Разсмотримъ теперь некоторыя свойства безконечно-ма- 
лыхъ чиселъ.

a) Сумма коненнаго * * )  числа безконечно-малыхъ чиселъ есть 
число безконечно-малое.

b) Разность двухъ безконечно-малыхъ чиселъ есть число без
конечно-малое или ноль.

*) Ибо при х ^ 5 :  \
ха— 5х-Ьб=(х— 5)х+6 >  0. *

**) Это заключен! е не всегда справедливо при безконечно-большомъ чисдъ ела- 
гаемыхъ. Если п число дЬлое,- безгранично увеличивающееся, то сумма п безконечно-
малыхъ слагаемыхъ, изъ которыхъ каждое равно —2, равна безконечно малому числу—;
сумма па такихъ же слагаемыхъ равно 1; сумма п3 такихъ же слагаемыхъ равна и, 
т.-е. числу безконечно-большому.

1*



4 —

c) Произведете безконечно-малаго числа на постоянное число 
есть число безко~нечно-малое.

d) Произведете двухъ или нЪсколькихъ б. м. чиселъ есть 
число безконечно-малое.

e) Частное отъ дЪлетя безконечно-малаго числа на постоян
ное число есть число безконечно-малое.

Методъ доказательства вс'Ьхъ этихъ теоремъ одинаковъ: всюду 
надо доказать, что абс. величина того результата, о которомъ го
ворится въ теорем^, можетъ сделаться и затЬмъ остаться меньше 
всякаго даннаго положительнаго числа.

Если, наприм4ръ, хотимъ доказать, что 1000а, при а безко- 
нечно-маломъ *), есть число безконечно-малое, то можемъ потре
бовать, чтобы им'Ьло м£сто неравенство:

11000 ос< 100
А это осуществимо при:

а <
100000 •

Можетъ ли я сделаться менее

— - — ?юоооо
Да, потому что а есть безконечно-малое число.

5. Произведете безконечно-малаго числа на конечное пере
менное число есть число безконечно-малое.

Прежде всего зам'Ьтимъ, что подъ конечными переменными 
числомъ понимается такое переменное число, абсолютная вели
чина котораго, при опредЪленномъ процессе его изменешя, всегда 
остается меньше некотораго постояннаго положительнаго числа.
Такъ, напримйръ, число, измеряющее периметръ всякаго много
угольника, вписаннаго въ данную окружность радауса R, есть ко
нечное переменное число, потому что, при увеличенш числа сто- 
ронъ многоугольника, оно остаетея менее 8R , числа, измеряющего’ 
периметръ описаннаго около окружности квадрата.

Заметивъ это, объяснимъ, что произведете безконечно-малаго 
положительнаго числа а на конечное положительное переменное 
число X , меньшее 1000, есть число безконечно-малое.

I
Действительно требоваше:

х “ и

*) о—считается положительнымъ числомъ. Если бы оно было отрицательно, та 
мы разсматривали бы его абсолютную величину.
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выполняется при условш:
1000а <  i

и говорить, что:
. 1 

10000'
6. Отношеше двухъ безконечно-малыхъ чиселъ можетъ быть:
а) конечнымъ числомъ:

6oi
— = 6  (при а б. маломъ зд$сь и далЪе, въ §§ 6 и 7).

Ь) Перем'Ьннымъ конечнымъ числомъ:
(2х +  1)а

а
2 х + 1 .

(зд4сь, предполагается, что х  есть конечное переменное число),
с) безконечно-малымъ числомъ:

6а2 ,----=оа.
а

d) безконечно-большимъ числомъ:
За 3

7. Такъ какъ отношешя:
6а (2х-|-1)а 6а2 За

можно представить подь видомъ произведенш:
61 а 2х+ 1- .  6 а ;  -—

а а
2- 3а ; -  • а2>-2 *а>а са*

то,’ на основанш предыдущего параграфа, заключаемъ, что произ
ведете безконечно-малаго числа на безконечно-большое число 
можетъ быть числомъ постояннымъ, конечнымъ перемЪннымъ, 
безконечно-малымъ и безконечно-большимъ.

8. Если безконечно-малое число ? таково, что отошлете его 
къ безконечно-малому числу « есть новое безконечно-малое число 
«), т.-е.г

-2.=а) и, следователь но, 3=ш а, 
а ‘

то говорить, что порядокъ безконечно-малаго числа р выше по
рядка безконечно-малаго числа а.

Смыслъ этой фразы тоть, что | j31 уменьшается или стремится 
къ 0  быстрее, чЬмъ. |а|, и притомъ въ такой м£р£ быстрее, что

аотношеше М- можетъ быть какъ угодно мало.



Если, надрим^ръ:
p=6t4
a = 3 t 2,

где t есть безконечно малое число, то:

—=  2 t* = 6 . м. число,а
и следовательно порядокъ безконечно-малаго числа Р выше по
рядка безконечно-малаго числа а.

Это очень важное поняпе о безконечно-малыхъ высшихъ 
порядковъ применимъ пока къ определенно знака разностей алге- 
браическихъ суммъ, составленныхъ изъ безконечно-малыхъ чиселъ.

З а д а ч а  1-я. Определить знакъ разности:
За— 1000а2,

где а есть пол. безконечно-малое число.
Здесь мы имеемъ два безконечно-малыхъ числа (§ 4-й):

За и 1000а2.
Порядокъ второго безконечно-малаго числа выше, ‘ чемъ по

рядокъ перваго, ибо:
1000а2 1000 '

' ~ 3 а~  =  ~ з ~ а=б - м-
поэтому, при достаточно-маломъ а, данная разность будетъ всегда 
положительна.

В ъ  этомъ можно убедиться еще иначе:
За— 1000а2= а  (3— 1000а).

Следовательно, данная разность будетъ положительна при 
всякомъ значенш а, меньшемъ 0,003.

‘З а д а ч а  2-я. Определить знакъ алгебр, суммы:
— 0 Д а + 5 а 2 +Ю Ох3,

при условш, что а есть полож. б. м. число.
На основанш соображенш, изложенныхъ при решенш преды

дущей задачи, заключаемъ, что, при достаточно маломъ а, дан
ная алгебр, сумма будетъ отрицательна.

З а д а ч а  8-я. Определить знакъ разности:
х 3— ЮОООООх,

при безграничномъ возрастанш положит, числа х.

Эту задачу можно свести' къ предыдущимъ, полагая х = -  , где 
' У

у пол. б. м. число. Но проще вынести х  за скобки и изъ полу-
ченнаго выражешя:

х(х2— 1000000)
заключить, что оно положительно при х  > 1 0 0 0 .

— 6 -
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Стремлеше къ пределу.

9. Вспомнимъ нисколько фактовъ изъ алгебры и геометрш.
—  Переменная площадь правильнаго вписаннаго въ данный 

кругъ многоугольника, при безграничномъ увеличенш числа его 
сторонъ, приближается къ постоянной площади круга такъ, что 
разность между ними можетъ быть какъ угодно мала; иначе говоря, 
эта разность есть число безконечно-малое.

—  Переменный объемъ правильной вписанной въ данный ци- 
линдръ призмы, при безграничномъ увеличенш числа граней призмы, 
безгранично приближается къ постоянному объему цилиндра такъ, 
что разность между этими объемами есть число безконечно-малое.

—  Переменная сумма членовъ безконечной убывающей про
грессия: 1 1 .

1 + 2 + 4 +

при безграничномъ увеличены числа ея членовъ, приближается 
къ числу 2 такъ, что разность между числомъ 2 и этой суммой 
есть число безконечно-малое.

х_j
—  Разсмотримъ изменете дроби: у = —

при безграничномъ увеличенш х. Давая х значешя: 1, 2, 3 ,4 ,... .  
1 0 0 0 0 0 0 ,------, получимъ следующая значешя у:

о 1  1 1  _999999_
U’ 2 5 3 ’ 4 ' в * ‘ 1000000 * * * *

Ясно, что, по мере возрастатя х, мы будемъ получать таюя 
значен1я у, который все менее и менее отличаются отъ единицы. 
Представивъ у подъ видомъ:

мы увидимъ, что разность:

равна безконечно-малому числу 1 .

Въ каждомъ изъ разобранныхъ примеровъ мы имеемъ дело 
съ двумя числами: одно изъ нихъ постоянное (площадь круга, 
объемъ цилиндра, 2, 1), а другое переменное (площадь много
угольника, объемъ призмы, сумма членовъ прогрессш, значете 
переменнаго у), и эти числа таковы, что разность между ними 
есть число безконечно-малое.
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При такихъ услов|‘яхъ постоянное число называется предЪ- 
ломъ перев/гЬннаго.

Следовательно:
a) предйлъ площади правильнаго впис. въ кругъ многоуголь

ника, при безграничномъ увеличенш числа его сторонъ, равенъ 
площади круга;

b ) прёдйлъ объема правильной вписанной въ цилиндръ призмы, 
при безграничномъ увеличенш числа ея граней, равенъ объему 
цилиндра;

c) пред&лъ суммы членовъ выше разсмотрЪнной геометрич. 
прогрессш, при безграничномъ увеличены числа членовъ, равенъ 2. 
Последнюю фразу заменяютъ следующею записью:

пр. Sn->cc ~  2.
Значекъ:

означаетъ, что число членовъ п безгранично увеличивается.
Мы будемъ пользоваться этимъ значкомъ и впосл4дствш. 

Если будетъ написано, напримеръ:
х  3,

то это значить, что х неограниченно приближается къ числу 3, 
никогда однако его не достигая;

d) Пред. ( ^ )  = 1 .\ X / X— СО

10. Формулируемъ же теперь опредЬлеше:,\
Число А называется пределомъ перемЪннаго числа X , при 

н%которомъ определенном!» процессе его изменешя, если:
1) А есть число постоянное,
2) Разность А — X  есть число безконечно-малое..
Если X зависитъ отъ переменнаго числа х и стремится къ 

пределу А при безграничномъ приближен!и х къ к, то это об
стоятельство выражаютъ записью:

пр. Х = А .

Обращаемъ особое внимаше читателя на опредйлете пре
дала,— въ немъ заключается вся сущностьтеоршнредЬловъ, него 
надо понять и усвоить вполнЬ.

JJL, ^Разберемъ еще нисколько примЬровъ на разыскате пре- 
д^ловь.

П р и м -Ь р ъ  1-ый.
Пред. Cos х = 1 .

х->0
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Действительно:
a) 1 есть число постоянное;

b) 1— C o sx = 2  Sin2|  < 2  (-J)* 

и потому: 1— Cos х = б . м. ч. .

П р и м й р ъ  2-ой.

■ч** ( У ) = 4.
х ~ > 2

Действительно:
a) 4  есть число постоянное;
b ) чтобы убедиться въ томъ, что разность между

чешемъ дроби при безграничномъ приближены

4

х

и зна-

къ 2,
есть число безконечно-малое, положимъ х = 2 ± а ,  где а безко
нечно-малое положительное число, и определимъ разность между 
4  и данною дробью:

:<х=б. м. ч.

Следовательно* пределъ данной дроби действительно равенъ 4 * ) .

12. Обратимъ внимаше на следующее очень важное обстоя
тельство: въ примере 1-мъ х  какъ угодно близко приближается 
къ О, но никогда не делается равнымъ О; въ примере 2-мъ х 
какъ угодно близко приближается къ 2, но никогда не делается 
равнымъ 2. Если-бы въ примере 1-омъ въ выражеше переменной 
прямо подставили вместо х  ноль, то нашли бы частное значеше 
переменной при х = 0 ,  а не пределъ, къ которому стремится 
это переменное, когда х  приближается къ О.

Иногда это частное значеше переменнаго числа совпадаешь 
съ соответствующимъ пределомъ, а иногда нетъ.

и

Такъ, въ примере 1-омъ:
пр. C o sx —l

X—̂-о

(C o s x )= l .

А въ примере 2-мъ:

пр- ( r = l b i ’х~>2

*) Результата этота очевиденъ, п. ч., при всякого х, не равномъ 2, дробь 
—4

—— 2  можетъ быть сокращена на х — 2 и приводится?) къ выражетю х +  2, кото
рое, при х = 2± а , обращается въ 4+а.
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&

—  не существует!», ибо

д&леше на О невозможно.

13. Основныя теоремы о предЪлахъ.
1) ПеремЪннэе число X, при одномъ и томъ же процесс^ 

измЪнежя, не можетъ стремиться къ двумъ неравнымъ между со
бою предЪламъ А и В.

Допустимъ противное. Тогда, значить, X  изменяясь, можетъ 
достигнуть такого значешя Х х, которое будетъ отличаться отъ А на а, 
гд£ а безконечно-малое число, и отъ В  на [3, гд£ р тоже безк. малое 
число т.-е.:

Х2 —A-j-oc
х1= в+р

Отсюда:
• А + « = В + р ,

И, А - В  =  Р - а

Такъ какъ разность двухъ безконечно-малыхъ чиселъ равна нулю или 
безконечно-малому числу (§  4), то изъ поел&дняго равенства полу
чается выводъ, что разность двухъ постоянныхъ неравныхъ чиселъ 
равна нулю или безконечно-малому числу. Нелепость этого вывода 
заставляетъ отвергнуть предположеше о томъ, что А не равно В.

2 ) ПредЪлъ безконечно-мапаго числа а равенъ 0, ибо:
О—а.= —й =  б. М. Ч.

3 ) Пред. (X — У  + Z ) =  пр. X — пр. У  +пр.
(Число перем&нныхъ конечное).

4 ) §Пр. ( Х У  Z )= n p .'X . п р .У . np.Z.
(Число перем&нныхъ конечное).

5 ) Пред. если пред. у^О .

6) Пред. Х т =(пред. Х )ш (ш— ц4лое пол. число).
! ___ ш______

7 ) Пред. | / Х =  j/п р . X  (ш— цРлое пол. число).

: Во всЬхъ этихъ теоремахъ предполагается существовате 
предбловъ перемРнныхъ X , У, Z.
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Методъ доказательства теоремъ 8 — 7 одинаковъ и усматри
вается изъ слЬдующаго доказательства теоремы 5-ой:

Пусть: пред. Х = А
пред. У =  В

Тогда по определенно предала:
Х=А+а.
У=В+(3,

гд4 а и р  суть б. м. числа.
Следовательно:

X А_А+<% А Вес—А(3
У В В+Р В В(В+Р) м' ч'

Итакъ:
Ч Аa) g- есть число постоянное,

X  А
b ) разность между перем. числомъ у '  и пост, числомъ g -есть 

число б. м.

Поэтому:
Х А  п р .Х  

пред, у  —  в  - пр у

Теорема не имеетъ места, если:
пр. У = 0 ,

ибо делить на 0  нельзя.

I 14. В се  эти теоремы приводить къ такому важному выводу: 
если* два (или более) переменныхъ числа X и У  связаны какою- 
нибудь формулою, то такою же формулою связаны и ихъ пределы.
Такъ если: 

то:
X = y 2-b21gy+5Siny, 

п р .Х = (н р . y ) 2+ 2 1 g  np. У—|—5 Sin np. У.

Мы не можемъ доказать этого положешя во всей его общности 
и принимаемъ его за допущеше, оправдываемое разсмотренными 
частными случаями.

Значеше метода пределовъ заключается въ томъ, что онъдаетъ 
возможность простого перехода отъ соотношешя между перемен
ными числами къ соотношетю между ихъ пределами. Такъ, 
зная, что переменные периметры Р и р правильныхъ одноимен- 
ныхъ многоугольниковъ, описанныхъ около окружностей С и с. 
относятся какъ ихъ радаусы R и г, т.-е.:

Р R 
Р г ’
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и еще зная, что:
пред. Р = С  
п р е д . р = с

заключаемъ, что:
пр. Р _  С =  R 
пр. р— 6 г.

т.-е.: отношете окружностей равно отношенью ихъ радоусовъ.
Переменный объемъ W правильной призмы, вписанной въ ци- 

линдръ, какъ известно, выражается формулой:
W - Q . f i ,

где Q площадь вписаннаго многоугольника, служащаго основа- 
шемъ призмы, а Н высота цилиндра.

На основанщ теорш пределовъ заключаемъ, что:
пр. W — H. пред. Q, 

но:
пред. W — объему У цилиндра,

.а*
up. Q = площади S  основашя цилиндра.

Поэтому:
V — SH.

15. Пред ьлъ отношешя двухъ безконечно-малыхъ чиселъ мо- 
жетъ быть какимъ угодно числомъ (См. § 6), но намъ чаще 
всего придется встречаться съ такимъ случаемъ, когда оба безко- 
нечно-малыя числа выражены въ зависимости отъ н'Ькотораго тре- 
тьяго, и когда пределъ ихъ отношешя равенъ некоторому выра
жен iio, зависящему отъ конечнаго перемен наго числа х. Напри- 
мЬръ, при а  безк.-маломъ:

пр.
2 х а + а 2 

а -j- а3
= 2 х .

16. Е с л и Х  есть безк.-большое число (§ 8 ) то, въ зависимости 
отъ знака его, условно пишутъ:

или:
пр. X — -{-со. 

пр. X —— со.

Запись эта имеетъ совершенно условный характеръ, ибо очевидно, 
что въ данномъ случае не существуетъ никакого постояянаго 
числа, къ которому X  безгранично приближается.

Точный смыслъ записи:
n p .X = - f c o

таковъ: переменное число X , изменяясь, достигаете такихъ поло- 
жительныхъ значенш, который могутъ превысить всякое данное 
положительное число, какъ бы велико оно ни было.
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Точно такъ же интерпретируется запись: пред. Х = — со.
Въ обоихъ случаяхъ предполагается (§ 3), что.Х, достигнувъ по 

абсолютной величин^ значенш болыпихъ, напримйръ, 10000, при 
дальнМшемъ изменены все время остается больше 10000.

Пред. ^ L * =  I .
А х—

17. Намъ впосл£дствш понадобится знать пред&яъ отношешя 
при безграничномъ приближены. х  къ нулю.

Докажемъ, что предЬлъ этого отношешя равенъ 1, и съ этою 
ц’Ьлью покажемъ, что разность:

„ Sin х

при сказанныхъ услов!яхъ, есть число безконечно-малое. Будемъ 
пока считать, что х > о  и замЬтимъ прежде всего, что эта раз
ность всегда положительна, ибо:

Sinx<x.
Затймъ преобразуемъ эту разность сл^дующимъ образомъ:

н Sin х х— Sin х .
1 ------------= ------------- =  б. м. ч.

X X

такъ какъ, по изв. теорем!* тригонометрш, х— Sin х < ^

Если х  приближается къ нулю, оставаясь отрицательным^ 
то заключеше не изменится, ибо:

Sin (— x )_ S in x
— X ~  X

Вотъ табличка, показывающая изм&неше отношешя при 

уменьшены х:

X

Sin х
X

1

0,9798
9 У

тс 0,9949 0
18 'МЛ
ТС | 0,9987

к,
1 -Л  Л' 

\

36 I ч
1 C  j 0,99999

180 j

<1Д *

. V .
1̂ [

<s-
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Обратимъ еще внимаше на то обстоятельство, что, при 
переменное число:

S in x
х

теряетъ смыслъ, а цредЬлъ, къ которому оно стремится, при без- 
граничномъ приближенш х  къ нулю, существуетъ и равенъ 1.

Пред. ( 1+ 4 -)“
V П /ц.

18. Намъ понадобится въ дальнМшемъ знать пред4лъ, къ 
которому стремится выражеше:

к г

при безграничномъ увеличенш п.

Въ подробныхъ куреахъ доказывается, что предЬлъ этотъ 
существуетъ и равенъ несоизмеримому числу:

2,718281828459045 . . .  . . .

которое всегда обозначается буквою е. Мы укажемъ здесь *) 
только главный основашя этого доказательства:

1) Съ увеличешемъ п по абсолют, величине выражеше:

( 1 + т)
постоянно во зр а ста ет

2) Постоянно возрастая, оно всегда остается меньше 3*

Изъ сопоставления этихъ двухъ положены заключаютъ, что:

( 1+'n V
при безгр. возрастанш п, стремится къ некоторому пределу, ра
вному или меньшему 3.

Величина этого предела указана выше:

Непосредственное вычислеше значешй:

Ю Г  ■

*) Ниже, въ § 19, приводится строгое доказательство.
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даетъ следующую таблицу:

п (*+4)' Приращеше.

1 2 —

2 2,25 0,25
3 2.37037 0,12037
4 2,44141 0,07104
5 2.48832 0,04691
6 2,52161 0,03339
7 2,54650 0,02489

! 1000 2,71694 —

Въ заключеше предостерегаемъ отъ ошибочнаго заключешя,
будто пред, ( l  +  ~ ) п̂ со равенъ 1 на томъ основанш, что каждый

множитель его стремится къ 1: теорема о пределе степени (§ 13) 
предполагаешь показателя степени конечнымъ, а здесь п безгра
нично возрастаетъ.

|1ГЛ1риводимъ здесь точное доказательство того положешя, 
что выражеше:

и -

при безграничномъ увеличенш п, стремится къ некоторому пределу, 
большему 2-хъ и меньшему 3-хъ.

Доказательство это основывается на следующемъ постулате:

Если переменное число L, постоянно возрастая, всегда 
остается меньше некотораго постоянна™ числа К , то это число 
L стремится къ пределу, равному или меньшему К .

Доказательство теоремы разделимъ на 8  части соответственно 
тремъ предположетямъ:

a) п— возрастаетъ безпредельно, принимая только целыя 
положительный значешя

b) п— возрастаетъ безпредельно, принимая все положительныя 
значешя

c) п— возрастаетъ безпредельно по абсолютной величине, 
принимая все отрицательный значешя.
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I) n—Ц'Ьлое положительно© число.
а) По формул^ бинома Ньютона:

ы -
1 + п

+  * * .  ч

1 п(п— 1) 1 п(п—1)(п—2)
п2 +  1.2.3п ' 1.2

п(п— 1)(п — 2) . . . [п— (п— 1)] 1
nV+

1.2 .3  . . . п п"
Или:

(1+г)""1+1+ А Н И Н ) (»-!)+

Применяя подобныя же преобразованш къ выражёшю:
1 \п+1

! + 4 т .

(А)

(:
получимъ:

/ 1 \n+1
г - н

= l + ( n + l )  .

n + 1  / . 

(n + 1 )  .n (n + D n (n — 1)

(n+1)3

n + 1 '  1.2 * (n + 1 )2 1

( n + l ) n . . .[n — (n— 2)] -1
1.2.3

1 .2 . . . n ( n + l ) n 1 (n + l)o + i

Или:

(В)
(^ )=1+

+  • • • + 1 .2 .3 . . . n ( 1 _ 5 + l )  ( 1— 5 + l )  ‘ ’ ■ ( 1— n + l ) +  (n +  l)» + ‘

Сравнивая разложешя А и В , мы видимъ, что:
1) Первые два члена обоихъ разложенш одинаковы;
2) 3-й, 4-й, 5 -й . . . члены разложешя В  соответственно 

больше 3-го, 4-го, 5-го . . . члеяовъ разложешя А;
3 ) В ъ  разложенш В  есть лишнш положительный членъ

1 \n+1
j q H  , котораго н£тъ въ разложенш А.

Отсюда заключаемъ, что:

( н и и
СлЪдовательно выражен ie:

\ И Г
возрастаетъ съ увеличешемъ п.
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b ) Изъ разложешя А сл&дуетъ, что:

c) Изъ того же разложешя А сл&дуетъ, что:

(> 4 7 < 1 + ‘+Т1+-Ш + • ■ - + Т 5 Г Г Г .
а отсюда:

( 1 + т )  < 1 +  1+ Т + ^ + ^ +  • • ' + F ~ i=

1—
1-h

2n

‘- I
2n~1< 3 .

Следовательно:

d) Итакъ выражеше
К Г < * -

К Г -
постоянно возрастаетъ съ увеличешемъ п, но остается меньше 3; 
следовательно оно стремится къ некоторому пределу, большему 2 
и меньшему 3 (см. Лемму). Если обозначимъ этотъ предЙгь 
буквою е, то, предполагая п целымъ положительньшъ числомъ, 
имеемъ право написать:

Пред■ К Ь
II) п— какое угодно положительное число.

Обозначимъ целую часть числа п черезъ к. Тогда:

k=^n < k-f 1 .

_1 ^  JL J _
к >  п >к+1

(М)

, + ¥ > 1 + Т > 1 + ьТТ

(> 4Н ‘4 ) '> 4 4 Г
Попружещсо. Начала анализа.
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Или, принимая во вниманье (М):

Теперь, им&я въ виду, что:
1 \кПре,. ( .1 + 4 ) е,

к—> С\Э
ибо к есть ц4лое положительное число, найдемъ пределы т4хъ 

двухъ чиселъ, между которыми заключено +  :

Првж-[ 1 п,>м- [t1 С1 (* (1+ е Х ^  -
1CПред ( 1 \ к

1 + к + 1 Пред. 1 + k + l )

1 +
к + 1

к->ОЭ

Пред, ( l - j

1

1 \

( 1 + k + i ) k_>co

к + 1

=е.

к-»С©

Следовательно, оба числа, между которыми заключено

при безграничномъ возрастали положительнаго числа п, стремятся 
кь одному и тому же пределу е. Поэтому, при тЬхъ лее услов!яхъ?

кт> тому же пределу стремится и выражение | l+ ^ j .

Значить, при п положительномъ:

Пред. ( l + ^  = е .

I ll)  п— какое угодно отрицательное число.

Пусть: , п = — р? гдЬ'.р положительное число.
Тогда:

Следовательно:

Преж- ( 1+s ) ^ ^ - P p«- {(1+F 3 p  (1+P i ) U ‘
- П р . , .  ( 1 + ~ Г  • Пред.
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Значить, во всЬхъ случаяхъ:

Пред, ( l - f ^ )  = е .
V Ч/п-ХХ)

Тоть ж  фактъ выражаютъ въ другой форме, полагая:
1

П== а 9

где « стремится къ нулю при безграничномъ возрастании п:
1

Пред. ( l - f - )  =  Пред. ( l- ) - -c tV  = е .
\ / п-̂ со \ /я->0

Натуральные логариемы. Модуль.

20. ЗамгЬтимъ еще, что число е служить основашемъ такъ 
называемой натуральной системы логариемовъ, о зам^чательныхъ 
свойствахь которой мы здесь говорить не можемъ. Но намъ не
обходимо показать, какъ перейти отъ одной системы логариемовъ 
къ другой, т.-е. какъ, зная логариомъ числа N при основанш а, 
найти логариомъ того же числа при основанш к.

Такъ какъ:

то, логариемируя это равенство по основанйо а, получимъ:
lgeN=lgkNlgek.

Отсюда:
lg,N=lg N. i - i -  

1 ” lgek.
Следовательно, логариомъ какого-нибудь числа по новому основанш 
(к) равенъ логариому того же числа по старому основанш (а), 
умноженному на дробь, числитель которой равенъ I , а знаменатель 
есть логариомъ новаго основашя, взятый по старому основашю. 
Эта дробь называется модулемъ М новой системы логариемовъ.

Слкдовательно, модуль М для перехода отъ натуральной си
стемы логариемовъ къ десятичной определяется равенствомъ:

M = T- \ 7j = -------- Ц - = 1 ?1Ое = 0 ,4342946.

gl° lg10e

*4*
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Эквивалентны» безконечно-малыя числа.

21 . Мы сейчасъ встретили примЪръ двухъ безконечно-малыхъ 
чиселъ? х  и Sin х, пред£лъ отношешя которыхъ равенъ 1. ТЬмъ 
же свойствомъ обладаютъ пары б. м. чиселъ: а — а3 и а— а2; 
а + 3 л2 и а; 2а и 2 а + 3 а 2+ 4 а 3, ибо предйлъ отношения чиселъ 
каждой пары равенъ единиц^.

Два безконечно-малыхъ числа, пред%лъ отношежя которыхъ 
равенъ I, называются эквивалентными. Они, какъ увидимъ далЬе, 
имйютъ большое значеше въ анализ^. Прежде ознакомлены съ 
ихъ свойствами приведемъ еще одинъ важный прим4ръ эквива- 
лентныхъ б. м. чиселъ.

22. При безконечно-маломъ Ig e( l + a )  и а эквивалентны.
Действительно;

ige (1 + « )  1 / 1 , 4 ^
Пр. -------— -=П р.[1/а ^ е(1 +  а)]==ПРЛ^е(1 +  а) =

.А

=  teenP‘ ==1§ве =  1 -

Докажемъ теперь двЬ очень важныя теоремы относительно 
эквивалентныхъ безк. малыхъ чиселъ.

23. Теорема 1-я. ПредЪлъ отношешя двухъ безконечно-ма
лыхъ чиселъ « и р не изменится, если мы замЪнимъ а и р  соот
ветственно эквивалентными имъ безконечно-малыми числами а и р ' .

Теорема эта предполагает^ что предЬлъ отношешя р- равенъ 

конечному числу. '
, Доказательство заключается въ сл^дующемъ:

Такъ какъ:

и

то:

гд-Ь о>1 и о>2 суть

пр. |[-=1.

б. м. числа.
р'/ =  1 + а)2»
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Отсюда:

и

«  —  « '( l+ O O j)

р=р '(1+«.)
а а' (1+а),) ос'

пр- $  =пр- p 4 T - w =I,p- F  -пр-
1+̂ 1
1+<»2 прТ

24. Значение этой теоремы заключается въ томъ, что она 
даетъ возможность, при разысканы предала, отношете сложныхъ 
б. м. чиселъ замЪнить отношешемъ 6onte простыхъ безк. ма- 
лыхъ чиселъ.

П р и м £ р ъ  1-ый.

Найти пред.
Sin (За3+ 5а2 +  7а) 
Sin (а3 10а2 +• а)’

ГД  ̂ ос б. м. число.

Такъ какъ S in x  эквивалентенъ съ х  (§ 17), то:
Sin (За3+ 5 а 2+  7а) За3+ 5а2 -f 7а

ПР' Sin (a3-j-10a2-l-a) Пр* a3+ 1 0 a 2-fa  '
Такъ какъ далйе:

8a3+. 5a2+ 7 a  эквивалентно съ 7а 
и a3+ 1 0 a 2 +  а ос,

то предЬлъ даннаго отношешя равенъ:

' 7 а  пп р . у = 7 .

Зам4тимъ, что, заменяя:
7a-j-5a2+ 3 a 3 черезъ 7а и « + 1 0 я 2-}-а3 черезъ а,

мы откидываемъ въ первомъ случай: 5a2+ 3 a 3, а во второмъ: 
10а2+ ос3, т.-е. откидываемъ б. м. числа выспшхъ порядковъ по 
сравненью съ членами: 7а и а.

П р и м & р ъ  2-й.
тт * Sin2 5аНаити пред. — р-— — гд* а— б. м. ч. lge Cos 6а’

Замйчаемъ что:
Sin25a эквивалентно (5а)2 т. е. съ 25а2;

lge Cos 6а= lge j/ i  —Sin26 a = y  lge (1— Sin2 6a).

Последнее выражеше (§-22)  эквивалентно-^— Sin2 6a), а это въ 

свою очередь эквивалентно (6а)2= — 18а2, и поэтому:

иск. пред. =  пр. 25
18



— 22

25. Теорема 2-я. ПредЪлъ суммы безконечно-большого чи
сла безконечно-малыхъ положительныхъ чиселъ а2, . .  л
не изменится, если эти числа замЪнить соответственно эквива
лентными имъ б. м. ч.:

Pi> Рг> Рз> • • • Рп-

Теорема эта предполагает^ что пред'Ьлъ первой суммы ра- 
венъ конечному числу. Доказательство теоремы состоять въ сл&- 
дующемъ:

По условно (см. пред, теорему):

Pi
- = 1  +  о>1 и р1= а 1+ « 1в>1

Рз
— =  !+ < “* и р2= а 2+ а 2(о2

Г п  ̂ л— =  ж pn= an -N A j
«п

Гд£ (t)i9 со2. . а>п суть б. М. Ч.

Отсюда:
Ea+(a1w14~a2w2+  . . . +<*пЩ) *).

Если абсолютную величину наибольшаго изъ всгЬхъ безко
нечно-малыхъ чиселъ «ч, <*>2, . . .  о)п обозначимъ черезъ Q, то оче
видно, что:

абс. вел., («1ю14-вг2а>2+  ...апшп) < 2 ( а 1+ а 2-]-...ап)

а такъ какъ пр. £а, по условно, конеченъ, то ясно, что:

и потому: 

ч. и т. д.

пр. S(a1+ a 2+ ...ап) =  пр. QHa=o, 

пр.. Е(3 =  пр. l a

26. Теорема эта имЬетъ важное значеше, потому что при 
вычисленш предала суммы безконечно-большого числа положи
тельныхъ безконечно-малыхъ слагаемыхъ, даетъ возможность заме
нить данныя безконечно-малыя числа другими, бол*Ье простыми, 
имъ эквивалентными. Пояснимъ это примйромъ.

Пусть требуется вычислить площадь ОАА' (чер. 1-й), ограни
ченную дугой ОА' параболы, заданной уравнешемъ:

У =  х2,
и прямыми: ОА и А А'

*) • • • +1°» *1+ 2̂+* • •
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А’

D"

D’

с| / _

3

Е"

А*

-

Если мы разделишь ОА на л равныхъ частей и построимте 
сеть параллельныхъ прямыхъ (см. чертежъ), то очевидно, что* 
интересующую насъ площадь мы можемъ разсматривать, какъ. 
сумму площадей криволинейныхъ трапецш.

Однако вычислете площади каж
дой трапецш не легче, ч4мъ вычислеше 
всей данной площади,— следовательно 
этотъ npieMb не приносить намъ пока 
никакой пользы. Но будетъ совсЬмъ 
иначе, если мы, безгранично увели
чивая число п, вместо каждой кри
волинейной трапещй, возьмемъ вхо
дящей или выходящш, прямоугольникъ 
(наир. D D "E'E), и. ч. площадь пря
моугольника мы вычислять умеемъ.
Однако, имгЬемъ ли мы право заме
нить площадь криволинейной трапецш 
площадью прямоугольника? Да, если 
мы докажешь, что обе эти площади выражаются безконечно-малыми 
эквивалентными числами. Что обе эти площади безконечно-малы,—  
это следуетъ изъ предположешя о безграничномь увеличены п, а 
эквивалентность доказывается такъ. Отношете площади выходяща- 
го прямоугольника къ площади соответствующей криволинейной 
трапецш очевидно меньше отношения площади того же выходящага 
прямоугольника къ площади соответствующего входя щаго прямо
угольника, т.-е. меньше отношешя:

О В С D Е А
Чер. 1.

ЕЕ'
DD'

ЕЕ'
и въ то же время оно больше 1. Но отношете ggr, при безгра-

ничномъ увеличены п, стремится къ 1. Поэтому, оказывается, что 
отношете площади выходящаго прямоугольника къ площади соот
ветствующей криволинейной трапецш всегда заключается между 
двумя числами, изъ которыхъ одно есть 1, а другое безгранично 
приближается къ 1. Следовательно, пределъ этого отношешя равенъ 
1, и мы здесь, действительно, имеемъ дело съ эквивалент
ными безконечно-малыми числами. Такимъ образомъ вопросъ о 
вычислены площади сегмента параболы сводится къ вопросу о 
разысканш предела суммы площадей прямоугольниковъ. Пусть

хОА=х; —==А и нодожимъ, что:
’ п

О Е = к Д .
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Тогда изъ уравнешя параболы: у = х 2 заключаемъ, что:
ЕЕ'=к2Д2

и, следовательно, площадь прямоугольника D E E 'D " выражается 
числомъ:

к2ДЗ

Суммируя это выражеше, въ предклахъ отъ к = 1  до к = п ,  
получимъ:

Д * ( 1 * + 2 * + . . .  . : Ь п *)= -| *п (п + 1 ) (2 п + 1 ) *).

Переходя теперь къ пределу при п ->со, найдемъ, что искомая 
площадь равна:

X3 X2. х ух 
8 3 — "3

Следовательно, дуга параболы разделяетъ прямоугольникъ 
ОАА'А" на две татя  неравный части, что одна, вдвое более 
другой.

- 27 . Пр1емы, подобные изложенному въ предыдущемъ пара
графе, могутъ быть применены къ разысканию объема треуголь
ной пирамиды, объема шара и пр. Объемъ пирамиды найдется, 
какъ предЬлъ суммы объемовъ вписанныхъ въ нее или описан- 
ныхъ около нея призмъ (см. геом. Киселева, изд. 21, стр. 327); 
для опред4лешя объема полушара разсечемъ его рядомъ безко- 
нечно-близкихъ параллельныхъ основанью плоскостей на слои и 
докажемъ, что объемъ каждаго слоя эквивалентенъ объему цилиндра, 
построеннаго на меньшемъ основанш и пр. Советуемъ читателю 
попробовать свои силы на этихъ интересныхъ примерахъ.

Ф ункц1и.
28. Понята о функцш мы считаемъ изв£стнымъ читателю, 

но все-таки напоминаемъ опред'Ьлеше функцш:

Если каждому вещественному значешю перемЪннаго числа х 
соотвЪтствуетъ одно или н%сколько опредЪленныхъ значенш дру
гого перемЪннаго числа у, то х называется независимымъ пере- 
мЪннымъ или аргументомъ, а у функщей х или функцЕей аргу
мента. Выборъ аргумента, въ области его измйненш, зависитъ отъ

*) Если читателю неизвестна формула для суммы квадратовъ натуральныхъ чиселъ 
то предлагаемъ проверить ее на неболынихъ числахъ, а затемъ оправдать по способу 
заключешя отъ п къ п+1.
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нашего произвола, но каждое выбранное значеше его даетъ одно 
или несколько совершенно опредйленныхъ значенш функцш. 

Если функц1я дана, то это значить, что указано правило,
какъ, по данному значенш х, найти значеше у.

Напримеръ:
У = х 2; • ! _ .........................   (а)
У = ± / х ........... ........................ (Ь)

—  у равно О, когда х число ращональное, и у = 1 ,  когда х 
число иррацюнальное..................................................... ......... ......................(с)

Въ нашемъ курсе мы по преимуществу будемъ разсматривать
ташя функщи, который определяются при помощи формулы, ука
зывающей, катя  дЬйств1я надо выполнить надъ х, чтобы получить 
у (примеры а, Ь). В ъ  примере (Ь) каждому значение х отвечаютъ 
два значешя у; подобнаго рода функцш называются многозначными. 
Мы по преимуществу будемъ иметь дело съ однозначными функ
циями. Заметимъ, что двузначную фунщю:

У = ± ]/ х ~

можно разсматривать, какъ две однозначныя:

у = + ] / 7 “ 

и у = — |/ X

Если у есть функщя х, напримеръ:
y = 2 x - f l ,

то обыкновенно и х  есть функщя у:

x = l Z ±  х 2 .

Эта функщя называется обратной по отношешю къ прямой:
y = 2x-j-l.

Не всякая функщя имеетъ обратную. Такъ, напримеръ, функщя 
указанная въ примере с, очевидно не имеетъ обратной.

Переменное число можетъ зависеть не отъ одного, а отъ 
двухъ или более аргументовъ, напримеръ:

y = x 2+2xt.
Въ этомъ случае говорить, что у есть функщя х  и t.

29. Обратимъ внимаше еще на следующее важное обстоя
тельство. При некоторыхъ исключительныхъ значешяхъ икса у 
можетъ не иметь смысла. Напримеръ, если:

1
У = --------х— 2 *
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то при х = 2  функщя теряетъ смыслъ. В ъ  этомъ случай говорить, 
что функщя не определена при х = 2 . Тоже относится къфункцш

Sin -1 при х = о .X

30. Если желаютъ выразить, что у есть некоторая функщя 
х, то употребляютъ следующее обозначеше:

У=*(х)>
которое читается такъ: «у есть функщя х».

Для обозначешя какой-либо другой функциональной зависимости 
употребляются знаки: F  (х ), со (х) и пр.

Если напримйръ: 

то функщю:
Г(х)= = ,(х+ 1Д

Sin2x + lg x

нельзя уже обозначить (въ томъ же вопросе) черезъ f(x), а придется 
прибегнуть къ обозначение Ф (х ) ,  ср (х ) или другимъ подобнымъ.

31. Съ обозначеьиемъ f (x )  надо вполне освоиться и, ради 
этого, необходимо решить следугопця задачи:

f ( x ) = 2 x 2— х + 4 .

1) Найти: f ( l )  и f(o ).
f  ( 1 ) = 2  . Р — 1 + 4 = 5 ;  f  (о )= 4 .

2) найти f ( l + h ) .
f  ( l + h ) = 2 ( l + h ) 2— ( l + h ) + 4 = 2 h 2+ 3 h + 5 .

3) Что больше: f ( l - f h )  или f ( l ) ,  и на сколько, предпола
гая h > о?

f ( l + h ) — f ( l ) = ( 2 h 2+ 3 h + 5 ) — 5 = 2 h 2+ 3 h .

Следовательно, при h > о:
f ( l + h ) > f ( l ) ,

Притомъ: ,
f ( l + h ) — f ( l ) = e ( h ) ,

и числовая величина разности зависитъ отъ h.

4) Найти:
f (x + h )— f(x ).

f (х + h ) -+ ’ (х) =  { 2 (x + h )2— (x + h)+ 4 }  — (2x2— x + 4 ) = 4xh + 2h2— h.

Следовательно, эта разность зависитъ отъ х  и h и можеть быть 
обозначена черезъ <1(х, h).
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5) Определить f ( — х).
i (— х) =  2 (— х)а—(— x ) + 4 = 2 x a+ x - f  4.

6) Определить f (2 s ).
f (2х)= 2  (2x)2—(2x)+ 4 = 8xa—2x+ 4 .

7) f (x)= xa—2x+ l
сp (x)—X3 .

Определить: f [? (x )]  и ? [ f (x ) ]
■f [<P (x )]= (x 3)a- 2  (x *)+  l= x « —  2x3+ 1 

?  [f (x )]= (xa— 2 x + 1)3.

32. ПростМппя функцш суть:

Ц%лая рацшнальная функщя, напримеръ:
y = a x 4+ b x 3+ c x 2+ d x + e .

Дробная рац|'ональная, напримеръ:
ax3+ b x 2+ c x + d

у --- ------------------------------- ---- - .
mx2+ n x -fp

Иррациональная функфя, напримеръ:

У=х2+|/х-{- |/х .

Показательная функц1я:
у = а х.

Логариемическая функц'т:
y = log x .

Тригонометричесжя функцш:
y = S in x ; y= C osx, y = tg x  и пр.

Первые три типа называются алгебраическими функфями, а по- 
слЪдше три— трансцедентными.

Непрерывность.

33. Обычное поняпе о непрерывномъ измгЬненш какой-нибудь 
конкретной величины заключается въ томъ, что величина эта 
изменяется постепенно, безъ скачковъ, проходя последовательно 
черезъ вей значешя, промежуточный между двумя крайними. 
Тоже поияпе применяется и къ непрерывности функцш. Мы 
считаемъ функцш непрерывною, если весьма малыш» изм£ненкмъ 
аргумента соотвЬтствуюгъ весьма малыя измйнешя функцш.
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Это опред4леше не вполне точно, ибо терминъ ((весьма ма
лое изм£неше» неопред’Ьлененъ, и мы далее введемъ коррективы. 
Но даже съ точки зр£шя этого опредёлешя ясно, что далеко не 
все  функцш непрерывны. Такъ, напримЪръ, функщя, выражаю
щая сумму S угловъ выпуклаго многоугольника въ зависимости 
огь числа п его стороны

S = 2 d  (п— 2)

не есть непрерывная функщя, потому что здесь невозможно «весьма 
малое изм^неше» аргумента: здесь аргументъ изменяется скачками, 
переходя черезъ щблыя значешя 3, 4; 5 и пр. Поэтому, далее мы 
будемъ говорить только о такихъ функщяхъ, аргументъ которыхъ 
х изм-Ьняется въ данной области (а, Ь) непрерывно. Это надо 
понимать такъ: х возрастая отъ а (мы считаемъ; а < Ь} проходить 
черезъ все вещественный значешя, промежуточный между а и Ь. 
Если, напримЁръ, х  изменяется непрерывно въ области (1 , 2), то 
это значить, что х  пробегаетъ черезъ все действительный числа 
между 1 и 2, включая сюда 1 и. 2 * ) :

_  19
1; 1Д; 1,2; . . . ]/  2 ; .  . . |/ 3 1 2" j  ; 2.

Сделавъ эту существенную оговорку, исправимъ затемъ пер
воначальную редакщю опредёлешя, замёнивъ въ ней неопреде
ленный терминъ «весьма мало измёнеше» совершенно точнымъ—  
«безконечно-малое изменеше» и, кроме того, укажемъ, при какихъ 
значешяхъ х  разсматривается непрерывность функцш.

34 . Тогда мы получимъ следующую точную редакцпо опре
делешя непрерывности.

а. Функщя f ( х ) * * )  непрерывна при х = я , если безконечно-ма- 
лому приращёшю h (положительному и отрицательному) аргумента 
соответствуем безконечно-малое приращеше:

f (a+h)—f (а)
ФУНКЦ1И.

’ ‘ . ' !

Иначе говоря, функщя будетъ непрерывна при х —а, если 
можно подыскать такое h, при которомъ абсолютная величина 
разности:

f (a-f-h)—f (а)

будетъ менее всякаго напередъ заданнаго положительная числа.

*) Если не сделано особыхъ оговорокъ относительно предЬловъ 1 и 2.
.**) ..Зд^сь разсматриваютея только ташя области изм$нешя функцш* въ кото

рыхъ она-не'принимаешь мнимыхъ значешй. -



—  29 —

Напримеръ, f (х )= х 2 непрерывна при х = 2 , потому что 
неравенство:

К2+ь>—ячсзву
удовлетворяется при:

lh l< 5 0 0
b. Функщя непрерывна въ интервале (а, Ь), если она не

прерывна для ec txb  значенш внутри этого интервала.
Напримеръ функщя х2, непрерывная при вс'Ьхъ д^йствитель- 

ныхъ значешяхъ х, непрерывна въ интервале (—со, +со).

35. Вникнемъ теперь глубже въ смыслъ этого опред’Ьлетя. 
В ъ  немъ идетъ речь о разности:

f (a-J-h) — f (a)
и требуется, чтобы эта разность была безконечна мала, а для 
этого, прежде всего, необходимо, чтобы разность эта имела смыслъ, 
т.-е.,-чтобы уменьшаемое и вычитаемое были определенный числа, 
иначе говоря, необходимо чтобы f (х) была вполне определена 
при х = а * )  (а — конечное число). Если втоуслоте не выполнено,

т.-е. если f (х) не определена при х = а  (напримеръ при

х = 2 ), то непрерывности при х = а  не существуетъ, и говорить,

что при х = а  функщя претерпеваетъ разрывъ (въ случае —  0-

при х = 2 ) .
Это во-первыхъ. Во-вторыхъ, если f (х) определена при х = а , 

но разность:
f (а+h) — f (а)

не есть число безконечно-малое, то при х = а  будетъ тоже раз
рывъ функцш. (Примерь будетъ приведенъ далее).

Въ  нашемъ курсе мы будемъ разсматривать непрерывныя 
функцш, претерпевающая разрывы только при некоторыхъ исклю- 
чительныхъ значешяхъ х.

36. Покажемъ теперь способы изследовашя непрерывности 
и разрывовъ некоторыхъ функцш.

а) Всякая целая алгебр, функщя относительно х  непрерывна 
при всякомъ значенш х.

Действительно, разсмотримъ, напримеръ, функцш:
f (x)=ax2+ b x + c

и составимъ разность:
__________ f (x+h) — f (x)==h (2ax+b)+ah2.

*) Мы предполагаешь, что если f (а) определена, то определена и f  ( а +  h
лолояс. б. м. число, и разсматриваемъ только это предположеше.
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Такъ какъ оба члена этой разности безконечно-малы при 
всякомъ конечномъ значенш х и при безконечно-маломъ h, то 
функщя непрерывна при всякомъ значенш х. Разрывовъ нЬтъ.

Ь) Функщя f ( х ) = — непрерывна при всехъ значешяхъ х,

кроме 5 = 2 . При х = 2  она претерпЬваетъ разрывъ, ибо теряетъ 
смыслъ, обращаясь въ:

4
0 г

Непрерывность этой функщи при всехъ другихъ значешяхъ х 
вытекаетъ изъ состава разности:

f(x+ h ) - f ( x )  =  - Л .  =  -  (x_ ^ )(f + h _ 2).

Разсмотримъ еще, какъ 
изменяется f(x) около точки 
разрыва. Такъ какъ прибезк.- 
маломъ положительномъ а:

f (2 — а)=  — 
f* (2 я) =  со

то, значить, при переходе х  
отъ 2 *— а къ 2-Ьа, т.-е. при 
измененш х на безконечно- 
малое число 2а, функщя дЬ- 
лаетъ скачокъ (см. чертежъ 
2-й) с ъ — со на +со.

с) f (х )= Sin х  непрерыв
на при всЬхъ значешяхъ х, 
что слЬдуетъ изъ равенства:

х = 2  S in -| -? Cos^x +  ^ -

Легко видЬть, что абс. вел. последняго выражешя меньше Jhj.. v
d) Пусть f (х ) задана такимъ образомъ:
1) В ъ  интервале (— со, 1 ) : {  (х)  =  х
2) При х > 1 :  f ( x ) = 4 - b x
ЗдЬсь функщя определена для всехъ значенш х отъ—  со 

до - f c » ,  и однако при х = 1  будетъ разрывъ (см. черт. 3 ), п. ч. 
функщя сразу переходить отъ 1 къ значешямъ, большимъ 4. 
Понятно, что при всехъ другихъ значешяхъ икса f(x ) непрерывна.

e) Функщя tgx разрывается при х  у ,  ~  и вообще при:

Черт. 2.

f ( x + h ) ^ - f  (x )= S in  (x + h )  —  Sin

(2в+1)х 
X ~  2
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я  непрерывна при вс^хъ дру- 
гихъ значешяхъ х. Проверку 
этого утвержцешя пусть сде- 
лаетъ самъ читатель.

Подобными же, а иногда 
и болЬе сложными npieMaMH 
доказывается, что: i j

f) функщя ах( а > о )  не- !;
прерывна для всякаго конеч- •/
наго значешя аргумента и *'
пред. ах ч = 1

Х ~ 7  0

g) lgx непрерывен^ для 
всякаго положительная и ко- 
нечнаго значешя х, кроме х = о .

h) Сумма, произведете нЬ-
СКОЛЬКИХЪ НепрерЫВНЫХЪ ВЪ Черт. з.

области (а, Ь) функцш и част
ное двухъ такихъ же функцш суть также функцш непрерывный, въ 
той же области; при чемъ для функцш, равной частному отъ до
лети  двухъ другихъ функцш, исключаются тЬ значешя аргумента, 
который обращаюсь знаменателя въ 0; целая положительная 
степень непрерывной въ области (а, Ь) функцш и корень съ цЬ- 
лымъ положительнымъ показателемъ изъ такой же функцш суть 
также функцш непрерывный въ той же области.

Устранеше разрыва непрерывности.
37. Въ нйкоторыхъ случаяхъ, когда функщя не определена 

при даныомъ значенш х, можно устранить разрывъ ея при этомъ 
значенш х  введешемъ дополнительныхъ условш. Напримеръ, 
функщя: Х2 _ 4

{ (х) “  х — 2
не определена при х = 2  и потому разрывается п р и х = 2 . Однако 
если мы введемъ дополнительное услов1е, что при х = 2 :

f  (х) =  пред, f  (х) =  4,
х —> 2

то значеше функцш всегда будутъ определяться равенствомъ:
f (x)= x -f  2,

и следовательно разрыва не будетъ.
Тоже относится къ разрыву:

е . ч Sin х

при х = о ; онъ будетъ устраненъ, если мы введемъ дополнитель- 
ное уСлоше: f (о) =  пр. ^ j  =  t.
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Однако понятно, что никакими дополнительными услов!ями 
нельзя устранить разрыва функцш:

1
х—2

при х = 2 .
Основное свойство непрерывной функцш.

38. Пояснимъ его сначала на част- 
номъ примйрй. Пусть f (х) непрерывна въ 
интервале (1, 8) и пусть: 

f  ( 1 ) = 4  
f ( 3 ) = 6

Тогда мы утверждаемъ (черт. 4 ), что су
ществуете» въ данномъ интервале по край
ней мере одно такое значеше х = О К , при 
которомъ f (х )= 5  или вообще —  любому 
числу, промежуточному между 4 и 6.

Значить, мы приписываемъ непре
рывной въ данномъ интервале функцш то 
свойство, что она переходить въ данномъ 
интервале отъ одного своего значешя а 

къ другому Ь, проходя одинъ или нйсколько разъ черезъ вей 
значешя, промежуточныя между а и Ь, Мы принимаемъ это 
свойство безъ доказательства *),

39. Слйдств1е. Если f (x ) ,  непрерывная въ области (а, Ь), 
положительна при х = а  и отрицательна при х= Ь  (см. черт. 5), 
то она по крайней мйрй одинъ разъ обратится въ о при нйко- 
торомъ значенш х, промежуточномъ между а и Ь.

Это потому, что f (х), пе- у  
реходя отъ положительная 
значен1я къ отрицательному, 
должна пройти черезъ вей 
промежуточныя между н и м и  

значешя, а следовательно и  

черезъ 0.
Примеръ.  f(x)=x3+ x —2.
f(o )= —2; f (2)=8.
Следовательно, f (х) обра

щается въ 0  при х, промежу
точномъ между 0  и 2.

И действительно f (1 )= 0 . Черт. 5.

*) М « неявно пользовались этимъ свойствомъ и ран^е— при построенш графиковъ 
функщй.
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Пределы функций.

40. а) При разысканы предела f(x ) , когда х стремится къ 
некоторому числу а, независимое переменное х можетъ изменяться 
или

непрерывно (§ 33  ), 
или прерывно,

проходя не черезъ все значешя въ данной области, а только че- 
резъ некоторый.

Когда мы разыскивали (§ 12) пред. Cos хх_»0, то неявно пред
полагали, что х изменяется непрерывно. Но если разыскивается 
пределъ площади правильнаго вписаннаго въ кругъ многоуголь
ника при безграничномъ увеличены числа х его сторонъ, то здесь 
х  принимаетъ только целыя значешя и, следовательно, изменяется 
прерывно.

Большею частью

пред. f(x)x-»a

будетъ одинакрвъ какъ при прерывномъ, такъ и при непрерыв- 
номъ процессе изменешя х, однако такъ бываешь не всегда. Вотъ 
примерь:

пред. Sin ~

при непрерывномъ приближены х къ нулю не существуешь, ибо 

Sin постоянно колеблется между — 1 и + 1 .

Если же мы положимъ:

п
Х"“ п2+Т

и будешь безгранично увеличивать п, оставляя его целымъ чис- 
ломъ, то х, стремясь къ О, будетъ изменяться прерывно и:

пред. Sin -  =  пред. S in ^  = 4 - S in -  — 0.
Хх4° Пп->СХ) Пп-><\5

Следовательно, въ этомъ случае пределъ существуешь и ра- 
венъ О.

Попруженко. Начала анализа. 3



При другомъ прерывномъ закона измйнен!я х  предйлъ ду
деть иной. Действительно, если:

2 ( 4 n - f l )
X“ (4nH -l)2- { - l ’
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то, при безграничномъ возрастает цйлаго числа п:

пред. Sin -  =  пред. Sin
х^ о  1 2 2 (4 п + 1 )}

=  пред. Cos
7С

2 ч4п-(-1)
= 1.

п̂ СО

Значитъ, и въ этомъ случай предйлъ существуетъ, но онъ 
иной, чймъ прежде: теперь 1, а прежде былъ 0.

Такое измйнете предала, въ зависимости отъ измйвенш за
кона приближне!я х  къ нулю, указываетъ на несуществоваше 
одного общаго предала, къ которому стремится

когда х, изменяясь непрерывно, стремится къ 0.
Во всякомъ случай при разысканы

пред. f ( x ) x^a

необходимо всякш разъ указывать, какое предполагается измйне
т е  х— непрерывное или прерывное.

Ь) Иногда предйлъ f (x )  будетъ различенъ, въ зависимости 
отъ того, приближается ли х  къ данному значенью, оставаясь по
стоянно больше его или оставаясь постоянно меньше его. Пусть, 
напримйръ:

, f (x) = — V  
1—[-5s:

Если х  непрерывно приближается къ 0, оставаясь все время 
положительным^ то:

пред, f (х) =  0;
х_> °

а если х  непрерывно приближается къ 0, оставаясь все время 
отрицательнымъ, то:

п р ед .'f (х) =  1.
Х->°

Замйтимъ попутно, что частное значеше функщи при х =  0 

лишено смысла, ибо показатель - при х = 0  теряетъ смыслъ.X
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Основашя анализа безконечно-малыхъ.

41. Предметъ курса. Та часть курса анализа безконечно- 
малыхъ, которая подлежитъ нашему изученио, занимается изслй- 
довашемъ изменешй функщй, т.-е. разыскашемъ областей ихъ 
возрастатя, убывашя, постоянства, достижешя ими т а х т ш т ’овъ *) 
и п и ш ти т ’овъ; она также даетъ обпце npieMbi для построешя 
касательныхъ къ кривымъ, для вычислешя площадей, объемовъ 
и пр.

Количественное изучеше всякаго определенная процесса 
природы сводится къ установлении некоторой функщональной за
висимости между числами, измеряющими входяпця въ данный

процессъ величины (s v0 р0=

СлгЬдовательно, анализъ безконечно-малыхъ неизбежно най- 
детъ себе применеше во всехъ физическихъ, механическихъ, 
химическихъ и техническихъ вопросахъ при изследованщ встре
чающихся тамъ функщональныхъ зависимостей.

42. Предварительный соображешя объ изменены функщй. 
Понятге о производной функцт.

Одна изъ главнейшихъ задачъ нашего курса заключается, 
какъ было сказано выше, въ изследованш изменены функщй, 
т.-е. въ определены, въ какихъ областяхъ функщй увеличива
ются, уменьшаются, остаются постоянными, достигаютъ maxi- 
т ш п ’овъ и т т ш и т ’овъ.

Непосредственное р еш ете этого вопроса сопряжено съ боль
шими затруднешями даже для простейшихъ функщй **), а между 
темъ внимательный обзоръ графика какой -  нибудь функцш 
y = f (х) (черт. 6) позволяешь намъ предвидеть тесную связь вопроса

_ _ _ _ _ _ _  Черт. 6.

*) Зд'Ьеь и дал£е говорится b max. и min. функщй, какъ о наибольших* и наимень
ших* значешяхъ функцш по сравненш со смежными ея значешями.

**) Предлагаемъ убедиться въ этомъ на прим'Ьр'Ь: у = х 4 —  х + З .
3̂
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объ измйненш функцш съ положешемъ касательной къ кривой 
въ разныхъ точкахъ ея: тамъ, гд£ функция возрастает^ касатель
ная образуетъ съ осью абсциссъ острый уголь, гд£ убываетъ—  
тупой; при достиженш шах. и min* касательная параллельна 
оси абсциссъ. Следовательно, при возрастали функцш угловой 
коэффищентъ касательной положителенъ, при убыванш— отрица- 
теленъ, а при maximum’i  и minimum’̂ — обращается въ 0.

Этотъ предварительный обзоръ чертежа, вовсе не им4ющ!й 
доказательнаго характера, уб^ждаетъ насъ въ полезности разсмо- 
трйшя новой функцш у '= Р (х ) ,  выражающей собою угловой ко
эффищентъ касательной. Эту функцш называютъ производной по 
отношеюю къ данной и обозначаютъ такъ, какъ это сейчасъ 
указано.

Мы теперь перейдемъ къ разысканию производной функцш, 
но прежде всего вдумаемся внимательнее въ вопросъ о томъ, что 
такое касательная къ кривой.

Что такое касательная къ кривой?
43: В ъ  элементарной геометрш касательная къ окружности 

определялась, какъ такая прямая, которая имеетъ съ окружностью 
только одну общую точку. Но очевидно (см. черт. 6 ), что такое 
определеше не имеетъ общаго характера, что мы, по нашему 
представленш о касательной, будемъ считать касательной и такую 
прямую, которая, занимая некоторое определенное положеше, 
имеетъ съ кривой две или более обпця точки.

Чемъ же характеризуется положеше касательной къ данной 
кривой въ некоторой точке ея А?

Проведемъ сначала черезъ точку 
А секущую АВ (черт. 7) и будемъ 
вращать ее по направленно стрелки.

Тогда, отдавая себе полный 
отчетъ въ томъ, что ни одна изъ 
ряда сЬкущихъ не совпадаетъ съ 
касательной въ точке А, мы скажемъ 
все-таки, что А В ближе къ каса
тельной, чемъ АВ; А В2 ближе къ 
касательной, чемъ А Вг и АВ и т. д. Очевидно, значить, что 
касательная есть то предельное положеше секущей, къ которому 
последняя стремится при безграничномъ приближении точки В 
къ точке А.

Отсюда ясень и способъ вывода углового коэффищента каса
тельной: составьте угловой коэффифентъ секущей, какъ прямой, 
проходящш черезъ две данныя точки А и В и ищите, къ какому 
пределу онъ стремится, когда точка В безгранично приближается
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къ точке А. Найденный предЬлъ и будетъ угловой коэффищентъ 
касательной или, иначе говоря,— значеше производной функцш 
при х, равномъ абсциссе точки А.

Пояснимъ это общее указаше частными примерами.

44. Примерь 1-й. Найти угловой 
коэффищентъ касательной къ параболе: 

у =  *2
въ точке А (1 , 1) (черт. 8).

Возьмемъ на параболе точку В  
смежную еъ точкой А, и пусть абсцисса 
этой точки будетъ 1 +  h. Ордината 
точки В, при нашемъ чертеже, будетъ 
больше ординаты точки А на некоторое 
число к, т.-е. будетъ 1-Ьк.

Угловой коэффищентъ секущей 
АВ, при этихъ обозначешяхъ, очевидно, 

к
равенъ р  •

Чтобы перейти отъ секущей къ касательной, мы должны 
подводить точку В  къ точке А. При этомъ h и к будутъ стре
миться къ 0, но къ какому числу будетъ стремиться предклъ 
ихъ отношения?

Применить здЬсь теорему о пределе частнаго (18 ,5 ) нельзя, 
т. к. предЬлъ знаменателя равенъ 0. Какъ же поступить? Такъ 
какъ к есть, очевидно, некоторая функщя отъ h, то необходимо 
выразить аналитически зависимость между к и h. Зависимость эта 
дается уравнешемъ параболы, ибо точка В  находится на параболе, 
и, следовательно, координаты ея удовлетворяюсь уравнению пара
болы, т.-е.:

Отсюда:
l+ k = ( l+ h #*

k=2h-f- h2

¥ = 2+ h;

up. Y  = 2
n h4»o

Следовательно, угловой коэффищентъ касательной къ данной 
параболе въ точке (1 , 1) равенъ двумъ. Зная этотъ угловой ко
эффищентъ, мы можемъ написать уравнеше касательной:

У—1=2- (х 1)

или построить касательную геометрически.
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Найденный угловой коэффищентъ представляетъ собою част
ное значеше производной отъ функщи у = х 2 при х  = 1 . ,  т.-е.:

Черт. 9.

(У') =  2
Х = 1

Какъ же найти самую производную?
45. ПримЪръ 2-й. Найдемъ угловой коэффищентъ касатель

ной къ параболе:
у = х 2

въ любой ея точке А, координаты которой суть (х , у). (Чер. 9).
Беремъ на кривой смежную съ А 

точку В  съ координатами (x -f  h, у + к ) 
и видимъ, что угловой коэффищентъ

секущей А В равенъ Чтобы найти,

къ какому пределу онъ стремится, 
когда точка В  безгранично прибли
жается къ точке А, надо найти сначала 
зависимость между h и к. Она дается 
уравнетемъ параболы:

y + k = (x + h )2
Отсюда: y + k = x 2+2xh-]-h2,' 

но такъ какъ, по уравнений параболы:
У=х2,

то:
k=2xh-j-h2

| = 2 х + Ь .
кпр. -г-=2х.
n h->0

Следовательно, функщя производная по отношений къ функщи:
у = х 2

есть новая функщя:
у'—2х.

Значеше этой функщи при нккоторомъ опредкленномь зна- 
ченш х даетъ намъ угловой коэффищентъ касательной въ соот
ветствующей точке кривой. Напримеръ, при х = 1 , мы получимъ:

( У ' ) = 2 ,
Х =  1

согласно съ результатомъ, найденнымъ въ прим£р£ 1-мъ.

Общее выражеше производной.
46. Изъ вышеразобранныхъ прим£ровъ слЬдуетъ, что:

кпроизводная =  пред. —а,
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гдЬ:
h выражаетъ приращеше незав. перем. или абсциссы х
к ------------------  _ функцш или ординаты ------ - у
Если функщя, соответствующая графику данной кривой, есть:

у= f(x ),
то ордината, соответствующая абсциссе х, есть— f(x )
—------------------------------------------ :------------ x-fh есть—f(x-f-h)
Следовательно, прикращеше к определяется формулой:

к —f (x-f-h) — f (х),
а отношеше приращешя к функцш къ приращенш h независи- 
маго переменяаго есть:

f (x + h )— f (x )t 
h

пределъ этого отношешя есть производная f  (х) функцш f (х), т.-е.:

f  (х)=пр. f(x+h)-f(x)
h->o

Следовательно, производная есть пределъ отношен in приращешя 
функщи къ приращешю независимаго переменнаго, когда при- 
ращеже независимаго переменнаго стремится къ 0. Поэтому, для 
отыскашя производной, надо:

1) Составить приращеше функцш, соответствующее прира
щен iio h независимаго переменнаго.

2) Найти отношеше этого приращешя функщи къ прираще
шю h независимаго переменнаго х.

3) Найти пределъ последняго отношешя, полагая, что h стре
мится къ 0.

На эти три ступени обращаемъ особое внимате читателя. 
Примеръ. Найти производную функщи:

y= F(x)= 3x2+ 5.
Первая ступень. Определяемъ приращеше функцш, соответ

ствующее приращенш h независимаго переменнаго х:
F(x-fh) 3(x+h)a+ 5  

F(x) Зха+ б
F (x -fh )— F (х)=3 (х+ h)a+5 — (Зх2+ 5 )= 6xh+ЗЬ2.

Итакъ, приращеше функцш равно:
6xh+3h2.

Вторая ступень. Определяемъ отношеше приращешя функцш 
къ приращенш независимаго переменнаго:

F ( i + b ) - F ( x )  _ 6xh+3h2_ 6 i ( 3 h

Третья ступень. Находимъ пределъ последняго отношешя, 
когда h стремится къ о:

пр. (6x+3h)=6x
1г-̂ о

Следовательно: F '(x )= 6 x .
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некоторый существенный замЪчашя о производной.
47. а) При разыскании производной всегда предполагается, 

что переменная h изменяется непрерывно.
b ) Безконечно-малое приращение h можетъ быть какъ поло

жительными, такъ и отрицательными и пределъ отношешя:
f  ( Х + [ | )  —  f ( x )

h
не долженъ зависеть отъ знака h.

c) Бываютъ однако случаи, когда можно разыскивать произ
водную только при положительномъ или только при отриц. зна- 
ченш h. Напримеръ, отыскивая производную функцш y = j/ T  при 
х = 0 , нельзя считать h отриц., ибо у при отрицательныхъ.зна- 
чешяхъ х не сущ ествуете

d) Теорема. Если t (х) при х=-а имеетъ конечную производ
ную f  (а), то f (х) непрерывна при х = а .

Действительно, изъ услов!я:

1| Н о
слЬдуетъ:

f fe + h j— f W _ f  w + .,

где, цри h без. мел., а тоже безк.-малое число.

Отсюда:
f<a'4-h) —- f (a)=hf' (a)-f-ha.

При h безконечно-маломъ оба члена второй части безконечно- 
малы; следовательно:

f (a-fh )—-f (а)=б.м.ч., 
а потому f(x )  непрерывна при:

х =  а.

Изъ доказанной теоремы следуетъ, что непрерывность f(x), 
при х = а , составляетъ необходимое ycnoeie существовашя произ
водной ея при х —а .  Следовательно, не можетъ быть и речи о 
разыскании производной функцш:

1

при х = 2 ,  ибо при этомъ значенш х функщя разрывается.
e) Непрерывность функцш составляетъ услов!е необходимое 

для существовашя ея производной, но недостаточное, т.-е., говоря 
иначе, функщя можетъ быть непрерывна при данномъ значенш х 
и всегаки не иметь производной при этомъ значенш х.
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Вотъ примерь: функщя, определяемая услов1ями:
F (x )= x S in ^ , при ъ ф о  

F (x )= o  при х=о*) “
непрерывна при х = о , 
ибо: h Sin г — О h I H

a OTHonieHie приращешя функцш къ приращенно независимаго
переменнаго:

F ( h )  —  F (o )_
h S in

:Sin h ’
при приближены h къ нулю, не стремится ни къ какому пределу 
и колеблется между—  1 и +  1.

Вейерштрасъ показалъ, что существуютъ непрерывныя при 
всехъ значешяхъ х  функцш, не имеюпця производной ни при 
какомъ значены х.

48. Если отношеше F(a+h) — F(a)
h

при безграничномъ приближены h къ 0 не стремится ни къ ка
кому определенному пределу, какъ это имело место въ предыду- 
щемъ примере, то говорить, что производная F (x )  при х=?.а не 
существуете

49. Обыкновенно кривая имеетъ одну определенную каса
тельную въ данной точке, и производная не зависитъ отъ того 
закона, по которому h подводится къ нулю. Но могуть быть 
исключешя,— напримеръ, для кривой ВАС въ точке А (черт. 10) 
существуютъ две касатель
ный: одна получается когда 
h подходить къ 0, оставаясь 
положительнымъ, а другая, 
когда h подходить къ О, 
оставаясь отрицательными

50. Если при безгранич
номъ приближены h къ нулю 
отношеше:

f ( x + h ) - f ( x )  
h

безгранично возрастаетъ по 
абс. величине, то условно 
говорятъ: производная равна± < » 5 въ зависимости отъ того или 
другого постояннаго знака отношешя.

*) Функщя х  Sin -  не определена при х =  о, и потому введено дополнительное 
услоте F(o) =  о.
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51. Отъ производной функцш y '= f'(x ) можно искать новую 
производную, которую обозначаютъ такъ:

y "= f"(x )

Она называется второй производной по отношенш къ f(x). 
Производная второй производной:

y ' " = f " ' ( x )

называется третьей производной по отношешю къ f(x) и т. д. 
f(x) по отношешю къ своей производной f (x )  называется перво
образной; первообразная относительно у" есть у' и т. д.

Механическое значеше производной.

52. Если некоторая точка А движется по прямой ОА постоянно 
въ одномъ и томъ же направлены, то движете ея будетъ вполне 
определено аадашемъ разстояшя ея отъ постоянной точки О на 
прямой ОА. Разстояше это есть функщя временив (отсчитываемаго 
отъ определенного момента, называемаго «началомъ временъ»), 
такъ, что:

OA=f(t).

При этихъ услов1яхъ составимъ себе поняие о скорости точки 
А въ моментъ времени t *).

Если точка А движется равномерно, то, какъ известно, ско
рость ея V  определяется «отношешемъ пространства, пройденнаго 
въ какой-нибудь промежутокъ времени къ этому промежутку, вре
мени». Найдемъ, пространство, пройденное точкою А въ течете т 
секундъ после момента t, и затемъ, предполагая движете равно- 
мЪрнымъ, соответствующую скорость V. Если точка А въ моментъ 
t+ т  заняла положеше Av то ясно, что:

OA1=f(t-fT);
AA1= f(t+ t)  — f(x); 

f ( t + x ) - f ( t )

*) т.-е. въ моментъ, наступившей спустя t  секундъ отъ начала временъ.
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Если бы точка А двигалась равномерно, то V было бы числомъ 
постояннымъ, не зависящимъ ни отъ t ни отъ т *).

Но такъ какъ точка А движется не равномерно, то отношете:

f(t +  x ) - f ( t )

изменяется въ зависимости отъ t и т * * )  и носитъ назваше 
средней скорости на пространстве АА1? пройденночъ въ течете 
т секундъ после момента t. Это будетъ средняя скорость для каж
дой точки пути ААХ, а следовательно и для точки А. Ясно при 
этомъ, что чемъ меньше будетъ ААХ, т.-е. чемъ меньше будетъ т, 
темъ более средняя скорость:

f ( t + x ) - f ( t )
I

будетъ характеризовать скорость точки А въ моментъ t.

Поэтому скорость v неравномернаго движешя, соответству
ющая моменту времени t, определяется, какъ пределъ средней 
скорости, когда т стремится къ О, т.-е.

f ( t + x ) —  f ( t )
у=пред. — ----------—х т->0.

Следовательно, скорость неравномернаго движешя опреде
ляется какъ производная отъ функцм, выражающей «законъ 
разстоянш» [f(t)] въ зависимости отъ времени:

v = f'(t).
Напримеръ, если s = t2, то:

y= 2t (§ 45 ).

Это определеше скорости распространяется и на случай кри
волинейной траэкторш, при чемъ движущаяся точка можетъ изме
нять направлеше движешя.

*) При равномйрномъ движеши:
f ( t ) = a t

и i  ( t + т )—  !  ( t ) a
т

**)-Если f ( t ) = t 2, то:
f (t-Ьх) —  f (t) =2tx-f-T.T
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Разыскаше производныхъ простЬйшихъ функцШ.
53. Производная постояннаго числа С равна О.

Действительно, такъ какъ С не изменяется при измененш х, то:
f ( X+ h ) =  C

f(x)= U
f(x + h ) — f(x )= 0  
f(x + h ) — f(\) Q

и np. f(x + h ) — f(x)
f' « = 0 .h h-T’o

54. Производная независима™ перемЪннаго равна I , т.-е. (x ) '=  I
Действительно: f (x + h )= x + h

f(x)=x
f(x + h )— f (x)=h 

f(x+ h ) — f(x) h 
h _ h

f(x+h) — f(x) ,
вред. ■ ■ ■ '■------—  = 1

“  h -> o
т.-е. (x)'= l-

55. (X ”) '= n X n-1 при n целоиъ и положительномъ.
Действительно: f (x + h )= (x + h )n

f(x )= x"
f (x+ h )— f(\)=(x-}-h)n — x n 
f (x-j-h) — f (\) (x+h)n— x n 

h ~ =  h
(x + h )n— xn (x + h )n— xr n—1 n—2

(x + h )
;( x + h ) + x ( x + h ) +  . . . .  +  xn—1 .

Поэтому:

np.
f ( x + h ) - f ( x )

h~>o
= n p .(

n —1 n—2 n—l 1)
( x + h ) + x  (x-}-h)-f- . . . . . .  + x  I

jh~>o

Но пред'Ьлъ суммы равенъ сумме пред^ловъ, а предйлъ одного 
изъ слагаемыхъ, напримеръ, x2(x + h )n“ 3, определяется такъ:

пр. x2( x + h ) = x 2 np. ( x + h ) = x 2 (
h->o h— |

np. (x + h )  b W - 1. 
h^ o J

Таковъ же будетъ предбль и каждаго изъ остальныхъ п слагаемыхъ. 

Поэтому: f ( x ) = ( x n) ,= n x n_1.

Впоследствш мы убедимся, что эта формула справедлива при 
всякомъ значенш показателя п.
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(Sin x)'=Cos x.

i (x+h)=Sm  (x-|-h) 
f(x)= Sin x

f (x-f-h) — f (x)=Sin (x+h) — Sinx 

f(x + h )— f(x) Sin (x + h )— Sinx ^ m ^ C o s (x+l)

Sin

CoS( I + l )
Sin b\

• np. Cos (x + j? )Поэтому: np. f ( * + h> ~ l (x)=1,n  h

2
=  Cosx,

ибо, на основаны § 17, пред^лъ перваго множителя равенъ 1

57. (Cos х )— — Sin х.
Действительно:

f (x+h)=Cos (x-j-h) 
f (x )= C o sx

f(x+h)— f(x)=C os(x+h)— Cosx. 

f (x+h) -  f (x) Cos (x+b) — Cos x 2 Sm 2 Sln ( Х + й) _

Поэтому:

пр.
f ( x + h ) - f ( x )

h

58.
ДМствительно:

Sin |
. Sin И -

=  — np.
s4

. np

h-̂ o

. Sin (x + | ) =  — Sinx.

(l9aX)
,j3„e

h-̂ o

4 ^ ^

\'& v
f(x + h )= lg 0(x+h) .  v  +  

f(x)= lgax
x + h

f (x+h) — f (x)=]ga (x+h) — lg0 x=lg„ = -^ i=Igo ( l '+ ^ ) ^ + -
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f (x-(-h)— f (x)

яр. f ( x + h ) - f (x )  1
h h->o x

Ho: np

Действительно, полагая:

f  t ^ K K ^ K F
. p . i g . { i + 4 j r _ i i s . = p . { n - 4 }

■Kb
h
h->o

X n

e.

где, при безконечно-маломъ h, n безконечно-велико, получимъ:

„р. ( I+ 4 )4-;p -(1+b
Следовательно, окончательно:

=■
Igae

Если а = е , то:

l g e x ) = T .

0бщ1я теоремы, касающ|'яся разысканifl производной.

59. При изложенш всйхъ последующихъ теоремъ предпола
гается, что все  входящая въ нихъ функцш въ разсматриваемой 
области непрерывны и имеютъ производныя.

60. Производная произведешя постояннаго числа на функцш  
равна постоянному числу, умноженному на производную отъ 
функцш.

Действительно:

Г дР(1) ] ' - „ p . № ( ^ h> - ^ W - A .p . - F ^ > - - f <>) - A F 4 .)
L J “ h->o "  Ь-»о

Примерь. (3Sinx)'=3(Sinx)'=3 Cos х

6 1. Производная алгебраической суммы несколькихъ функцгё 
равна алгебраической сумме производныхъ отъ техъ же функц!й:

Действительно:

Г к ,)+?(»)Т -.р . f< -+b )+ t(4 - b ) - ^ ) - t w _
1  J  h  h K o

_„р . i f e ± t b M + g p. и а а = д & >  _ f  (1 )+ t- (,).
hKo
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Примерь.
(Зх2+ 2 х 5+ 4  S in x )'= (3 x 2) '+ (2 x s) '+ ( 4  S in x )'=  
= 3  (х2) '+ 2  (х8) '+ 4  (S in x ) '= 6 x + 1 0 x 4+ 4  Cosx.

62. Изъ этой теоремы слЬдуеть, что если мы имеемъ две 
функцш

f (х) и f (х )+С ,
который разнятся только постояннымъ числомъ С, то производ- 
ныя ИХЪ равны. Действительно:

[f(x)+e]'=f'(x).

Значить, не одне только равныя функц!и имеютъ равныя 
производныя, но и TaKifl, которыя отличаюгся другъ отъ друга 
постояннымъ слагаемымъ. При такихъ услонияхъ возникаетъ во
проси о томъ, не существуетъ ли еще какого-либо иного рода 
функцШ, тгЬющ пхъ равныя производныя? Мы о т в Ь т и м ь  на этотъ 
вопрось впоследствш.

63. Производная произведешя двухъ функщй f (х) ? (х) равна 
сумме произведен^ одной изъ функц)й на производную другой т.-е.:

(f М  9  ( x ) ] '= f  (X) © (х )+ ? '(х )  f  (X).

Действительно: пр. f ( * + h)?  (x+ h) ~ f W 1 (?)=
11 Ь -»о

__ f  (x + h )  © (x + h )  — f  (x) 9 ( x + h ) + f  (x) 9  (x + h )  —  f  (x) <p (x) _
— ПР* h

П h^O
© (X + h ) [f (x + h ) —  ffx )]  f (x )[® (x + h )  —  9 (x ] _

- n p .  h ;  +  nP- h h^o
■ f  (x + h )  —  f(x ) , , ,  4 9  (x + h ) — 9  (x)

=np. <p (x + h ). np. J--+  f  (x) np. TV — r- ^ - =
h-̂ o h-̂ -o h-

=  f '( x ) 9 (x )+ ® '(x ) .f(x ) , ч. и t . д.
Примерь.

(4 x:3 Sin x ) '= (4  x 3)' Sin x + (S in  x)' 4 x 
= 1 2 x2 S i n x + 4 x 3 Cosx.

64. Производная дроби Ф (x ) =  Щ  равна разности между
произведешемъ производной числителя на знаменатель и произ
водной знаменателя на числитель, разделенной на квадратъ зна
менателя, т.-е.:

ф. ( r ) l  f  (*)Y f '(x )9 (x) — 9 '(x ) f (x )
U  W  [?  (x)]2

Действительно:
Ф (х ). 9 (x )= f(x )
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и потому: 

отсюда:
Ф'(х) • ? (х )+ Ф  (х) <р'(х). = f ( x )

Ф '(х) =
f(x )  .<р(х) —  9 '( x ) , f ( x ).

[ф(х)]2

Конечно, зд4сь предполагается, что f(x )= ^ o  для тЪхъ значешй х, 
при которыхъ разыскивается производная Ф (х).

Примеры:

... /х2— б х + 1 \ '_  (х2 —  5 х - И П х 3+ 1 )  _  <х8+ 1 ) ' . ( х 2 —  5 х + 1 )
^  I  Х 3+ 1  ) (Х 2 + 1 ) 2

х4- 1 0 х 3+ 3 х 2 —  2 х + 5  
(х3+ 1 ) 2 —

Лч Г 1 Т _ ( О Д х )  — flx ) .l  f'(x)
Z )  Lf« J  № )]2 ~  [f(*)F
65. ПримЬнимъ теорему о производной дроби къ разыскан™ 

производной tgx и Cotgx:

/ V / S m x \ '_  Cos2x = S in 2x 1 
\*®Х ) =  \Cosxj — Cos2x — Cos2x '

— Sin2x — Cos2x _  1
S i f f i  “ “  Sin2x *

Производная сложной функцш.

66. При разысканш производной могутъ встретиться случаи, 
когда данная функщя выражена въ зависимости отъ некоторой 
другой функцш х.

Напримеръ:
<p(x)=Sin у при условш, что y = lo g e x.

Функцш подобнаго рода называются сложными, и является во
просу какъ вычислять производныя подобныхъ функцш. Отве- 
тимъ на этотъ вопросъ.

Пусть намъ задана: 

при условш, что:
Ф(у) 

y = f  (X)

и мы желаемъ найти производную 
чимъ черезъ Ф'х (у).

ф(у) по х, которую обозна-
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Оговоримся предварительно, что мы предполагаемъ сугце- 
ствоваше производныхъ Ф'у (у) и f  (х) для разематриваемыхъ зна- 
ченш у и х.

На основанш определешя производной:

Ф[f(x4-h)] — Ф [f (х)]
Фх(у)=пр. — ь ^ 7  ЙЛ0'

обозначая: f(x ) —  черезъ у и f (x -r h )—  черезъ ух:

■ 1 V M -.P -  [ « W - t M - J ' y l . p  -
I  31 У 11 J  Ь-*о

^п р.Ф(У1)~~Ф (у) •- up. ' f(x+ h ) — f(x)
Yl у h~i>o Ь h->o

Вникнемъ въ смыслъ второй части этого равенства: второй 
множитель его, очевидно, представляетъ производную f(x ), т.-е. 
f  (х), но что представляетъ собою первый множитель?

Можно ли сказать, что онъ представляетъ собою производную 
Ф (у) по у, разсматривая у какъ независимое переменное?

Да, и вотъ почему.
Когда h стремится къ 0, то:

Yi — y = f(x + h ) — f(x)

тоже стремится къ 0, [ибо f (х) непрерывна при разематриваемыхъ 
значешяхъ х]. Съ другой стороны, мы знаемъ, что производная 
вообще не зависитъ отъ того закона, по которому независимая 
переменная стремится къ нулю и поэтому:

п Ф]У1) - Ф 1У)=  Ф(Уд) — Ф(у> (у),
У Ь  — У

и потому окончательно:

Итакъ,оказывается, что производная Ф (у) по независимой 
переменной х равна произведешю производной Ф (у) по незави
симой переменной у, на производную другой функцш f (x )  по 
независимой переменной х.

Обратимся теперь къ тому примеру, который мы задали себе 
раньше:

Ф (у) =  Siny 
y=lgeX .

*) Мы полагаема, что у, у. Случай у , =  у требуетъ особого изол'Ьдоващя. 

Я«нруя{епко . Начала анализа. 4
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На основанш предыдущей теоремы:

Ф'х (У)=Ф'у(У). У'х =  Cosy. 1 =

67. Доказанная теорема чрезвычайно расширяетъ поле разы- 
сканья производныхъ, ибо применяется къ каждой изъ выведен- 
ныхъ нами ранёв формулъ для производныхъ, если въ нихъ не
зависимое переменное заменить его функщей р.

Такъ, напримеръ:

JgeP 

Sinp

(pn ) '= n p n-p p ' (при п ц'Ьломъ).
Примерь.

[(Sin  2 х»)* J = 3  (Sin 2хг)2 (Sin 2х2)' =  3 (Sin 2х2)2 . Cos 2х» . (2х2)' =

=  3. (S in 2 x 2)2 . Cos 2x2 .4 x  =  12x Sin2 2x2Cos2x2.

68. Иногда x и у задаютъ, какъ некоторый функцш 
третьяго перемениаго t:

x=(p(t); y = fKt)

и требуютъ найти производную у по х.

Этотъ вопросъ решается на основанш предыдущей теоремы. 
Такъ какъ х есть функщя t, то обратно и t есть функщя х, и 
потому у является сложной функщей относительно х. Следова
тельно, на основанш теоремы о производной сложной функцш, 
имеемъ:

у'х = y ' t . t '7 :

Съ другой стороны, беря производныя по х отъ обеихъ ча
стей равенства x=<p(t) и разематривая и здесь t какъ функцпо х 
получимъ:

Поэтому окончательно:

( t ) — x't
П р и м е р ъ .

х = г  ( t —  Sint) * 
у = г(1 — Cost)

У'х — Cot
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Производная X".
69. Выведемъ теперь, пользуясь доказанными теоремами, 

производную функцш хп при отрицательныхъ и дробиыхъ значе- 
шяхъ п.

а) п = — к, гд'Ь к цгЬлое полож. ч. Тогда:

у = х "  = Х - К  = - Т -

Применяя теорему о производной дроби, получимъ:

■ и* к” 2к ' = ~ кХ к 1 =П 1‘

Ь) п =  ~  гд'к р и q кашя угодно цЬлыя числа (положи

тельный или отрицательный). Тогда:
_р_

а Яу =  X =  X . ,
Отсюда: у ч= х р

Такъ какъ дв£ функцш у4 и хр равны между собою, то и 
лроизводныя ихъ тоже равны, т.-е.:

и - н
Но у есть сложная функцш отъ х, поэтому:

Отсюда:
р хр-1

q у4-1

q—1 р—1

qy • у ' = рх

хр-! D -в.
Х  =  J - X  4р \q—1 пх п— 1

Значить, последняя формула справедлива при вскхъ соизм£- 
римыхъ значешяхъ п.

Въ частности, если:
гд£ п цЬлое пол. число,

то: У =  —
V x " " 1

Производная а х.

70, Считая а числомъ положительными и не равнымъ 1, 
найдемъ производную функцш:

у=ах
4*



52 —

и съ этою целью прологариемируемъ последнее равенство по 
основание е:

igey = x l g e a.

Беря производныя отъ обйихъ частей посл^дняго равенства,
яолучимъ:

У в— =  Jge «г.
у

Отсюда:
y '= a xJgea.

Если &=е, то:
(ех ) '= ё х-

Если въ показателе вместо х  была бы некоторая функщя р 
отъ х, то, на основанш § 60, имели бы:

y '==(ap) '= a p/lgea .p '.
П р и м е р ь .

(2 Sin 2х) '= 2  s,n 2х Ige 2 . Cos 2х . 2 = 2  Sin 2x+1 Cos 2x . lge 2.

Круговыя функцш и ихъ производныя.

-71. Если
arcsin х и его производная.

y = S in  X

то, какъ было объяснено въ § 26, х есть тоже некоторая функ
ция у, обратная по отнотенш  къ Sin х. Эту функцио обозначаютъ

чеРеЗЪ: arcsin у
и читаютъ такъ: арксинусъ у.

Каково же значеше arcsin х? *) .
arcsin х означаетъ собой дугу * * ) ,  синусъ которой есть х.

Поэтому:
arcsin 1 = ~ ;  arcsin 0 = 0 ;  arcsin ~  ■I Z b

Но очевидно, что эти значешя arcsin х не единственный. Такъ 

въ последнемъ примере arcsin ~  равенъ не только но и ,

и 4  + 2  ктг, и ~ +  2к тг, где к произвольное целое число.о b

*) Мы зам'Ьняемъ зд'Ьсь букву у буквой х, по аналогш съ другими формулами.
** ) Мы выражаемся такъ для краткости, понимая подъ дугой соответствующее ей 

отвлеченное число (см. дал’Ъе).
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Следовательно, arcsin х, при данномъ х, им^еть безчисленное 
множество значенш. Поэтому, для устранешя многозначности 
arcsin X, условились разсматривать только те значешя его,

которыя заключаются въ пределахъ оггь —  ̂ до +  . При та-

кихъ услов1яхъ, каково бы ни было значеше х, заключенное 
между —  1 и 4-1, ему всегда будетъ отвечать единственное знв- 
чете arcsin х.

Напримеръ:

и пр.

1 1C тсarcsin —  =  — ; arcsin 1 =

Найдемъ производную функцш: y=arcsinx

или:

По определенно функщи:

x = S in y

(x )'= (S in  у)' 

l = C o s y . у'

Поэтому:

Отсюда:
у' —    .
J Cosy

Но, такъ какъ S in y = x  то:

Cos y— — х* 

1
и поэтому: У ==-

Y 1— *2

Какой знакъ "брать передъ радикаломъ?

Такъ какъ у заключено въ пределахъ-----^ , 4- у ,  а въ этихъ

пределахъ Cosy всегда полойштеленъ, то передъ радикаломъ 
следуетъ ставить знакъ+. И окончательно:

1
(arcsin х)'

Для arcsin р, гд& р есть функщя отъ х, имкемъ:

Р'(arcsin рУ=
+ K i - ps



— 54

arccos x и его производная.
72. arccos х (арккосинусъ х) обозначаетъ собою дугу, косинусъ 

которой равенъ х. Это— функщя обратная Cos х. Для устранены 
многозначности ея условились разсматривать только т4> значешя 
arccos х, который заключаются въ пределахъ отъ о до тс. При 
такихъ услов1яхъ любому значешю х, заключенному въ пределахъ 
отъ —  1 до 4 -1 , соответствует^ единственное значете arccos 
заключенное въ пределахъ отъ о до > .

Найдемъ производную arc cosx :

у '=

y = a r c  cos х 
x = C o s y  

(xy = (C o s у У'  
1 ——  Sin у . у'

1 1
bin у

Следовательно: (arccos х)'=  —

y i — X2 
1

V T
Передъ радикаломъ надо ставить знакъ + ,  потому что у 

заключается въ пределахъ (0, тс)

Если р есть функщя отъ х, то: (a rcco sp )'^ — ^ L =

arctgx и его производная.
73. arctgx (арктангенсъ х) обозначаетъ собою единственную

• т  . тангенсъ которойдугу, заключенную въ пределахъ
равенъ х. Это— функщя обратная tg x ; аргументъ ея изменяется 
въ пределахъ отъ— ^  до —

Найдемъ производную arctgx:
у = arctgx 
X=tgy.

(x ) '= (tg y ) 'i  
V'1

y '= C o s2y

Cos2 у ’ 
1 .1-

Следовательно:

l-b tg 2y l  +  x 2 ’ 

(arctgx)'=r X _ .

Если p есть функщя отъ x, то: (arctgj)'=

arccotg x и его производная.
74. arccotg х (арккотангенсъ х) обозначаетъ собою единствен

ную дугу, заключенную въ пред-Ьлахъ (0, тс), котангенсъ которой
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равенъ х. Это— функщя обратная C otgx; аргументъ ея х 
няется въ предЬлахъ отъ — <*>до +  <*>.

Найдемъ производную arccotgx:

y = arcco tg x ; 
x = co tg  у;

(x)'= (C otg у)'
У' .1=-

у '= — Sin2y = —

Sin2y ’ 
1

l-hC otay 1 - f x 2

Следовательно: (aro Cotg х)'= — ,

а въ случае, когда р есть функщя отъ х:

(arc Cotgp)':
1 + P S

75.. Таблица основныхъ формулъ (р и q функцш х).

 ̂ С  ̂ = о ; С— постоянное  ̂ lgep j

О Н
(V ± q j = p '± q ';

jap j  =ap':

jpq j  = p 'q + q 'p ;

(p j = n p " - ‘p';

а н -
/  a Y _  ap',
it]- pt ;

j = hp _ V _ p q — S P .
q

Y  p

Y J  =

2j/p
P'

n Y  p"‘

j^ p j =aPp/lgea;

^Sinp j  = C o s p . py;

^Cosp j =— Sinp .p ';

( tgP) =c f e ;
( Cot8p ) =  - s & p ;

I arc Sin p I = — - ■ ■ 
\ )' K l - p *
| arc Cos p I = ------ -J L -
v ! V i -

arc tgp 

arc cotgp

y=_£L-
)  i + p * -

Y = _ _ £ _
I i + P 2

измЬ
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ИзслЪдоваше изм Ъ нетй  ф ункщ й.

' 76. Изследоваше изменений функцш основывается на следую
щей лемме, известной подъ именемъ теоремы Лагранжа.

Дана дуга АСВ (черт. 11) и стягивающая ее хорда АВ. 
Дуга эта непрерывна*) и въ каждой точке имЪетъ единственную 
касательную. Требуется доказать, что существуетъ такая каса
тельная СК, къ дуге АСВ, которая параллельна хорде АВ.

Вникнемъ прежде всего въ 
услов1я теоремы. Подъ непрерывной 
дугой слйдуетъ понимать такую, на 
которой н^тъ разрывовъ; затбмъ 
предполагается, что въ каждой точке 
дуги существуетъ единственная каса
тельная. Поэтому теорема Лагранжа 
неприменима, напримйръ, къ дуге 
КАС, (нрт. 10), обладающее въ 
точке А двумя касательными. Иными 
словами— услов1я теоремы требуютъ, 
чтобы f (х), выражающая данную 
кривую, была непрерывна въ обла

сти разсматриваемой дуги и, сверхъ того, имела для каждаго 
значешя х въданномъ интервале**) единственную производную***).

Доказательство теоремы разделимъ на две части: въ первой 
разсмотримъ тотъ частный случай, когда хордой служить часть 
оси абсциссъ, а во второй 
будемъ разсматривать какую 
угодно хорду.

а) Разсматривается дуга 
АСВ и соответствующая ей 
хорда А В (черт. 12).

О к = а\  ОВ =  Ь.

Уравнеше кривой АСВ:

У = 1 (х ).
По уеловш теоремы:

f ( a )  =  f ( b )  =  0 . Черт. 12.

*) Спло'пна
**) Оаред'Ьляемомъ дугою.

* * * )  Если f (x )  иагЬетъ въ данной области единственную для каждаго значешя х 
производную, то она непрерывна въ этой области. Такъ что изъ 2-го услов1я вытекаетъ 1-ое.

О X
Черт. 11.
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Требуется доказать, что существуетъ такая касательная къ 
дуге АСВ, которая параллельна хордЬ АВ. Такъ какъ угловой 
коэффищентъ касательной равенъ f  (х), то доказательство теоремы 
сводится къ следующему: надо доказать, что существуетъ такое 
значеше с независима™ переменна™ х, промежуточное между 
а и Ь, при которомъ:

Г (с)=о.

Для доказательства разсмотримъ изменен!'е f(x) въ интер
вале (ау Ь):

Намъ дано, что: f (a )= 0 ;

если бы и далее во всемъ интервале (а, ь).
f  (х )= 0 ,

то дуга АСВ совпала бы съ своею хордою АВ, и тогда для ка
ждой точки интервала имело бы место равенство:

f  (х)=0.

Следовательно, въ зтомъ частномъ предположен^ теорема 
доказана.

Разсмотримъ теперь другое предположеше: когда х больше а : 
то функц’ш f (х) сначала увеличивается. Тутъ прежде всего отме- 
тимъ, что это увеличеше функцш не можетъ распространяться на 
всю область АВ, ибо:

f(b)=o.

Следовательно, f(x), увеличиваясь до некотораго х = с , про- 
межу точнаго между а и Ь, затемъ начнетъ уменьшаться и, изме
няясь далее какимъ-нибудь образомъ, опять достигнетъ 0 при 
х = Ь .

Для насъ важно значеше функцш при х=с . По вышесказан
ному, оно больше смежныхъ съ нимъ значенш, ката ему предгае- 
ствующихъ, такъ и ему последующихъ; другим словами, при 
достаточно маломъ положительномъ h:

f (c - fh )  — f(c) < 0  
f (с —  h) —  f ( c ) < 0 .

f ( c + h ) - f  (c) 
h . ^

f (c— h)— f (e)
—h ->U

Отсюда:
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ОбЬ эти дроби, изъ которыхъ одна отрицательна а другая 
положительна, стремятся къ одному и тому же предЬлу f  (с). 
А такъ какъ предЬлъ положительнаго перемЬннаго числа равенъ 
положительному числу или нулю, а предЬлъ отрицательнаго не- 
ремЬннато числа равенъ отрицательному числу или нулю, то:

f ' ( c )= 0 ,

Т. е. при х = с  касательная дЬйствительно параллельна хордЬ. 
Случай, когда f(x ) уменьшается, начиная отъ х = а , разбирается 
совершенно такъ, какъ и только что разсмотрЬнный.

Ь) Если хорда дуги не совпадаете съ осью абсциссъ (черт. 11-й). 
то мы можемъ перенести оси координатъ такимъ образомъ, чтобы 
это совпадете имЬло мЬсто, и тогда будемъ въ услов1яхъ перваго 
случая.

Такимъ образомъ теорема доказана вполнЬ.
77. .Итакъ, въ интервалЬ (а и Ь), при указанныхъ выше 

услов!яхъ, всегда существуете касательная, параллельная хордЬ. 
Значить, угловой коэффищентъ касательной равенъ угловому коэф- 
фищенту хорды. Но угловой коэффищентъ хорды равенъ:

* (b ) - f (q )  .
b —  а  5

а угловой коэффищентъ касательной есть {'(с). 
Поэтому:

f(b )_ f(g )
К __п \ ' (к)

ЗдЬсь нужно помнить, что с есть число промежуточное между 
а и Ь.

Иногда теорему Лагранжа выражаютъ въ нЬсколько другой 
формЬ.

Пусть:
а = х
b= x-| -h .

Тогда значеше с, промежуточное между х ц x + h , можно 
выразить черезъ: xH-0h,

гдЬ 0  положительная правильная дробь. При этихъ новыхъ .обо- 
значешяхъ равенство (к) перепишется такъ:

f (x+ h ) — f (x)=h  f' (x+ B h ).

Такова окончательная форма теоремы Лагранжа.

:) f  (с) есть, по условно, конечное число.
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Постоянство, возрастало и убывание функцш.
. 78. Разсматривая чер. 6, стр. 29 мы уже пришли къ неко-

торымъ догадкамъ относительно связи изменешя данной функцш 
съ изменешемъ ея производной. Лерейдемъ теперь къ точному 
установлению признаковъ постоянства, возрасташя и убывашя 
функцш. При этомъ мы будемъ постоянно предполагать, что дан
ный функцш,въ области разсматриваемаго интервала удовлетво
ряюсь условьямъ теоремы Лагранжа.

Постоянство функцш.

79. Мы уже видели, что, если въ области изв^стнаго интер
вала:

f (x )= C  (пост, число),
то въ той же области:

П *)= 0 .

Теперь докажемъ обратную теорему: если въ области извЪст- 
наго интервала постоянно:

f  (х)=0,
то въ той же области:

f (х)=С (пост, число).

Зам^тимъ прежде всего, что, съ геометр, точки зрйшя, тео
рема эта почта очевидна: если касательная къ некоторой кривой 
постоянно параллелъна оси абсциссъ, то эта кривая есть прямая 
линш, параллельная оси йксовъ, и следовательно:

y=f(x)=C .

Для точнаго доказательства теоремы возьмемъ внутри цан- 
наго интервала два значенья функцш, соответствующая значешямъ 
независимаго перемгЬннаго х и x + h :

f(x-f-h) и f (х)

и епроеимъ себя, равны ли они, какъ это должно иметь место, 
если:

f (х )= С .
Составимъ разность:

f ( x + h ) - f ( x )

и применимъ къ ней теорему Лагранжа. Тогда получимъ:

f(x+ h )~ f(x)= M /(x+eh).
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Но такъ какъ х + в Ь  находится внутри даннаго интервала, 
то f (x - f f th ) ,  по условно тёоремы, равна 0 и, значить:

f ( x + h ) = f ( x ) .

Следовательно, все значешя функцщ внутри даннаго интер
вала равны между собой, и потому:

f (х) =  С.

Возрастан1е функцш.

80. Функщя незав. переменнаго х называется возрастающей 
въ данномъ интервале, если она въ этомъ интервале увеличи
вается съ увеличешемъ х; иначе говоря, возрастающая функщя 
f(x ) , при положительномъ h, удовлетворяетъ условно:

f ( x - h h ) - f ( x ) > 0

въ границахъ даннаго интервала.
Теорема. Если f (х) возрастаетъ въ данномъ интервале, то 

производная ея въ томъ же интервале положительна или равна 
нулю.

Выбираемъ въ области даннаго интервала некоторое произ
вольное значеше х и желаемъ доказать, что:

f ' ( x ) > 0 .

Съ этою целью возьмемъ въ томъ же интервале значеше 
x-bh, где h > 0 ,  составимъ разность:

f  (x - fh )— f(x )

и применимъ къ ней теорему Лагранжа. Тогда получимъ:

f (х-1-h)-—f ( x ) = h  Г ( х + в Ь ) .

Вудемъ теперь неогра
ниченно приближать h къ 
нулю; тогда f  (x-f& h) будетъ 
стремиться къ своему пре
делу f  (х ), оставаясь все- 
время, больше 0, п. ч. 
f ( x + h ) — f ( x ) > 0  по условно 
теоремы. Поэтому и этотъ 
пределъ, т.-е. f  (х ), будетъ 
либо положительнымъ чис- 
ломъ, либо нулемъ, т.-е.:

Г (х) >  0 Черт. 13.

Ч. И T . Д.
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Обратимъ внимаше на тотъ случай, когда f  (х )= 0 .
Очевидно, что тгЬ значешя х, при которыхъ f  (х )= 0 , не могутъ 

составлять сплошной части въ области даннаго интервала (и н а ч е  
говоря, при возрастали функцш въ области АВ невозможенъ 
графики, изображенный на чер. 13), ибо тогда въ этой части 
(MN) функцш была бы постоянной, а намъ сказано, что она 
возрастаетъ. Следовательно, случаи, когда f ( x ) = 0 ,  относятся къ 
некоторыми частными значешямъ х, къ некоторыми отдельными 
точками кривой въ данномъ интервале, какъ это ясно усматри
вается изъ чертежа 14.

81. Обратная теорема. Если въ области даннаго интервала 
f ' ( x ) > 0 ,  то f (х) въ этомъ интервале возрастаетъ.

-Здесь тоже изъ условш теоремы исключается предположение, 
«что для сплошной части данной области:

•1*(х)=0,

ибо этотъ случай уже разсмотренъ (72) и, даетъ: f (х )= С .
Следовательно, мы предполагаемъ, что f  (х ) равна нулю толь

ко для отдельныхъ значенш х внутри даннаго интервала, для 
изолированныхъ точекъ кривой:

y = f(x)*
Заметивъ это, перейдемъ къ 

доказательству теоремы.
Возьмемъ въ данномъ интер

вале два какихъ-нибудь значешя 
икса: а и р, причемъ а> (3 , и до- 
кажемъ, что:

f(« )> f(P ) .
По теореме Лагранжа:

f («)— f © = = ( « -»  i ' (m), . . .  (A)

О X ш есть некоторое значеше х.
Черт 14 промежуточное между а и р.

Относительно f(m )  мы, со
гласно услов1ямъ теоремы, можемъ сделать два предположен 1я:

или f' (m )>0 , или f  (m)=0.

Если f  (m )> 0 ,

то изъ равенства (А) выходить, что:

. f (« )> f(p ) ,
что и требовалось доказать.
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Если лее:
Г (ш) =  О,

то пришлось бы заключить, что:

т.-е. возрасташе функцш не имйетъ м'Ьста.

Покажемъ, что это невозможно, т.-е. докажемъ, что хотя 
f'(x ), по ycjiOBiio теоремы, можетъ быть равна О для н4которыхъ 
частныхъ значеюй х, однако, пользуясь въ данномъ случай теоре
мой Лагранжа, мы никогда не попадемъ на такое значеше х==ш, 
при которомъ:

f  (m)=0 *).

Доказательство будетъ отъ противнаго: 
Допустимъ, что:

f(m )= 0 ;

тогда: f(«)=f(p).

Дальше будемъ разеуждать такъ: такъ какъ случай постоян
ства f(x )  въ интервал* (а, р) исключенъ, то мы въ этомъ интер
вал * можемъ найти такое значеше Y, что:

Применяя теперь къ f(a ) и 
f (y) теорему Лагранжа, найдемъ:

f(«)—f (т)=(«—т)
гд* т '  есть некоторое значеше х, 
промежуточное между а й у.

Такъ какъ зд*сь: 

f ( a ) ^ f ( Y), то: 

f  (in') ф  О,

и следовательно, согласно задашю:

f ( m ' ) > 0 ,

а потому и:

f («) >  f (т) (чеР- 15)-

*) Это обстоятельство ясно усматривается изъ чер. (14): ни одна хорда дуги CD не 
параллельна касательной въ точкЪ К, угловой коэффициент которой равенъ 0.~
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Примйнимъ теперь формулу Лагранжа къ f ( j )  n f(^ ): 

f ( T ) - f ( P ) = ( T - P ) - f ( m '0 ,

где m" некоторое среднее значеше между у и р,
Каково здесь значеше f'(m "), мы не знаемъ и обязаны до

пустить согласно условгямъ теоремы, что:

f  (т " ) >  О,
а тогда: f (T):>f(p);

но: ' f(P)=f(«)>
а потому выходитъ, что:

f(T)>f(ot),

а раньше мы получили что:

С'т ) < f ( * ) .

Противор%ч1е получилось всл^дств1е предположены, что:
f  (т )= 0 .

Следовательно, такое предположеше невозможно, и всегда 
будетъ им^ть место неравенство:

f («)>*№ ),.
т.-е., при данныхъ въ теореме условтяхъ, функщя будетъ возра
стающей.

Убываше функцж.

82. Функщя независимаго переменнаго х называется убы
вающей внутри даннаго интервала, если въ этомъ интервале она 
уменьшается съ увеличешемъ х; иначе говоря, убывающая функщя 
f(x ) , при h положительномъ, удовлетворяеть условно:

' f ( x - f h ) — f ( x ) < 0  

въ грашщахъ даннаго интервала.

Теорема. Если f (х) убываетъ въ данномъ интервале, то 
производная ея т (х) въ томъ же интервале отрицательна или 
равна 0.

Обратная теорема. Если въ данномъ интервале f  ( х )^ 0 ,  
то f ( x )  въ этомъ интервале убываетъ.

Доказательства этихъ двухъ теоремъ совершенно одинаковы 
съ доказательствами двухъ предыдущихъ теоремъ, и оговорки от
носительно изолированности т£хъ значений, при которыхъ f  ( х )= 0 , 
разумеется, им^готъ место и здесь.
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ИзслЪдоваше в о зр а с та л и  и убы ваш я ф ункщ й.

83. Изъ предыдущего слЬдуетъ, что воиросъ о возрастали и 
убыванш функцщ решается знакомъ производной функцщ. Следо
вательно, при изследованш изменения всякой функцщ, необходимо 
определить, при какихъ значешяхъ х производная ея меняетъ 
свой знакъ. Но производная, какъ и всякая функщя, можетъ 
изменять свой знакъ, или проходя черезъ 0, или проходя черезъ 
те значешя х, при которыхъ она разрывается *).

Следовательно, прежде всего необходимо определить корни 
уравнешя:

X (х )= 0
и T t  значешя х, при которыхъ X (х) разрывается, и загЬмъ 
изследовать, изменяются ли знаки производной при переходе 
черезъ эти значешя х * * ) .

Такимъ образомъ наметятся те интервалы, внутри которыхъ 
производная сохраняешь постоянно одинъ и тотъ же знакъ, даю- 
щш возможность судить о ходе изм енетя функцщ.

Отметимъ еще одно очень важное обстоятельство: внутри 
каждаго интервала не должно быть разрывовъ ни самой функщй, 
ни ея производной, ибо этого требуютъ услов1я теоремъ о воз
растали и убыванш функцщ. Игнорироваше этого обстоятельства 
можетъ повести къ ложнымъ выводомъ, какъ это мы увидимъ въ 
одномъ изъ следующихъ примеровъ.

84. Примеръ I.
Определить области возрасташя и убывания функцщ: 

f ( x ) = ( x 2 ~ l ) 2 ( Х + 1 ) .

Эта функщя и ея производная:
Г (Х)= (х  +  1)2 (х 1) (5х—1)

действительны и непрерывны при всехъ действительныхъ значе- 
шяхъ х.

*) Наприм’Ьръ: f ( x ) = £ ^ g  проходя черезъ х = 2  м-Ьняетъ свой знакъ.

Иногда эту мысль выражаютъ такъ: f (х) можетъ менять свой знакъ, проходя че
резъ счэ , что, конечно, условно, ибо въ действительности (см. § 34) f (х) теряетъ смыслъ 
при х = 2 .

**) Знаки могутъ и сохраняться. НаприьгЬръ:

f  (х )= (х — 2 ,г

'« = (1 = 2 Г*'
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f  (x) обращается въ 0 при слгЬдующихъ значешяхъ х, распо- 
ложениыхъ въ порядка ихъ возрастания:

—1»к >+1 ■О

Эти три значения х опредйляютъ следующее 4 интервала:

—  со — 1 ~  1 4- соо
1-й интервалъ 2-й интервалъ: 3-й ннтервалъ. 4-й ннтервалъ.

Внутри каждаго изъ этихъ интерваловъ f  (х) сохраняетъ 
свой знакъ, ибо не обращается въ 0. Чтобы определить, какой 
именно знакъ им4етъ производная внутри каждаго интервала, 
стоить только подставить въ производную какое-либо значете х, 
взятое внутри даннаго интервала.

При всякомь отрицательномъ значения икса f  (х) положительна 
(п. ч. оба последше множ. производной отрицательны, а первый 
положителенъ). Следовательно, производная будетъ положительна и 
въ первомъ и во второмъ интервале, т. к. отрицательный значетя 
х входятъ и во 2-ой интервалъ.

Въ третьемъ интервале:

I  < *  <  !• -

Подставляя въ производную вместо икса | , увидимъ, что

она обратится въ отрицательное число —  ^  ; следовательно, въ

третьемъ интервале производная отрицательна, въ чемъ еще 
проще можно было убедиться по знакамъ множителей производной. 
Наконецъ, въ четвертомъ интервале все множители производной 
положительны, а следовательно, и сама производная тоже поло
жительна.

Окончательное заключеше таково: въ пределахъ отъ —  ^  
до —  1 производная положительна, следовательно, f (х) возра-

стаетъ; въ пределахъ отъ —  1 до Ь производная тоже положи-

тельна, следовательно, функщя опять возрастаетъ: въ пределахъ

отъ | до 1 производная отрицательна, следовательно, f (х) убываетъ;

въ интервале (1 ,+  <х>) производная положительна, следовательно, 
функщя опять возрастаетъ.

Попруясенко. Начала анализа. 5
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Все эти результаты наглядно усматриваются изъ следующей 
таблицы:

1 х
— (X) — 1

1
5 1 со

у' + 0 + 0 -  0 +

У t  / Ч f

въ которой поднятая вверхъ стрелка означаетъ возрасташе функ- 
цш, а опущенная внизъ— ея убываше.

Два интервала ( — со,—1) и ( — 1, i j , въ которыхъ не содер

жится разрывовъ функцш и ея производной, можно соединить въ 
одинъ и сказать, что въ интервале:

функщя возрастаетъ непрерывно.

Примерь 2-ой.
Наследовать области возрастания и убывашя функщи:

f (х ) =  + | /  2 х — х2 .

Функщя существуетъ и непрерывна только внутри интервала 
(О, 2) со включешемъ границъ. Производная ея:

1 —X
f (x) = + V T x ^ P

существуетъ и непрерывна въ т£хъ же пред^лахъ, за исключе- 
шемъ границъ.

Нзследованпо подлежитъ, следовательно, только область 
внутри интервала (0 ,2 ), и результатъ изследовашя выражается 
следующей табличкой:

X 0  1 - 2

i 1:1;I

г i:
. 

1 
<р.

I

+

У /  ч
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ПригЬръ 3-й.
Изсл'Ьдовать изменение функцш:

f(X) X—1 
х^ 2  *

Производная этой функцш:

f (x )=
1

(х+2)2

отрицательна при всехъ значешяхъ х, однако отсюда никакъ 
нельзя заключить, что функщя всегда убываетъ.

И действительно:

а
f ( 0 ) = 4 - ,
f (3)—2.

Дело въ томъ, что f (x )  и f  (х) разрываются (перестаютъ су
ществовать) при х = 2 , и поэтому необходимо разсматривать два 
интервала: (— со, 2) и ( 2 ,+ со).

Внутри каждаго интервала функщя убываетъ: въ первомъ отъ
1 ДО — со и ВО ВТОрОМЪ ОТЪ -f со до 1.

Понятно, что эти два интервала нельзя соединить въ одинъ.

Maximum и minimum функцш.

85. При изследованш изменешй функцш необходимо обратить 
особое внимаше на те значешя функцш, который или больше

всехъ смежныхъ съ ними (черт. 16, А), пли меньше всехъ смеж- 
ныхъ съ ними (чер. 16, В ). При отомъ ясно, что подъ смежными

5 *
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значениями функцш следуешь понимать ташя, которыя соотв^т-' 
ствуютъ безконечно-близкимъ между собою значешямъ независи
м а я  переменная. Если, наиримеръ, разсматривается 3Ha4emef(x) 
при х = а , т.-е. f (а ), то все  смежным съ нимъ значетя будутъ 
заключены въ интервале [(а— h), (a + h )] , где h лолож. б.-м. 
1Число. Те значешя функцш, которыя больше sc tx b  смежныхъ съ 
ними, называются maximum’aMn, а те значешя функцш, которыя 
меньше всЪхъ смежныхъ съ ними, называются minimum’aMii 
функцш.

86. М ахптш т’ы и minimum’bi функцш иногда действительно 
могутъ быть наибольшими и наименьшими значешями функцш на

всемъ пространстве или въ даниомъ интервале ея изменешя, какъ 
это усматривается изъ чертежей 17 и 18; иногда же этимъ свой-
ствомъ они вовсе не обладаютъ; 
такъ, для функцш чертежа 19, из
меняющейся [въ интервале ОС, 
наименьшее значеше функцш сов
падаешь съ minimum’oMb (К ), -а 
наибольшее (СВ) отвечаетъ край
нему значенш [функцш.

Функщя можетъ иметь не
сколько, а иногда даже безч. мно
жество, max. и min., причемъ max. 
могутъ быть и меньше min.

В ъ  каждой частной задаче, 
требующей разысканifl наиболь- 
шихъ и наименьшихъ значешй

о-------------- 1--------с X
Черт. 19.

функцш. придется подвергнуть особому анализу вопросъ о томъ, 
к а т е  т а х и гш т  ы, minimum'bi или крайшя значешя функцш от- 
вЪчаютъ этому требоважю.
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Далее мы будемъ говорить исключительно о maximum’̂  и 
minimum’̂  на почве даныыхъ выше определенна

87. Обзоръ чертежей (16 и 20) наводить наеъ на догадку 
о томъ, что maximum и minimum функцш могутъ иметь место 
въ двухъ различныхъ случаяхъ:

1) При обращены непрерывной производной въ ноль (А, В .
черт. 16), причемъ производная, проходя черезъ значеше х, соот

ветствующее maximum’y функцш (А), меняетъ свой знакъ съ 
Ч- на —, а переходя черезъ значеше х, соответствующее minimum у 
(В ) функцш, изменяетъ свой знакъ съ—н а + .

Вместе съ темь мы видимъ (С, черт. 16), что производная 
можетъ обратиться въ 0 при отсутствш maximum’a или minimum'a; 
но тогда знакъ производной до обращешя въ ноль одинаковъ со 
знакомь ея после обращешя въ 0 *).

2) При разрыве производной, (черт. 20) причемъ опять при 
maximum’e  (К) производная, проходя черезъ разрывь, меняетъ 
свой знакъ съ . +  на —, а при minimum’e  (L) съ — на -Ь **).

Если производная, разрываясь, не меняетъ знака (М), то 
нетъ ни maximum’a ни minimum’a.

Подтвердимъ эти догадки точнымъ изслЪдоважемъ, причемъ 
разсмотримъ сначала тотъ случай, когда производная данной 
функцш непрерывна при разсматриваемомъ значенш х.

*) Проведите касателышя около точки С.
**) Производная разрывается въ точкй К , п. ч. въ этой точкГ кривая пм£етъ 2 ка- 

сательныя, Производная разрываеся въ точк4 М, п. ч. перестаетъ зд’Ьсь существовать 
обращается въ безконечность).
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Maximum и minimum при непрерывности производной.

88. Теорема. Если при имгЬетъ мЪсто maximum или 
minimum функцж f (х), то:

г (а) =  0.

Действительно, если при х = а  наступаетъ, напримеръ, maxi
mum, то это значить, что въ интервале ( a — h, а), где h — б. м. 
пол. число, f (x )  возрастаетъ, а въ интервале ( а , а + h) убываетъ.

Следовательно, въ первомъ интервале f ( x )  положительна, 
во второмъ отрицательна, а при переходе отъ положительными 
значенш къ отрицательнымъ непрерывная функщя f (x )  должна 
обратиться въ 0, т.-е.:

f  (а)=0
ч. и т. д.

Такъ же доказывается случай' minimum’a.

89. Итакъ, все те значетя х, при которыми f (х ) обращается 
въ max. или въ min. заключаются въ числе корней уравиешя:

f  (х )= 0 .

Но всякм-ли корень этого уравнешя соответствуете max. 
или min?

На это даетъ ответъ следующая теорема.

90. Обратная теорема справедлива не въ долномъ своемъ 
объеме, т.-е. не всякш корень производной обращаетъ функщю въ 
maximum или m inim um , а только тЬ корни производной даютъ

m axim um  или minimum функцж, при которыхъ производная 
измЪняетъ свой знакъ. Действительно, если а  есть корень про
изводной и если въ интервале ( a — h, a )  f  (х ) положительна, а въ 
интервале (а , аЛ~h) отрицательна, то это значить, что въ первомъ 
интервале f (x )  возрастаетъ, а во второмъ убываетъ и, следова
тельно, при х —$ достигаетъ своего maximum’a. Точно также объ
ясняется и другой случай, когда производная до обращешя въ 
ноль отрицательна, а после обращешя въ ноль положительна; 
этотъ корень производной укажетъ намъ minimum функцщ.

Если же производная, обратясь въ 0, сохраняетъ затемъ преж- 
шй свой знакъ, то это значить, что функщя все время возрастаетъ, 
или все время убываетъ, и следовательно соответствующей корень 
производной не даетъ ни maximum’a ни minimum а функцщ.
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Maximum и minimum функцш при разрыве производной.

9 1. Изъ предыдущего ясно, что maximum или minimum 
функцш наступаетъ тогда, когда производная ея переходить отъ 
положительныхъ значенш къ огрицательнымъ или наоборотъ. При 
зтомъ, въ случай непрерывности производной, она непременно 
должна пройти черезъ 0. Но если производная разрывается *) при 
некоторомъ частномъ значенш х = а , то перемена знака производ
ной можетъ случиться именно при переходе черезъ разрывъ, т.-е. 
при х = я , и тогда это значеше х будетъ соответствовать maxi- 
mum’y или m inim um ’y функцш, въ зависимости отъ того, пере
ходить ли f ( x )  отъ полож. значенш къ отрицательнымъ или 
наоборотъ.

Не будетъ ни maximum’a, ни minimum’a, если после разрыва 
производная сохраняетъ такой же знакъ, какъ и до разрыва.

Практическое правило для разыскашя maximum o B b  и minimum o B b
функцш.

92. Изъ всего вышеизложеннаго вытекаетъ следующее пра
вило для разыскашя max. и min. функцш:

1) Найдите все корни производной функцш.
2) Найдите все те  значешя производной, при которыхъ она, 

разрывается.
3) Изъ всехъ найденныхъ значенш сделайте отборъ техъ, 

при переходе черезъ которыя производная меняетъ свой знакъ; 
все они определять maximum’bi или minimum’bi функц!и.

Будетъ maximum, если производная изменяетъ свой знакъ 
с ъ + н а — ; будетъ minimum, если производная изменяетъ свой 
знакъ съ —  н а + .

Вопросъ о знакахъ производной, до обращешя ея въ 0 и 
после обрагцешя ея въ 0 , при х = а , т.-е. о знакахъ:

i#(a -h ) н f'(e+h),

где h полож. б.-м. число, решается, какъ .указано въ |  83, въ 
зависимости отъ техъ интерваловъ, къ^0|р^ьш ъ г йрина^тежатъ
а — h и а + h. ; - V

*) При этомъ предполагается однако сущес^йд^ьте производной въ ннтервалахъ 
{а, а—h) и (a, « -fh ) гд-fe h - б .  м. ч., иначе теорема Лагранжа, на которой построены всЗГ 
наши выводы, была бы неприменима. -V _  _ . ’
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Если же эти интервалы не определены, то можно непосред
ственно определить знаки f' { а — h) и f '(tf-fh ), пользуясь сообра- 
жешями, которыя будутъ указаны далее.

примерь г-й.

93. Определить maximum и minimum функцш:
9 ______ _

у = ]/  2х3— 15х* +  36 х — 2 7Т

Производная ея:
у = . . _ ......J J i - 2.).._______

У(2х— 3 /  ( х - З )
3обращается въ 0  при х = 2 ; разрывается при x = g  и при

х = 3
х = 2  . . . даетъ maximum у=1; 
х = 3  . . . даетъ minimum у=0;

3
* = 2  не соотв* ни шах., ни mm.

Все это очень легко обнаруживается изъ разсмотретд зиа- 
ковъ производной до обращешя ея въ 0 и после обращ етя въ О, 
до разрыва ея и после разрыва. Напримеръ, при х = 2 —h, где h — 
пол. б. м. ч., числитель производной отрицателенъ и тоже отно
сится къ множителю х — 3 знаменателя. Следовательно, производ
ная положительна. При x = 2 - fh  изменяется знакъ числителя ит 
следовательно, производная делается отрицательною.

Примерь 2-ой.

Определить max. и min. функцш:

y = S i n x +  | sin  2 х.

Изъ вида функцш следуетъ, что она перюдическая, и пол
ный перюдъ ея изм енетя равейъ 2-.

Следовательно, достаточно определить ея max. и min. въ 
области (0,2тг). Находимъ производную:

y'=Cosx+Cos 2х
и решаемъ уравнеше:.

Cos х + Cos 2 х = 0  
C o s 2 x = C o s (^ — х)пли:
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и находимъ въ области перюда следуюпце корни:
•v'v' V” ч.1 ' > .'S'■■■•"

Xi fj 5 Х2--Xg-------К-

> г I  г  •
2ти/  ̂ : f '
3. W: •

\ у 1 ’
Представивъ производную подъ видомъ: : •

у '= 2  Cos 3~ . Cos | , '

легко определимъ ея знаки до и после обращенья въ 0 и заклю
чи мъ, что:

х =  я соотвЪтствуетъ maxО '
3|/3 

‘ 4 •
х = -  не даегь ни max, ни. min.;

2®  ̂ . 3V3
соответствуете» mm. у = ------. -  .

о 4

Если разсматривать полное изм^нете функцш, то maxi- 
т и т ’овъ и г т т т и т ’овъ будетъ безчисленное множество.

Примерь 3-й.

Определить шах. и min. функцш:

у= 1 - У Ь - ь 2-

Определяем-*, производную:

■. т '— - А = -
3|/х-1

Она разрывается при х =  1, переходя отъ полож. значенш 
къ отриц.

Следовательно, х = 1  соответствуетъ шах. у = 1 .

Примерь 4-й. Определить шах. и min. функцш:

у = 1 —)/ х — 1.
Такъ какъ:

J 3
3|/ (х -  1)*'

то значеше х = 1 , при которомъ функцш разрывается, не соответ- 
ствуетъ ни шах. ни min. (ибо знакъ производной до разрыва и 
после разрыва одинаковъ).
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Примерь 5-й. Прямая, длина которой равна 6 сантиметрамъ, 
разделена на две части: х  сайт, и 6— х сайт, и на этихъ ча- 
стяхъ построены квадраты. Определить наиб, и найм, величины 
суммы S площадей этихъ квадратовъ при изменены х отъ 0 до 
б сант. включительно.

S = x 2- f ( 6 —х)2 
S '= 4 x — 12.

Единственный minimum S получается при х = 3  и доставляетъ 
наименьшее значеше S равное 18 кв. сайт.

Maximum’a н^тъ, а наиболышя значешя S определяются 
крайними значешями площади при х = 0  и при х —6; каждое изъ 
нихъ равно 36 кв. сант.

94. Мы теперь владеемъ всеми данными для полнаго изсле- 
довашя изменены функцы, но, прежде чемъ перейти къ приме- 
рамъ изследовашя функцш и построешя ихъ графиковъ, сделаемъ 
два указашя, относящ!яся къ вычерчивашю кривыхъ.

Первое касается направлеьйя вогнутости кривой.

Если мы определили две точ
ки А и В, принадлежащая кривой, 
и знаемъ, напримеръ, что въ интер
вале АВ функщя возрастаетъ, то 
дугу АВ можно чертить двоякимъ 
образомъ (см. черт. 21). Спраши
вается, какой же чертежъ соответ
ствуешь каждому данному случаю? 
Мы укажемъ далее признаки, опре
деляющее тотъ или другой ходъ 
кривой.

Второе указаше относится къ 
безконечнымъ ветвямъ кривой: иног
да безконечныя ветви кривыхъ без

гранично приближаются къ некоторымъ прямымъ, такъ называе- 
мымъ асимптотамъ (вспомните гиперболу), и знаше этихъ асимп- 
тотъ очень облегчаетъ вычерчиваше кривыхъ и суждеше о ходе 
изменены функщй.

Мы укажемъ далее простейппе случаи разыскашя асимптотъ.

Черт. 21.
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О направлены вогнутости кривой.

95. Пусть им4емъ какую-нибудь кривую линш: у = { ( х )  
(черт. 22) и касательную къ ней въ некоторой точке К, прйчемъ 
эта касательная предполагается непараллельною оси у-овъ. Изъ 
черт. 22, ясно, что кривая въ смежности съ точкой касашя мо- 
жетъ занимать одно изъ трехъ положены:

Первое характеризуется тЬмъ, что въ смежности съ точкой 
касашя ординаты кривой по o 6 t стороны точки касашя больше 
еоотвЪтствующихъ ординатъ касательной; при второмъ положены, 
наоборотъ, ординаты касательной въ смежности съ точкой касашя 
больше соотвётствующихъ ординатъ кривой; и наконецъ въ 3-мъ 
случае касательная переходить съ одной стороны кривой на 
другую, и ординаты ея по одну сторону точки касашя и въ

смежности съ нею больше соответотвующихъ ординатъ кривой, 
а по другую сторону точки касашя меньше.

Въ первомъ случай говорятъ, что кривая около точки касашя 
К вогнута въ сторону положительной оси ординатъ; во второмъ. 
что кривая обращена вогнутостью въ сторону отриц. оси ординатъ
и въ третьемъ, что точка К есть точка перегиба.

96. Укажемъ признаки, по которымъ распознаются напра- 
влешя вогнутости кривой и точки перегиба; съ этою целью опре- 
д^лимъ разность Д  ординатъ касательной (Укас.) и кривой (У кр.) 
въ смежности съ точкой касашя К (х, у).

Дадимъ х безконечно-малое приращеше h, тогда ордината - 
кривой Укр< определится, такъ:

y Bp.= f ( x + h )  или, по теореме Лагранжа: 
y * p .= f(x )+ h  f ( x + 0 h ) .
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Чтобы найти ординату касательной для того же значешя 
независимой переменной (т.-е для х-Ыт), напишемъ прежде ура- 
внеше касательной въ точке К:

У —у=Р (х) (X—X).
Полагая здесь: X = x + h ,
получимъ: yKac.=li f' (x)-hy=h f  (x)+f(x).
Поэтому: Л  =  УкР-У кас- h  [f (x -f-e h )-f '(х)].

Применяя къ последней разности теорему Лагранжа, полу- 
чимъ:

f  (x + e h )- f (x )= (0 h )  rtCx+O^Oh)],

где означаетъ положительную правильную дробь, а Г ( х )  есть 
производная отъ f ( x )  или, какъ говорятъ, вторая производная 
отъ f (x )  *).

Такимъ образомъ окончательно:
А  -  Укр -Укас ( x + e e x h).

При изследованш этой разности разсмотримъ три случая:
a) Если: Г ( х ) > 0 ,

то, при непрерывности f "  (х ), для достаточно малыхъ по абс. ве
личине полож. и отриц. значенш h будетъ также (36):

f//(x+ee1h)>o.
Поэтому: Д > 0 .

Следовательно, въ смежности съ точкою К ординаты кривой 
больше соответствующихъ ординатъ касательной, и кривая обра
щена своею вогнутостью въ сторону положительной оси ординатъ.

b ) Если: f" (х) <  О,
то, при техъ же услов!яхъ:

^"(х-ьвелосо
и Д < ° -

Поэтому, въ смежности съ точкою К ординаты кривой меньше
соответствующихъ ординатъ касательной, и кривая обращена во
гнутостью въ сторону отрицательной оси ординатъ **).

c) Наконедъ, если: f"(x)= 0,
то надо различать два случая:

*) f" (x -{-e © ih ) есть значеще f "  (х) при зиаченш независимаго перемЬннаго, равномъ 
x-j-OOih.

**) йзъ услов1я t "  (х) >  0 сл'Ьдуетъ, что f  (х) увеличивается съ увеличетемъ х, т.-е. 
увеличиваются углы, образованные касательною съ осью абсциссъ. Предлагаемъ убедиться 
въ этоиъ непосредственно па чер. (22,1). Разсмотрите подобиымъ же образомъ случай, 
когда f " ( x )  <  0.
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a j  Г ( х ) ,  обращаясь въ 0, меняетъ свой знакъ. Тогда раз
ность ординатъ кривой и касательной по одну сторону точки ка- 
сашя положительна, а по другую отрицательна, т.-е. съ одной 
стороны точки касашя и въ смежности съ нею ординаты кривой 
больше соотвгЬтствующихъ ординатъ касательной, а съ другой 
меньше, и, следовательно, точка К есть точка перегиба.

Заметимъ еще, что точки перегиба могутъ получиться при разры
ве у", если, проходя черезъ точку разрыва, у" изменяетъ свой знакъ.

Ъг) Г ( х )  при переходе черезъ 0 не меняетъ своего знака, 
т.-е. въ смежности съ точкой К остается либо все время положи
тельной, либо все время отрицательной. Тогда въ первомъ случае 
кривая около точки К вогнута въ сторону положительной оси 
ординатъ, а во второмъ, вогнута въ сторону отриц. оси ординатъ.

97. Мы предполагали, что касательная не параллельна оси 
ординатъ; если-бы касательная оказалась параллельною оси орди
натъ, то надо выразить х въ зависимости огь у и, по предыду- 
щимъ правиламъ, определять- вогнутость или выпуклость въ от- 
ношенш положительная или отриц. направлешя оси абсциссъ.

98. Примеръ I .  Изследовать изменеше вогнутости и опре
делить точки перегиба кривой:

у = \ 3—Зх2.

Вторая производная опреде
ляется такъ:

у " = 6  (х — 1).

Следовательно, внутри интер
вала ( — со , 1) у" отрицательна, 
и кривая обращена вогнутостью 
въ сторону отриц. оси ординатъ.
(Черт. 23).

При х = 1
у " = 0

и при переходе х черезъ едини
цу у" меняетъ свой знакъ, следо
вательно точка (1 ,— 2) есть точ
ка перегиба. Внутри интервала 

■ (1 ,+  оэ) у" положительна и, сле
довательно, кривая обращена во
гнутостью въ сторону положительной оси ординатъ.

Примеръ 2. Определить изменеше вогнутости и точки пере
гиба кривой:

у^=х6. 
у "= 30  х4,

X

Такъ какъ:
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го кривая всюду обращена вогнутостью въ сторону полож. оси 
ординатъ. (Черт. 24).

Хотя, при х = 0 ,  у "= 0 , но точка (0, 0) не есть точка пере
гиба, п. ч. у", при переход^ черезъ 0, не мйняетъ знака. 

ПрипгЬръ 3. Определить точку перегиба кривой:
3 __

у = / х 5.
Вторая производная:

У"= н г—
91/ х

при х = 0 , разрывается и, при переходе х черезъ О, нЬняетъ свой 
знакъ. Следовательно, точка (0 ,0) есть точка перегиба. (Черт. 25).

Примерь 4-й. Определить направлеше вогнутости около точки 
(0 ,0 ) кривой: ;

У = ) / х .

Такъ какъ въ этой точке [(0,0) 
касательная параллельна оси ординатъ, 
потому что:

то одределяемъ х въ зависимости отъ у: 
х = у 3,

и ищемъ х":
х " — 6у;

Черт. 26.

няетъ свой знакъ, поэтому

при у = 0  вторая производная обращает
ся въ 'О  и при переход^ черезъ 0  мЬ- 

точка (0 ,0 ) есть точка перегиба.
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При всЬхъ полож. значетяхъ у кривая обращена вогнутостью въ 
сторону положительной оси абсциссъ, а при вс£хъ отрицатель- 
ныхъ значетяхъ у вогнутость направлена въ сторону отриц. оси 
абсциссъ (черт. 26). ________

Асимптоты.
99. Прямая АВ, не параллельная оси ординатъ, называется 

асимптотой нривой (черт. 27), если разность между ординатами

кривой и ординатами прямой, соотвЪтствующими одному и тому 
же значешю X , стремится къ 0 при безграничномъ возрастай in X . 
Въ случай асимптоты, парал
лельной оси ординатъ, стремит
ся къ нулю разность абсциссъ 
кривой и асимптоты, соотвйт- 
ствующихъ одному и тому же 
значешю у, при безграничномъ 
его возрастали. (Черт. 28).

Не развивая общей теорш 
асимптотъ, мы покажемъ здЬсь, 
какъ усматриваются асимптоты 
въ простМ тихъ случаяхъ.

1) Для кривой:
а

О X

асимптота™ служатъ оси коор- ЧеРт* 29*
динатъ (черт. 29), ибо, съ безграничными увеличетемъ х, у стремится
къ 0, а, съ безграничными увеличетемъ у, стремится къ нулю х-
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2) Для кривой:
У= 7 ^  (Черт. 30)

асимптотами служать:
a) ось абсциссъ, ибо, съ безграничн.ымъ увеличешемъ х, у стре

мится къ 0;
b)  прямая х = 2 , что обнаруживается изъ преобразованы аго 

уравнения кривой:

- 3) Кривая:
^_2

у = — 3 (чеРт- 31V

ypaBHeHie которой можетъ быть представлено подъ следующими 
видами:

у= 1+^ з  и Х = 3 + 7 “ Г  
лм£етъ две асимптоты:

У=1
х = 3 ,

у2_95 5у_Q1
4) Кривая: 1 Ь ( 7 ^ = 3 ) '

Имйетъ три асимптоты:
У=1
х= 2
х = 3 .
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5) Кривая:

им'Ьетъ две асимптоты:
У = х + 1  ' 

и х = 0 .

6) Кривая:

имЬетъ три асимптоты:

У2= (х + 2 )Ч “
2

и
Y =  -j~ (х+2) 

х = 0 .

Въ существоваши двухъ нервыхъ асимптотъ убеждаемся изъ 
равенства:

100. Изследоваше изменен гя функщи f(x )  ведется обыкно
венно по такому плану:

1) Определяютъ те области, въ которыхъ функцш и ея 
производныя действительны.

2) Определяютъ те значешя х, при которыхъ происходятъ 
разрывы функцш и ея производной.

3) Определяютъ те значешя х, при которыхъ производная 
обращается въ 0.

4) Все найдениыя значешя х  располагают въ строку— въ 
порядке ихъ возрастания, и делятъ такимъ образомъ весь интер- 
валъ измеиешя функщи на рядъ частиыхъ интерваловъ.

5) Въ каждомъ изъ этихъ частныхъ интерваловъ, въ кото- 
ромъ функщя" и ея производная непрерывны, определяютъ знакъ 
производной и судять по немъ о возрастали или убывании функщи. 
о ея maximum’axb и minimum’axb.

6) Определяютъ частный и предельный значешя функщи, 
соответствующая найденнымъ значешямъ х.

7) Определяют! те значешя х, при которыхъ:

x(Y-fy)'
7) Для кривой:

асимптотой служить, аосциссъ.

ИзслЪдоваше функцш

f(x) =  0;
определишь f(0 ) .

*) Оно получается изъ разности у2 —Y

Т[опр.у>кенко. Начало анализа. 6
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8) Разыскиваютъ а симптомы кривой, уравнеше которой есть
y=f<X>-

9) Опред^ляютъ области той или другой вогнутости кривой 
и толки перегиба.

10) На основанш вс£хъ полученныхъ данныхъ, который сво
дить въ таблицу, строить графикъ функции

100bls. Построеше графика иногда упрощается, если имЪть въ 
виду сл'Ьдующ!я замечашя *):

- 1) Если, отъ замены х на— х, у заменится на— у, то кри
вая симметрична относительно начала координатъ, которое слу
жить центромъ кривой, ибо каждой точке (х, у) кривой соотвЬт- 
ствуетъ точка (— х ,— у) той же кривой.

. П р и м е р ь :  у =  хЧ Sin х

2) Если, при замене х на— х, у не изменяется, то кривая 
симметрична относительно оси ординатъ.

П р и м е р ь :  у = х 2 -fS in 2x.

ПриигЬры изсл-Ьдовашя функц!й.

101. ПримЪръ 1-й.
y = f  (x)^z-x4— 2x3~ 3 x 2- f  4х +  1; 

y '= f  (х) =  4х3—6х2—6 х + 4 ;  
y " = f "  (х) =  12х2— 12х — 6.

X

! •

— со —1 _о,4  ̂ 1 М  2 у-оо '

У' -  0. +  -  0 4-

У +  со ^  min X  max ч  min -У>- у- со

У"
у- Точка —  —  Точка -|- 
и  перегиба, о  г> перегиба. v j

* )  Предполагается, что уравнеше кривой дано подь видомъ: y = f ( x ) ,  гд& f(x )  одно
значная функщя. Если у =  - f  J  (х )> то кривая симметрична относительно оси абсциссъ.
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Къ этой таблице присоединишь нижеследуюпця замечай ia:
1) Знакъ f (x )  при х =  -+ ^  усматривается изъ сл&дующаго 

преобразования:

имЬя въ виду, что второй множитель, при безграничномъ возра- 
стан1и абсолютной величины х, стремится къ 1.

Также определяются и знаки f ' (х) 
при х =  d_ оэ.

2) Корни уравнешя:
f ( x ) = 0 ,

определяются по приближенно *), имея 
въ виду, что:

f ( — 3)— -f-97 и f ( — 2 ) = + 1 3  
f ( — 1 ) = — 3 к f (0) — 4- 1 
f (1) =  +  1 и f (2) =  — 3 
f (2) =  -  3 и f(3 ) =  +  13

Эти корни не вошли въ таблицу 
во избежаше пестроты ея.

3) Такъ какъ: f  (— со,
то въ интервале ( — <х>.— 1) f ( x )  все 
время отрицательна; знакъ f '(x )  въ

интервале (—1,|) определяется по 

знаку f '(0 ); знакъ производной въ 

интервале (|, 2̂  определяется по зна

ку f' (1); знакъ производной въ интер
вале (2 ,+ «> ) определяется по знаку 
f  (3) или по знаку f (+ e o ) ,

4) имеются две точки перегиба при:

з|  =  1,4 | с-ъ тонн, до ^  

х = ^ 1 — V  з | =  — 0 ,4^  съ точи, до

Въ таблице вогнутость въ сторону полож. оси ординатъ ука
зана знакомь w, а вогнутость въ сторону отр. оси ординатъ зна
комь Г\.

Результаты нзсл£доватя функцш выражены чертежомъ 
(черт. 32) **).

*) Они могутъ быть определены точно, если уравнете представить подъ видомъ:

Н ) Ч Н ) > 8 -
** )  ИмЬетъ ли кривая чертежа 32 ось симм'грш?

6*
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102. Примерь 2-ой.
y2 _j _  1

y = f w = - 4 ^ r ;

y'=f'(x) =
2 (2  ка— 3 x — 2 ) 

(4x—3)*

X -  1 !  2
i

У Г  +  °  -
-  о  +

i
j

У
1

—  с о  X  4 Ч —  00
шах.

+  с о  Ч  1 /  +  0О
min.

ЗамЪчашя:
1) f (x )  и f ( x )  разрываются при x = j

2) Для оиред'Ьлетя f (со) употребляемъ следующее преобра
зована:

Х Ь

Г« ~ г Ч

изь котораго усматриваем^ что, съ безграничными увеличешемъ х 
по абсолютной величине, f (x )  тоже безгранично увеличивается по 
абс. величине, сохраняя знакъ х.

3) Кривая, выражаемая даннымъ уравнешемъ (гипербола), 
имЬетъ две асимитомы:

и

В ъ  сущ ествовали последней убеждаемся, представивъ урав- 
EeHie кривой, подъ видомъ:

_ х  8 25
. У 4 + 1 6 +  16 (4х— 3) ’

Результаты изследовашя данной функция выражены черт. 88 *). 
Предлагаемъ читателю дополнить ихъ изследоватемъ f" (х).

*) Въ этомъ чертеже есть погрешности со стороны масштаба. Просимъ читателя 
обнаружить ихъ и исправить.
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Наибольшее, значеше функцш есть 2, а наименьшее, совпа
дающее съ т т и п и т ’омъ, равно:

- ( i + m

Черт. 34 изображаетъ изм&нете функцш. Заштрихованы тк 
области плоскости, куда кривая (дуга эллипса) не проникаетъ. *)

*) Радикалъ У Д —х2 считается существенно положительнымъ, поэтому x = -f -

нс есть корень у'. __

Для опред-Ьлетя знака у ' въ интервал^ 1,— можно положить х — — У  0,99
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104. ПримЪръ 4-ый.
y = f(x ) =  2 Sinx—tg'X.

Перюдъ измйненхя данной фуикцш есть 2~: поэтому доста
точно изсл4довать функцш въ интервале (0,2ти).

„ О _
f (x )  разрывается при: x = g  и х = ^ ;

/ ,, / ч о п  1 2 Cos3x — 1} = {'  ( х ) ~ 2 C o s x —  — * -  = — — ----------
Oos2x Cos2x

Производная разрывается при тЬхъ же значешяхъ х, какъ и 
f (х), и обращается въ 0 при х = а 1? гдгЬ:

Cos аг =

г *
и очевидно: ^  <  £ .

Кроме того, въ интервале (0,2тг) производная обращается въ 
0 при: X—сс2, гд1> a2—2iz— ctv

Таблица изелйдовашя такова:

X л 7Г 7U Зтс 5тг. С S 0 ■ 2 * 2 "3 «2 2,1
у'

11 + 0 - — -  . 0 +
У о X  м Ч —100maximum

0 ■-hCND / X — СО|_________ 1
о т04:1 Ч . m X Вminimum в

У"
I0 “ 1 точка neper. 1
+ о ~ !kj точка neper, w | + 0 \j точка neper. I

У В D
' | и

У
/

/
к -

/
/

/

лгч?- !]Г \гс
X' 0 ос. V х

У J . с

Максимумъ М и мини- 
мумъ ш функцш определя
ются такъ:

м=1/ (2 — У  2 ) 
' 2

m =  -  л/ (2 -  V  2 )
Г ' 2

Графикъ функщи изобра- 
женъ на чертеже 35.

Черт. 35.
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ОпредЪлеше функцш по ея производной.
105. До сихъ поръ мы занимались рЬ-шен1емъ такого вопроса: 

по данной функцш найти ея производную. Теперь поставимъ себе 
обратный вопросъ: дана некоторая функщя f (x )  и спрашивается, 
какова та функщя Ф (х ), производная которой равна f(x ). 
Функщя Ф (х) называется первообразной относительно f (x ) .

Въ простыхъ случаяхъ первообразная функщя усматривается 
непосредственно. НапримЬръ,

если:

то:

и. ч.: 
если: 
то:

f(x) =  x,

Ф '(х)=х; 
f(x )= C o s  х, 

Ф ( х ) = Sin х.

. Однако очевидно, и на это обстоятельство уже было обра
щено внимаше (56), что за первообразную функцш въ первомъ

примере мы могли бы принять не только но вообще — 4-С,

где С нроизв. постоянное, п. ч.:

а во второмъ примере первообразная функщя равна Sin х-ЬС, п. ч.:

(S in x-)-C y = C o sx .

И, вообще, если Ф (х ) есть какая-нибудь первообразная функц1я
относительно f(x ) , такъ что:

Ф '( * М ( х ) ,

то й функщя Ф (х )+ С , где С произвольное постоянное, есть 
также первообразная относигельно f (x ) ,  ибо:

(Ф (х)-ЬС)'=Ф# (x )= f (х).

106. Теперь уместно ответить на вопросъ, поставленный въ 
§ 56: не существуетъ ли еще какой-либо другой функцш F  (х), 
отличной отъ Ф (х), которая тоже будетъ первообразной относи
тельно f(x ). Допустимъ, что такая функщя F (x )  существуетъ. Тогда:

Но и:
Поэтому:

Следовательно:
и

F'(x) =  f(x),
. Ф' (x)= f(x)

F ' (х)=Ф' (х)
Г  (х)—Ф'(х) =  № (х )-Ф  (х)]'=0. 

F (х)— Ф (х)=С.
F  (х)=  Ф (х)+С.
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Отсюда ясно, что если Ф (х ) есть одна изъ иервообразныхъ 
функщй относительно f(x ) , то se t друпя первообразныя функцж 
относительно f (x )  выражаются такъ:

Ф (х)Н-С.
Иного типа первообразныхъ функц!й относительно f ( x )  не 

существу етъ.

107. Вышеприведенные примеры убедили насъ въ томъ, что 
первообразныя функцж иногда су щ еству ю т Но существуютъ ли 
оне вообще? Отв^тимъ на этотъ вопросъ следующей теоремой.

Т е о р е м а . Пусть дана функция f (x ) ,  непрерывная въ раз- 
сматриваемомъ интервале. Построимъ въ этомъ интервале кривую, 
заданную уравнешемъ:

y= f(x ), (черт. 36;

и разсмотримъ площадь ABDC (см. черт. 36), предполагая:
О А -а  

и OG=x.
Эта переменная площадь, изменяющаяся съ изменежемъ

х, есть некоторая функщя
Ф (х ).

Докажемъ, что произ
водная функцм Ф (х) равна 
данной функцм f (x ) ,  т.-е.

Ф' (x )= f (х).
Съ этою ц'Ьлыо дадимъ х 

положительное приращенте h, 
тогда:

Ф (x -fh )= A B F E  

и следовательно:
Ф (x-f-h)— Ф (x )= C D F E  ’
Ф (х Н- h)— Ф (х) _  GDFE 

~ h  “  h

и поэтому: Ф' (х)=прбд.
Ф ( х + Ь ) - Ф ( х) ' CDFE

h 1 ’ h
h—>0 h-^0

Займемся теперь отношешемъ: CDFE
h

и прежде всего замЬтимъ, что приращеше h можетъ быть взято 
на столько малымъ, что ординаты дуги D F на всемъ пространстве 
ея или постоянно увеличиваются или постоянно уменьшаются (на 
черт. 36 представленъ 1-й случай; второй разбирается также). 
При такихъ услов]'яхъ площадь C D FE очевидно больше площади
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внутренняго прямоугольника (см. черт. 3G), и меньше площади 
внёшняго, т.-е.

lif (x +  li) >  CDFE >  hf (х) 

или: i (х-НО >  - - - —  > f ( x ) .

Но: - пред. f(x  +  l i )= f(x ) .
h —>0

тт т// ч ODFK г/ чПоэтому: Ф (х)=ирод. = t ( x ) ,  ч. и т. д.

h-xO
Эта теорема доказываете» существоваше первообразной отно

сительно всякой непрерывной въ изв^стномъ интервал!» функцш 
их) :  площадь, построенная вышеуказаннымъ образомъ, есть 
искомая первообразная функцкя.

108. Изъ предыдущего отнюдь не сл'Ьдуетъ, что первообраз
ная функщя Ф (х ) имёетъ единственное значеше площ. ABDC: 
если бы мы за начальную ординату приняли не АВ, а А'В', то 
повторяя прежшя разсуждешя, убедились бы, что производная 
площади A 'B'D C есть тоже f(x ) . Следовательно, площадь A 'B'D C 
есть новая первообразная функщя, отличающаяся отъ прежней 
A BD C на постоянную площадь А'В'ВА, которую можно обозна
чить постояннымъ числомъ С (см. 98).

Разумеется, это С для каждой определенной площади имеетъ 
совершенно определенное значеше, Если, напримеръ, данная 
функщя f(x )  есть Зх2, то площадь A BD C есть такая Ф (х), про
изводная которой равна Зх2. Не трудно сообразить, что въ дан- 
номъ случае Ф (х )= х 3+ С , ибо (х3-Ь С )'= З х2.

Однако, спрашивается, чему же равно С, если, напримеръ, 
О А = а .  Очевидно, что С въ этомъ случае должно иметь совер
шенно определенное значеше, ибо определенной площади отвечаетъ 
определенное число. Для определешя С разсуждаемъ такъ:

Если х сделается равньшъ а, то ординаты АВ и CD совпа
дут!», и площадь A BD C обратится въ О.

Поэтому:
(х3 +  С) =  0. 

х —а
т.-е,: я34- С =0.
Следовательно: с == — а3.

Значить, интересующая насъ площадь выражается числомъ:
X3 —  а 3=  Ф (х) —  Ф (а),

т -е . разностью двухъ значенш первообразной функцш при ко- 
нечномъ и начальномъ значенш независимаго перемённаго.
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IC9. Разыскаше нервообразныхъ функцш чрезвычайно важно, 
ибо оно даетъ средство для вычислешя площадей, объемовъ и нр.

Это разыскаше облегчается употреблешемъ особаго рода 
обозначений, введенныхъ Лейбницемъ, къ изучение которыхъ мы 
теперь и перейдемъ.

Дифференщалъ функцш. Выражеше приращешя 
функцш черезъ ея производную.

110. Изъ выражешя производной:

пр. f ( x + h ) - f ( x ) _  
Й h_>o f(X )

заключаемъ, что переменное число:
f ( x - f h ) — f(x )

■Г"“ — fi-------
при безконечно-маломъ Н, равно своему пределу f  (х), сложенному 
(алгебраически) съ некоторымъ безконечно-малымъ числомъ е, т.-е. :

{^ т - т = П х ) + г .

Отсюда: f (x + h ) .—f(x )= h f '(x )+ h s ..

Такъ выражается приращеше функцш черезъ ея производ
ную, которая, конечно, предполагается для разематриваемыхъ зна- 
чеши х конечной. Разсмотримъ подробнее это приращеше функцш. 
Оно состоять изъ .двухъ членовъ, й каждый изъ нихъ, при h безко
нечно-маломъ, есть число безконечно-малое. Слёдовательно, и пол
ное приращеше функцш есть число безконечно-малое.

Далее: порядокъ второго члена hs выше порядка перваго 
члена h f  (х), п, ч.:

wkrб- м- 'ч -*>
Поэтому членъ h I  (х) является главною частью приращешя 

функцш; онъ отличается отъ полнаго приращешя функцш на 
безк.-малое число порядка высшаго, ч£мъ порядокъ его самого.

Полное приращеше функцш и главная часть его суть экви- 
валентныя б.-м. числа (20). Действительно:

пр.
h f '(x )+ h e _

ы'(х) „д ;
Поэтому, при выполнении условШ теоремъ, изложенныхъ на 

страницахъ 16 и 18, полное безк.-малое приращеше функцш 
можно заменять главнымъ членомъ приращешя.

*) Мы цредполагаем'ь, чю  f  (x) ^  0.
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Главный членъ приращешя функцш f(x ) называется диффе- 
ренфаломь функцш и обозначается такъ:

df(x).
Поэтому; d f(x )= f (x)h..................... (М)
Если: *(х)=х,

то изъ посл4дняго равенства получимъ:
d x = (x ) 'h = h .

Следовательно, при принятыхъ нами обозначешяхъ, является 
новое обозначеше dx для приращешя h независимаго переменнаго? 
и надо совершенно отчетливо помнить, что dx есть безконечно— ма
лое приращеше независимаго переменнаго, не зависящее оть х * ) .

Написавъ въ равенстве (М) dx вместо Ь, получимъ:
df ( x ) = f  (x)ck .

Отсюда: Г(х)=-^^^>

или, полагая: f W = y ,

Такимъ образомъ получается новое обозначеше производной.

111.  Итакъ:
1) Дифференщалъ функц1и f (x )  есть произведете производ

ной этой функцш f  (х) на дифференщалъ независимаго перемен
на™ х, т.-е.:

df(x)=f(x)dx
2) Дифференщалъ функцш есть главная часть полнаго при

ращешя функц!и. Полное приращеше функцш, при безк.-маломъ 
приращенш независимаго переменна™, и диффер. функц!и суть 
эквивалентныя безк.-мал. числа.

3) Производная функщя выражается отношешемъ дифферен
циала этой функцш къ дифференциалу независимаго переменна™.

Дифференцироваше функц!й.
112. Дифференцировать данную функщю F (x ) значить найти 

ее дифференщалъ.
Такъ какъ: d F (x )= F '(x )d x ,

a F ' (х) мы найти умйемъ, то, следовательно, найдемъ и дифферен- 
щалъ функцш.

Найдемъ, наприм^ръ: d(3x2+ S in x ).
Ищемъ сначала (3x2+ S iu x ) ':

__________  (3x2-fS in  x)'=6x-|-C osx.

") п. ч. h не зависитъ отъ х.
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Найденную производную умножаемъ на dx п получаемъ: 
d(3x2+ S in  x j =  (6x + C o s х) dx.

113. B et теоремы, касанищяоя производной суммы, произ- 
ведешя, частнаго и пр. функцш, справедливы и для дифферен- 
щаловъ функцш.

НапршгЬръ, умноживъ o 6 t части равенства:

(х) ф (X)] =  1' (х) Ф (х) +  ®' ( х ) . f  (х)

па dx иолучимъ:

( х ) . ф  (x ) j d x = j t' ( х ) . d x j . о  ( * ) + [ , '  ( х ) . d x jf (x ) .

Теперь, имбя въ виду, что произведете производной функцш 
на dx есть дифференщалъ этой функцш, перепишемъ последнее 
равенство такъ;

( х ) . <р ( x ) J = o  (х )d f(х) + f  (х) dep (х)

и прочтемъ его слЬдующимъ образомъ: дифференщалъ произве- 
д е тя  двухъ функщй равенъ суммй произведенш дифференщала 
одной изъ функщй на другую.

Разсмотримъ еще, какъ выражается дифференщалъ сложной 
функцш (60).

Какъ известно, производная функщй Ф (у ), гд£ у = { ( х ) ,  вы
ражается такъ:

< М у)=Ф 'у(уМ '* « .
Умноживъ o 6t части этого равенства на dx, получимъ:

Ф'х (у) • <1х=Ф'у ( у ) . f  (х) dx.
Но:

ф'х (у) . <1х=ЙФх (у)
( х ) . dx—dfx(x). .

Поэтому окончательно!
dx Ф (у )= Ф 'у (у) • dxy.

ПриигЬръ.
Найти: d (Sin у),

. гд4 У = * 2-
По предыдущей формулt :

d S in y = C o s y  .d y .
Мы продускаемъ значки, т. к. недоразумгЬшй не можетъ быть. 
Дал4е:

dy =  dx2= 2 x d x

и потому: d (S in y )= C o sy  (2xdx) =  2 x d x C o sx 2.
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Преимущесгва дифференщальнаго обозначешя.
114. Производная некоторой функцш Ф(у) выражается, какъ 

мы знаемъ, различно, въ зависимости отъ того, будетъ ли у не
зависимое переменное число или некоторая функщя отъ х.

Въ первомъ случае производная обозначится такъ:
4>'(у),

а во второмъ: Ф' Су) у'-
Если же воспользоваться дифференщальнымъ обозначешемъ? 

то въ первомъ случае будетъ:
с1Ф(у)=Ф'(у)ау

а во второмъ то же самое (106):
с1Ф (у)=Ф ' (у) dy.

Следовательно, дифференщальное обозначеше объединяетъ 
въ одной общей формуле какъ тотъ случай, когда у есть функ
щя отъ х, такъ и тотъ случай, когда у есть независимое пере
менное; это —  важное преимущество диффер. обозначешя.

Оно имеетъ место и въ следующемъ случае:
Мы видели, что если у есть функщя независимаго перемен

наго х, то:

Покажемъ теперь, что такое же равенство будетъ иметь ме
сто и въ томъ случае, когда у и х суть функцш одного и того же 
переменнаго числа t  

Пусть:
у= ср (t) 
х = о  (t).

Въ такомъ случае (61bis):

* * - v ?

но:
y l  _  yVdt. _  Фу 
x 't x't dt dtx*

и, значить", формула:

Г  =
dy
dx

справедлива какъ въ томъ случае, когда х независимое перемен
ное, такъ и въ томъ случае, когда х и у являются функщямп 
одного и того же переменнаго.

Вышеуказанный важныя преимущества дифференщальнаго 
обозначен1я объясняютъ исключительное пользоваше имъ при 
разысканш первообразныхъ функций
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Неопределенный интегралъ.
115,  Первообразной функщей относительно функцш f(x) мы 

назвали такую функцш Ф (х), производная которой равна f(x). 
Мы можемъ теперь выразиться иначе, мы можемъ сказать, что 
первообразная функцш относительно данной есть такая функщя, 
дифференщалъ которой равенъ данному диффереищалу f ( x ) d x :;:), 
т .-е .:

с1Ф (x )= f  (х) dx.

Первообразная функщя называется также неопред-Ьленньшъ 
интеграломъ,— неопредЬленнымъ —  вслЪдств1е присутств1я произ- 
вольнаго постояннаго числа (98). Для обозначешя неонредЬлен- 
наго интеграла отъ даннаго дифференщала f (x )d x  [или перво
образной функцш относительно f (х) | употребляется знакъ f : на
зываемый знакомъ интеграла.

Следовательно, символъ:

означаешь первообразную функцш Ф (х)  относительно f (x) или, 
говоря иначе, такую функцш, дифференщалъ которой равенъ 
f(x)dx.  Такихъ функцш, какъ мы знает» существуешь безчислен- 
ное множество, и он4 отличаются одна отъ другой значениями 
произвольныхъ постоянны хъ.

Напримйръ:
У 3x2dx —x 3- f  С,

потому что: (Х*+С )'= 3х2
или: d (х 3+ С ) — 3x2dx.

Отыскаше Ф (х ) по данной f (x )  называется интегрирова- 
н \ т ъ  функцш, f (x ) , a f (x )  называется подъинтегральною функ- 
щей.

Согласно данному опредЬлетю:

(i/ f ( x ) d x ) ' = f ( x )

или: d / ’f(x) dx - f  <х) dx.

Следовательно, дЪйств1е дифференцирован уничтожаетъ 
fltitcTBie интегрировашя.

(Выражешя вида f (х) dx называются дифференщалами.
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Основные свойства интеграла.
116. Интегралъ алгебр, суммы конечнаго числа функцш ра- 

венъ алгебраической сумме интеграловъ слагаемыхъ функц1й7 
т.-е.:

J * |[f (х)-Ь<х> (х)] (1х = J * f (х) dx +  J  о  (х) d x ....................(К ;

Это равенство справедливо, н. ч. производная второй части 
его равна подъинтегральной функцш f (х)-Нр (х). Действительно:

| J f (x )d * + J  < p (x )d x j= = | y  f ( x ) d x j - f j  dx = f  (Х ) +  Ф (X ) ;

•Заметимъ еще следующее: первая часть равенства (К) со- 
держитъ одно произвольное постоянное число С15 а вторая часть—  
два произвольныхъ постоянныхъ С2 и С3, и эти произвольный 
постоянный должны быть выбраны такъ, чтобы:

O i= C 2 H-C3.

примерь.
У * (5x4 + 2 x ) d x = x 5 -bx 2 -|-C1; *) 

f  5x4 d x = x 5 -hC2;

j  2 x d x = x 2 +  C3:

х5+ хЧ С 1= х5+ хЧ ( - 2т С3 ' 

при условш, что: C2+ C S= C V

117. Постоянный множитель, находящшся подъ знакомь 
интеграла, можетъ быть вынесенъ за знакъ интеграла, т.-е.:

У *  Af(x)dx=A У "  f (x)dx*.

Теорема эта доказывается совершенно такъ же, какъ и пре
дыдущая, и предполагаетъ ту же оговорку относительно постоян
ныхъ чиселъ, входящихъ въ составь интеграловъ.

:) Ибо d (x * + x * + C 1)= (5 x 4-i-2x)dx
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Просткйиле npieMbi разыскашя неопредкленнаго
интеграла.

118, Изъ формудъ для нроизводныхъ просгЬйшихъ функцШ 
вытекаютъ слЬдуюпця формулы для интеграловъ, проверяемый 
сличешемъ производной второй части равенства съ подъинте- 
гралыюй функщей.

/ *dx =  х 4 - С

/ '* V П + J
I ' d- - W i  +  C

J'-J =  igeX +  с

fаМх =  +  С

/ Sin xdx =  — Cos x -f- C

j  Cos xdx =  Sin x +  C 

./  C o 5x  ' iKX +  C

/ s i S x = - C0tgX +  C
/■* dx • , n

/ =  arcs 111 X -f  C
J  y i —x*

! / f f b ==arctsx + c
Три npieMa разыскашя интеграловъ.

Разложенie на слагаемый.
119.  Этотъ пр1емъ заключается въ томъ, что иодъинтегральную 

функцию разлагаютъ на татя  слагаемый, интегрировать который 
умгЬютъ.

примерь 1- й .

f  (a x44-bx3-j-cx2-Hvx-f-e) dx =  J  a x 4dx-f- j  bx3dx + J *  cx2dx-f-

f  k x d x -f- / edx =

а х*
~ 1 Г  1

bx4 cx3 kx2 , ,
T  +  -3 - + - 2  -1-o x-fC ,

ПримЪръ 2-й.

./  (x3-|-|/x2“) d x = t / x2d x+  / x /sdx =  x ’ -1- 7 *7 3 о

npuMtpb 3-й.

7 n ± x2d x =
J  X «у/  Y  + / *  xdx =  ]^ x i- o " LC-

Введеше новаго переменна™.
120. Иногда, вследCTBie удачнаго введешя новаго перемен- 

наго, данный дифференщалъ изменяется въ такой, интегралъ ко- 
тораго мы найти сумеемъ.
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Примерь 1-й. Г  dx
J  Зх+5

Полагая: v = 3 x - f  5,

находимъ: d y = 3 d x ,
/* dx 1

и потому: J3i+ 5 - 5J(  ~ = l  IgeY +  C:

Примерь 2-й.
Г

J  l + ( x + 3 ) ’

Полагая у = х + 3 , находимъ dx=dy и, следовательно:

/ dx f*  dv
T + '(x + 3 j*  ~J  i + p - aretg у + c =

=a.rctg (x+3)+C .

примерь з-й.

/ ,g idx=/ < £ di-
Полагая y = C o sx , находимъ dy= — Sinxdx, и потому:

J *  tg x d x = — J  ~ = — IgeCoSX-fC.

Въ подобныхъ простыхъ примйрахъ надо подстановку про
изводить «въ воздух-!»», прямо соображая, что числитель есть 
взятый съ обратньшъ зиакомъ дифференщалъ знаменателя.

Примйръ 4-й.

j  S inx. C o sxd x=  j '  Sin2x.d Sinx  =

ПримЪръ 5-Й.

j * x]/a 2 — x 2 dx= —  (a 2 —  x2)^d (a2— x2) =
12 |/(a2— x2)6 -|-C.

Примйръ 6-й.
C  3* — 2  r  xdx r  2dx 3 /M (4x2 + 1 )

J  4 x * + l '  •/ 4x2+ l  J  4x2- f l  S J  ‘ 4x2+ l

=  l  lge (4x2 - f - l)— arctg 2x. - f  G.о •

r  <4^)
' J  (2 x)2- f l

Интегрироваше по частямъ.
121 i Иногда при разысканш:

j  f(x )  dx

удается заменить данный дифференщалъ f(x ) dx произведешемь 
udv, гдЬ u и v суть функцш х. Въ такомъ случай для преобра-

Попруж^пко. Начало анализа. 7
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зовашя даннаго интеграла можно воспользоваться формулой, опре
деляющей дифференщалъ произведены:

d (uv)= u d v+ vd u 1

изъ которой получается:

Удача этого способа зависитъ отъ такого выбора множите

лей, при которомъ мы сумйемъ найти J * vdu.

Примерь 1-й.
Г  С  х (Sin X.)/ xCosxdx =  / -— d ■—■—' =

J  u v

= x S in x — j* Sin xd x= x Sinx +  C osx-f C.

Примерь 2-й.
Х 2 1^е Х  X 2

“ 2 ~ 4 +C<
u

V

Примерь з-й.
/ arctgx dx , Г  xdx

- Г Т = ш 'г х ~ У Щ =
1 /Mfl4-x2\ 1

=xarctgx—2 J  -A -Z _ J==Xa rc tg x -2 Ig0( l+ x 2) +  C =  

= x  arctg x — Ig l + x 2+C.

ОпредЪленный интегралъ.
122. Неопределенный интегралъ подчиняется, какъ мы знаемъ, 

тому единственному условно, что производная его равна подъ- 
интегральной функцш. Значить если:

ff(x)dx=4>(x)+C,

Т0: [ * ( x ) + c ] = f ( x ) .*

Подчинимъ теперь неопределенный интегралъ еще другому 
условш ,у—  именно 'потребуемъ, чтобы, при х = а , онъ обратился 
въ 0. Это услов!е определяетъ значеше произвольнаго постояннаго 
числа, п. ч. изъ требовашя:

[ф (х )+ с ]= 0 ,
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получаете#:
Ф (а) +  С -О

или: С =  —  Ф (а).

Такимъ образомъ интегралъ, удовлетворяющей этому добавоч
ному требование, выражается такъ:

Ф (х) — Ф (а).

Такой интегралъ называется опредгЬленнымъ и обозначается 
знакомъ:

/  f ( x ) d x ,-
*7 а

который читается такъ: определенный интегралъ въ предЬлахъ 
отъ а  до х. Число х называется верхнимъ предаломъ интеграла, 
а число а  нижнимъ.

/ »х
f(i) dx есть такая

а

функцгя отъ х, которая определяется следующими условиями:
I )  Производная ея по х равна f(x ).
2) При х = а  функц!я обращается въ 0.
При этомъ предполагается, что f (х) непрерывна и однозначна 

въ интервале (а , х).
Изъ сказаннаго ясно, что определенный интегралъ предам- 

вдяетъ собою разность двухъ значенш первообразной функцш 
относительно 1(х ), соответствующихъ верхнему и нижнему пре
дал амъ интеграла.

Если верхнш пределъ интеграла равенъ тоже постоянному
/ ч>

f (х) dx—Ф (Ь)—Ф (а ) обращается въ пост.
ачисло:

ПригЬры: / Д х 3 =  (х4) —  (х4) =  х4 - 1 ;
*' 1 х = х  X—1

Г *  43=  15.
J  1

123. Можетъ возникнуть вопросъ, зачЪмъ вводится поняНе 
объ определенномъ интеграле. На этотъ вопросъ уже быль дань 
ответь при реш ети частной задачи въ (101). Повторимъ его въ 
общемъ виде. Если дифференщалъ некоторой площади S (см. чер- 
тежъ 37), отсчитываемой отъ постоянной ординаты, соответствую
щей х = а ,  равенъ f(x )d x . т.-е.:

d S = f  (х) dx,
то фуыкщя, определяющая площадь *), выразится неопределен-
нымъ интеграломъ:

/ f (х )й х = Ф  (х)^-С.г/
*) Мы ограничиваем!» нате раземотр'кте случаем^ когда век ординаты кривой по

ложительны, и х >  ч.
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Такъ какъ эта площадь при х = а  должна обратиться въ О, 
то мы должны наложить на Ф (х )+ С  
требоваше, чтобы:

[Ф (х)+С]=0. х =  а.

Отсюда: с = — Ф (а)

И S =  Ф (х) —  Ф (а )=  (  f (х) dx,
а

т .- е .  приходимъ къ определенному 
интегралу. Подобное же npmriffieme 
определенная интеграла мы встре- 
тимъ и при вычисленш объемовъ:

Определенный интегралъ какъ пределъ суммы.
124. В ъ  (24) на примере параболы было показано, что лю

бую площадь A BCD  можно разсматривать, какъ (черт. 38-й) 
нредйль суммы вписанныхъ (или описанныхъ) прямоугольниковъ 
при безграничномъ увеличены ихъ числа. Такъ какъ, съ другой 
стороны, эта площадь выражается определенными интеграломъ, 
то выходитъ, что определенный интегралъ можно разсматривать какъ 
пределъ суммы, составленной изъ значешй подъинтегральной 
функцш (ординаты кривой), умноженныхъ на приращешя незави
си м ая переменная (основатя прямоугольниковъ) при безгранич
номъ увеличены числа слагаемыхъ этой суммы (въ пределах!» 
даннаго интервала D C ) *).

Изъ изложеннаго видно,

Находя пределы этихъ суммъ, 
можно, следовательно, вычислять 
площади и определенные интегралы, 
но способъ этотъ часто сложенъ, и 
гораздо более могущественнымъ 
средствомъ въ этой области явля
ется прямое разыскаше первообраз- 
ныхъ функц!й (неопределенныхъ 
интегра ловъ).

Однако тамъ. где интегрирова- 
Hie почему-нибудь невозможно, при- 
бегаютъ къ приближенному вычис
ленш площадей и получаютъ, та
кими образомъ, приближенный зна- 
чешя определенныхъ интегра ловъ. 

какая тесная связь существуетъ

*) Знакъ есть видоизм'Ьнеше буквы S, начальной въ сдов£ Summa.



между вычислешемъ опредйленныхъ интеграловъ и вычислешемъ 
площадей или, какъ говорятъ, ихъ квадратурою. Поэтому, тер- 
мииъ «квадратура» перешелъ на интегралы, и если говорятъ, что 
вопросъ приведенъ къ квадратурамъ, то это значить, что вопросъ 
сводится къ вычислению интеграловъ.
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Приближенная квадратура. Формула П. Л . Чебышева.
125. Для приближеннаго вычислешя площади А В В ^  (чер. 39) 

дЬлятъ А В = Ь  —  а  на п равныхъ частей, проводить соответ
ствующая ординаты и хорды 
и вычисляютъ сумму площа- у  
дей полученныхъ трапецш, *  
которую и принимаютъ за 
приближенное значение дан
ной площади или соответ
ствующего определеннаго ин
теграла. Если ординаты кри
вой, соответствуюпцяточкамъ 
делешя, обозначить, начиная 
съ ААХ, черезъ:

Уо) Yi • • • Ул»
то сумма S площадей всехъ 
трапещй определится сле
дующими выражешемъ:

Ь—а , , ч . Ъ—а .
~ 2 п” (У° + У 1 > + -о —  (У1 + У 2) +

Ь—а
2п

_ъ—а/У0Ч-У 
п I

2п ( у п_ , + у „ ) =

(К)9 I v 1 I " 2

Нашъ русскш математикъ, П ." Л . Ч ебы ш евъ^^дъ очень 
точную формулу приближенной квадратуры, бпределйвъ только 
шесть ординатъ кривой. Эти шесть ординатъ соответствуют точ- 
камъ, удаленнымъ отъ середины АВ, по ту и другую сторону ея. 
на разстояшя: .

0,267 Ь- ~ п , 0,422 Ьу Я , 0 , 8 6 6 ~ -  

По шести соответствующимъ ординатамъ:
^ Ц ^2» * *   ̂ 4 } ^ 5> ^ 6

площадь фигуры А В В1А1 приближенно выражается следующей 
формулой: ,

OV

* )  Мы не мо/кемъ при вести здТс ь доказательство формулы Чебышева.
Читателю полезно подумать надъ следующими вопросами:
Будетъ ли формула (К) справедлива въ томъ случай, когда ордилаты кривой сначала 

возрастаютъ, а потомъ убываютъ (или обратыо)?
ИмТетъ ли влш пе па формулу (К) то или другое направление вогнутости кривой? 
Какъ определить пред’Ьлъ погрешности. получаемой при употреблении формулы (К)?
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ПримЪръ:
Найти приближенное значеше интеграла;

Пользуясь формулой (К ), принимая н = 1 0  и вычисляя зна- 
чешя у съ тремя десятичными знаками, найдемъ:

прибл. знач J  - ^ — =  0 .6936 .

Зам4тимъ, что данный интегралъ выражаетъ собою lge2. 
Следовательно, нами найдено приближенное значеше этого лога- 
риема, более точная величина котораго выражается следующими 
числомъ: 0 ,69314718 .

Предлагаемъ читателю применить къ данному интегралу фор
мулу Чебышева.

Геометричесия приложешя интеграловъ.
Вычисленie площадей.

126. Какъ было показано выше, площадь S , ограниченная 
кривою: у—f (х),

двумя ординатами ея, соответствующими значешямъ xt и х2 неза- 
висимаго переменнаго, и осью абсциссъ, выражается посредствомъ

определеннаго интеграла такъ: Г  f(x )d x . Применимъ эту фор-

мулу къ некоторымъ кривымъ.

Площадь сегмента гиперболы, отнесенной къ ея асимптотамъ.
127.Желаемъ определить заштрихованную площадь S (черт.40), 

при чемъ: 0A=xx
0 В = х 2.

Изъ уравнешя гиперболы: ху=г*2

определяемъ у:

Следовательно: f (х) =  -

и потому:
/ ** Г** а2

f ( x ) d x =  /  -
xt хг X

Если: Xj =  1 и а — 1.

d х =  а 2 ]о*€Хо

ТО S = !g e х2.Черт. 40 .
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128. Площадь сегмента ОАВ параболы, заданной уравне- 
жемъ: у2= 2 р х  (черт. 41).

f ( x ) =  — ]/ 2 рх

,JS = J *  |/2 p x d x = ] / 2 pJ *  x 1^ ( ix = 2/3V/2 p . х 3̂ = 2/зху.

I 29. Площадь эллипса, за
данная уравнен 1емъ:

_  4_ ? - =  1
а2 ' Ь2 '

Въ даннбмъ случай: .

t f  ( х ) = ± - ] / .а2 — х2.8/
Очевидно, чго для вычи- 

слещя. той части площади эл
липса, которая расположена 
между положительными напра
вленный координатныхъ осей, передъ радикаломъ надо удержать 
знакъ -Ь й интегрировать въ предЬлахъ отъ 0  до а . Поэтому, 
площадь S четверти эллйпса определяется интеграломъ.

S — /  ~ Y a 2— x 2 dx =  -  Г  )/ а 2 —x2 dx.
J  о а а-*/ о

ЗамЬтимъ теперь, что:

Г  V *«/ О
-х2 dx

выражаетъ собою четверть площади круга, описаннаго изъ центра 
эллипсарадаусомъ а, ибо уравнеше соответствующей окружности есть:

Следовательно:

и потому:

у2 -f-x2 = a 2.

b it а 2 тсаЬ 
=  а * ~ Г  =  ~Т~;

а площадь эллипса: 4S=irab.

Конечно, возможно и прямое вычислете интеграла, но оно 
довольно сложно*).

*) Слйдуетъ применить интегрнровате по частямъ пли положить x=Cosfc.
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Вычислеше объемовъ.
Производная объема тела вращешя.

130, Представимъ себе, что часть плоскости ABDC вращается 
около оси абсциссъ и производить некоторое тело вращении 
Пусть: ОА=«

ОС—х

и доиустимъ, что данная кривая BD  выражается уравнешемъ:
у —f (х).

Такь какъ съ изменешемъ х объемъ разсматриваемаго тЬли
вpaщeнiя будетъ изменяться, то онъ 
представляетъ собою некоторую функ- 
цш  огь х, которую мы обозначимъ ср (х).

Найдемъ производную этой функ- 
цш и съ этой цйлью дадимъ х при- 
ращеше h. Тогда приращеше объема:

9  (x + h ) — о (х)

выразится объемомъ тела, нроисхо- 
дящаго отъ вращешя фигуры C D FE, 
и этотъ объемъ (см. черт. 42 ) больше 
объема цилиндра, происходящаго отъ 
вращешя прямоугольника CDKE и 
меньше объема цилиндра, происходя
щаго отъ вращешя прямоугольника 
CM FE *), т.-е,:

9  ( x + h )— <p(x)>7:j"f(x)j .h ;

9  ( x + h ) — 9  (x) < u j^ f ( x + h ) j  .h ;

или:

и потому:

<  *  [f (x+h) J;

®' 00  =  up- ~ X+h) i ~ l? ^ o== ” [ f 0o ]  = "У 2-

Объемы гЬлъ вращешя.
131. 'Гакъ какъ производная объема V тйла вращешя во- 

кругъ оси абсциссъ выражается формулой:
У'=ху2,

*) Ординаты дуги D F предполагаются или постоянно возрастающими или постоянно 
убывающими. (См. стр. 88).



то самый объемъ определится, какъ определенный интегралъ отъ 
- y 2dx, взятый въ пределахъ отъ а  до х, где а  есть абсцисса 
соответствующая начальной ординате АВ (черт. 42), т.-е.:

v = / V d -̂

Применимъ эту общую формулу къ иекоторымъ частнымъ 
случаямъ.

Объемъ шара.
132. Обозначимъ черезъ 

V объемъ иолушара, получа- 
ющагося отъ вращешя четвер
ти круга ОАВ вокругъ оси 
абсциссъ. Изъ уравнения ок
ружности имеемъ:

у 2 _ г2 _ х 2

Поэтому:
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Черт. 43.

Объемъ шарового сегмента о двухъ основашяхъ и объ одномъ
основами.

133. Шаровой сегментъ о двухъ основашяхъ получается отъ 
вращешя заштрихованной площадки (черт. 43). Поэтому объемъ 
его W, при техъ обозначешяхъ, который сделаны на чертеже, 
выразится формулою:

W = (г2 — х2) dx =  ~  [3r2—(3a2-|- 3ah 4- h2)].

Но: гг2= г2—a2
r22 = r 2 - ( a + h ) 2.

Поэтому:
1 2 6 ‘

Для определетя объема Wx шарового сегмента объ одномъ 
оенованш положимъ въ последней формуле г2= 0  и будемъ иметь 
въ виду, ЧТО. г2 == T j2 -f-(г — h )2,'

Тогда, после неболыпихъ преобразованы, получимъ:

w . - = h’ ( ' - ! ) ■

V = f ' r .  (г’— х2) dx =

а объемъ шара:

2V= r s

X
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Объемъ параболоида вращешя.
134. Отъ вращешя фигуры ОАВ (черт. 44), ограниченной 

дугой О В параболы, вокругъ оси

щенш. Такъ какъ парабола выража- 
ется уравнешемъ:

у2=2рх .

то объемъ V параболоида вращения 
определится формулой:

V =  Г  -2pxdx =  TTpx2 =  ^7гу2х.

Объемъ эллипсоида вращешя.
135. Четверть эллипса ОАВ, вращаясь (черт. 45) около боль

шой оси эллипса, произведете 
половину эллипсоида вращешя. 
Такъ какъ уравнеше эллипса им4- 
етъ видъ:

У =  -]/  а2—У2 (дЛЯ дуги АВ

удержанъ знак. + ), то объемъ V 
эллипсоида вращешя определится 

формулой:
V Г  Ь2 9 2. 2
0 =  / it—j (а2— х2) ах =  îrc/f)2.

. —' о а о
4
h a b 2. 
о

Заменяя здесь а  на b и b на а , получимъ объемъ V' эллип
соида, происходящего отъ вращешя эллипса около его малой оси:

V' =  |ш2 Ь.

Если: ,а = Ь = г ,
то получимъ объемъ V t шара: In v

ли i ■».
Чф г.:, П й ШАТИ
J  J, l i t ,  0* ? « И  Vt
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