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П Р Е Д И С Л 0В 1Е,

Въ виде предислов!я къ нашему опыту мы дадимъ здесь мн^ше 
о нашемъ труде доктора математики г. Лезана, изв^стнаго въ науке 
весьма важными и многочисленными учеными издашями. Вотъ что 
онъ говорить въ объяснительной статье, помещенной имъ въ боль- 
шомъ эндиклопедическомъ словаре и относящейся къ слову [genera­
lisation  (calcul de)] женерализащя или генерализацгя.

„Женерализащонное вычислеше обязано своимъ открытаемъ уче­
ному иностранцу г . Ольтрамару, декану женевскаго университета. 
Мы не задаемся целью излагать здесь всю последовательность идей, 
которая привела автора къ его открытаю. Мы желаемъ единственно 
лишь объяснить сущность этого открытая и указать вкратце глав- 
ней пая его приложеюя.

Чтобы легче уловить основную идею вычисленья, намъ кажется—  
его следуетъ разсматривать какъ развита е способа вычислешя произ- 
водныхъ съ какимъ угодно показателемъ, изобретеннаго Льювиллемъ. 
Подобно этому последнему г. Ольтрамаръ считаетъ, что всякая функ- 
щ я можетъ быть разложена въ показательный рядъ; онъ полагаетъ, 
что если а есть независимая переменная, то

ср {а) = А а е«ан- -н Ау б**-*-'...................(1)

где а, р, т  . • i некоторый постоянный вещественный или мнимыя 
величины,1 число которыхъ конечное или безконечно большое. До­
пусти въ эта, онъ выражаетъ строку второй части (1) равенства при 
помощи особаго обозначешя

с?(а)= Gfeau.
Последнее хотя и можетъ на первый взглядъ показаться стран- 

нымъ, но въ сущности выражаетъ лишь соотношеше (1) или ср (а) =  
=  %Аиеаи, въ которомъ и должно последовательно получать знача­
щи а , р, т  • • •  При такомъ условш говорить, что ф (а) произошло 
изъ еаи помощью женерализацш.

Выяснивъ это основное понятае, припомнимъ, что Лыовилль назвалъ

В. Обрепмовъ. 1
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производной указателя jx отъ функцш ф, обозначивъ 
количество

ее черезъ — -  
daУ

)

Аа еа* а? -ъ Ар еа? ̂  ч- Ау еау f  ч-

а  г'. Ольтрамаръ возъимелъ мысль обобщить это вш н сд еш е, взявъ 
вместо только что написаннаго . выражеш я

К  еа* ф («) и -  Л ,  ф (Р) - ь  ф (7)  . . .

гд е .ф  не содержись перем&щаго а . Согласно съ обозначешемъ ука- 
занньш ъ выш е, это последнее выраж еш е можетъ быть написано

въ вид* в е аи'Ъ(и) . . ................. (3)

Такъ что если G eau выражаетъ ср (a ), G eau ф (и) можно разсма- 
тривать какъ результатъ некоторой операцш  надъ тою же функщей 
9  (а). Н априм^ръ Geauw  есть дифференц1альный коэффищентъ функ­
цш 9  порядка Н е слйдуетъ терять изъ виду, что выражеше 
еаи ф (и) есть некоторая функд1я отъ а и отъ и. Такимъ образомъ 
вы раж еш е (В) вполне равносильно выражение G F  (и), а  это по­
следнее представляетъ собою некоторую оп ерац ш , выполненную надъ 
9 (а). Эту-то именно о п ерац ш  женерализащонное вычислеше и 
имеетъ целью  определить.

К роме того чрезвычайно легко показать, наоборотъ — что раз­
личный операцш , употребляемый въ анализе, суть не что иное, какъ 
частные случаи ж енерализацш , по крайней м ере это относится къ 
линейнымъ распредели те льны мъ операщ ямъ.

Пояснимъ сказанное примеромъ. Возьмемъ операцш  о? (а ) , опре­
деляемую соотношешемъ

8? (в ) =  ? ' ( « )  —  ?(« )■
Но весьма легко видеть, что эта операщ я есть не что иное какъ 

3<р («) =  Geau (и —  1 ), .

следовательно 09 {а) представляетъ собою частный случай женерали­
зацш.

Точно тож е можно сказать и о о“ф (#), которое есть не что иное, 
какъ GeM (и— 1)п, а  потому

8*ср {а) =  Geau (и —  1 )n =  GeaKun—п Geau и’1- 1 Qe™ и*-2----

by (а) - C5(n) (а) —  j  ?с;я_,) (а) -+- ~2 -  <?(в~2) (а) — ,,.
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Н е смотря на всю. свою простоту, этотъ примерь уже показы- 
ваетъ, 1<акую пользу можно извлечь изъ женерализащоннаго вычи- 
слеш я, въ томъ случай, когда мы им^емъ дело съ линейными опе­
рандами; наоборотъ, къ нелинейнымъ операщямъ это. вычислеше не 
применяется совершенно; поэтому его можно разсматривать какъ 
синтезъ или общую теорш  линейныхъ операцш.

Кроме того, ничто не обязываетъ насъ ограничиваться функщей 
одной переменной; мы можемъ принять за характеристическое 
уравнеше

ср (а, Ьу с . . . )  =  ••••

и вывести отсюда значеше символа G F  (w, v, w . . . . ) .
Авторъ далъ весьма много примеровъ определены значешя G F  (и) 

относительно весьма различныхъ функдш и, сверхъ того, указалъ 
способъ, иозволяюпдй вывести изъ Gty(u) и Gy (и) значеше

{и) . у (и). Наконецъ, онъ вывелъ такъ же общую формулу, за­
ключающую два двойныхъ интеграла и дающую значеше G F  (и)у 
какова бы ни была функвдя F  (и).

Такимъ образомъ женерализацш можно разсматривать вполне опре­
деленной операщей, какова бы ни была функщя, надъ которой она 
производится.

Что касается приложешй, то они особенно интересны и обни- 
маютъ собой довольно обширный кругъ. Чтобы составитъ себе о нихъ 
п о н я т ,  достаточно, напримеръ, заметить, что всякое тожество, за­
ключающее въ себе неопределенное количество и , можетъ быть пре­
образовано въ другое,, куда войдетъ произвольная функщя и это един­
ственно при помощи женерализацш даннаго тожества. Едвали нужно 
прибавлять, что указанный способъ дасть лишь, въ томъ случае ре­
зультата действительно новый, когда оба члена даннаго тожества 
будутъ иметь весьма различный формы.

Г. Ольтрамаръ показалъ на многочисленныхъ примерахъ, что 
этотъ способъ, если его применить какъ следуетъ, доставляешь значеше 
некоторыхъ определенныхъ интеграловъ, до сихъ поръ неизвестныхъ. 
Онъ даешь также отношеше между несколькими определенными инте­
гралами, ни одинъ изъ которыхъ не могъ быть полученъ отдельно. 
Другая группа приложешй относится къ интегрированш дифферен- 
ц1альныхъ уравнеш й,— къ обратному вычисление интеграловъ и дру- 
гимъ подобнымъ задачамъ. Задачи эти, считавш аяся различными въ 
обыкновенномъ вычислены, являются, наоборотъ, тесно связанными 
между собою въ вычисденш женерализащонномъ; даже более, они

1*
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суть не что иное, какъ частные случаи одной более общей задачи. 
И  эта  задача состоитъ въ слйдуюхцемъ:

Дано значенге G еаи F  {и) , гд?ъ F  (и) обозначаетя данную фут- 
цгют, найти значенге функцт ср (а ), входящей въ составъ харак- 
теристическаго уравнены G eau= y (a ) .

Задача эта называется рйш еш емъ символическаго уравнеш я

Geau F (и) =  т{а)'
Отсюда слйдуетъ, въ частности, что интегрироваш е всякаго ли- 

нейнаго уравнеш я съ постоянными или переменными коэффищентами, 
можно разсматривать какъ р е ш е т е  символическаго уравнеш я.

Третья категор1я приложений относится къ линейнымъ уравне- 
ш ям ъ съ частными производными; для этого достаточно обобщить все 
сказанное нами раньш е н а случай функщи двухъ неременныхъ и 
определить неизвестное z отношешемъ

z = G e xu+y\
такъ, какъ мы объ этомъ уже говорили.

Е сть  ещ е одинъ споеобъ, состояний въ отыскан1й частнаго инте­
грала даннаго уравнеш я, содержащаго произвольную постоянную; 
ж енерализуя этотъ интегралъ относительно постоянной, получаемъ 
новый интегралъ, содержаний произвольную ф у н к ц т , такую, кото­
р ая  входить въ определеш е Genu —  у (а).

Пользуясь аналогичными способами легко свести вопросы на вы- 
числеш е конечныхъ разностей къ задачамъ женерализащоннаго вы- 
числеш я.

Бы ло бы ошибочно однако видеть въ женерализащонномъ вы­
ч и с л е н а  нечто законченное, обработанное во всехъ деталяхъ. Гео­
метры . для которыхъ важ н ее всего точность въ математическихъ щ -  
укахъ, могутъ безъ всякаго сом неш я возразить противъ того или 
другого доказательства и принять некоторый формулы съ большими 
ограни чешями относительно входящихъ въ нихъ произвольныхъ функ- 
цш . Н о даже въ этомъ виде указанный нами способъ составляетъ не 
менее ценное оруд1е изследоваш я и весьма удачный опытъ матема- 
тическаго синтеза. Въ этомъ отношеши женерализащонное вычисле- 
ш е заслуживаетъ полнаго внимаш я геометровъ.

О. A. Laisani.



В В  Е  Д Е К  I E .

Предположим!», что функщя ф (х) равна алгебраической суммй 
н'Ьсколькихъ другихъ функщй, и 8 выражаетъ знакъ такой операцш 
надъ <р (#},. что, положивъ

<Р И  = ?i И  -+- (®) — ?«(*)-*-• • •
можно будетъ вывести равенство

8<р (ж) =  З с р Д ж ) -ь  о®2 ( ж ) - н  8ср3 ( ж ) ч -  . . .

Пусть Ф (8) нредставляетъ собою, функцш  8, которую мы пред- 
положимъ однозначущей, тогда символическое выражеше

Ф (*) ? И  '
дастъ намъ результатъ операцш 8 надъ 9 (х), при чемъ ф (8) должно 
быть, предварительно разложено въ строку по степенямъ 8.

Наприм^ръ, если бы 8 обозначало дифференциальный коэффи- 
щентъ В  отъ какой нибудь функщй и если бы мы взяли выражеше

I  j j  ф (ж), то получили бы

ср(ж) =  <р(ж) —  ®' {х) -+- f  (ж )—  . . . ,

гд* vip){x) =  D ny (x ).

Подобнаго рода разложеше даннаго символическаго выражешя 
можетъ быть довольно затруднительно въ томъ случай, когда функщя 
Ф (х) взята во всей ея общности.

Поэтому, чтобы воспользоваться этимъ соотношерцемъ, необходимо 
дать ему наиболее простую форму.

Такъ, съ помощью интеграла

dv =  F(ri)

мы можемъ положить со

у - ^ 5 <р(а?) =  <рИ — ?' (x)-h<?"{x)—.. .=  Je^<9(x—v)dv.
О
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Подобнымъ ж е образомъ, взявъ вы раж еш е cos Л  <р (х ) мы могли бы 
написать

_ / - . ч ср" {х) ср- (х)
cos i?® (ж) =  ср (ж)--- ТТ2 "Н 1 . ^ 3 .4 —  ‘ •

=  ! { ? ( *  +  / - -  1 )  —  —  т /  —  1 ) } -

Смотря по форме функщй ф (Ь) и по природе операцш , вы раж ен­
ной знакомь В, более или менее легко будетъ выразить з н а ч е т е  
ф (В) ф (х) въ конечной форме. Впрочемъ иногда, не смотря на то 
что ф (8) неразложима по степенямъ о, все таки „символическое вы- 
раж еш е им&етъ вполне определенное зн а ч е т е .

Т акъ , наприм еръ, вы раж еш я

log D . ср (ж )у Г ( Р )  ср (ж)

таковы , что и х ь  з н а ч е т я  не могутъ быть определены непосред­
ственно при помощи р а з л о ж е т я  log (Л ) и Л  (Л ) въ строки, распо­
ложенный по степенямъ Л ,  а между тем ь они получаются посред- 
ствомъ янтеграловъ ^  .

lo g  D  у (х) =  J  ег-9<р(х) —  <p(# —  v) ^
о V

Г  dvT(D ) ср (ж ) =  J е-" ср (ж —  log  v) —  •
О

В ъ предлагаемомъ опы те мы задаемся целью  дать способъ для 
определеш я значен1я этихъ вы раж ен!!, а также показать несколько 
вытекающихъ изъ него следствш .

Вычислен!е, начала котораго мы здесь предполагаемъ изложить 
(назвавъ его женерализащ оннымъ вычислен1емъ), по нашему м н ен ш  
должно занять важное место въ высшемъ анализе.

Однородность, легкость и  въ то же время приложимость вычис- 
д е т я  ко множеству весьма важ ны хъ вопросовъ позволяетъ надеяться, 
что оно найдетъ себе место въ программе высшихъ учебныхъ заве- 
ден1й и съ успехомъ заменить собою много весьма сложныхъ спо- 
собовъ, къ которымъ приходится прибегать въ вопросахъ, требую- 
щихъ помощи дифференщальнаго и интегральнаго вычисленш.



Предварительный понятая.
§ 1. Пусть ф (а) будетъ функщей перем'Ьннаго а (мы ее будемъ 

предполагать всегда однозначущеи). Мы имйемъ всегда возможность 
предположить, что эта функщя можетъ быть представлена конечнымъ 
или безконечнымъ рядомъ членовъ, содержащимъ въ себй показатель­
ное в ы р аж ете  еа, возвышенное въ различный степени *), и, вслйд- 
CTB ie этого, можемъ писать

ср (а) =  Оа е?а +  Оу е(а н- ....

Допустивъ это, если мы обозначимъ черезъ f  (и )  функцш пере- 
м&ннаго щ такого свойства, что для и —  а, / ( « ) = =  С*-, для

*) Нетъ никакого сомн^нш, говорить Пуассонъ въ своей теорги теплоты, что 
выражете ср(а) въ виде показательныхъ, д^йствительныхъ или мнимыхъ, рядовъ 
всегда должно представлять некоторую функвдю а, и онъ обращаетъ внимаше на т© 
обстоятельство, что показательное выражете ат можетъ быть дано уравнешемъ

где е обозначаетъ количество безконечно малое, что даетъ возможность выразить ат 
въ виде показательнаго ряда.

Кроме того, въ етомъ можно убедиться сл^дующимъ образомъ:
Пусть <р (а) будетъ некоторая функщя перем^ннаго а; мы можемъ всегда пред­

положить, что
¥ («) =  2  Ат аГ\

где т обозначаетъ действительное или мнимое количество. 
Положивъ

Ь2 Ь3а =  log (1 -ь Ь) =  6 — — — . . . ,

будемъ иметь

и такъ какъ &=*еа — 1,* то

2 3

<р [ lo* (1 +  »)]=* 2  B „ i“,

<p(«)=S Сре"».
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f  (?) =  С* , для и =  у, /* (у) =  Су и т. д .,  услов1е, которому всегда 
легко удовлетворить при помощи извйстныхъ формулъ интерполяцш , 
то функщя ф (а )  можетъ быть вы раж ена въ формй:

?  (в ) = /  (« ) ^  - + - /  (? )  / а Ч - /  (у) ^  ч -  . . . 

и ли  написана такъ: ¥ (й) = 2 /  (м) *“> . . . . . . . . («)
гдй знаки Е простирается н а вей  значеш я w равный а , р, 7 . .  . .

Функщя f  (и) можетъ имйть различным формы, зависягщ я отъ 
приняты хъ формулъ интерполя щ и; отсюда слйдуетъ, что ф ункцш  ср(а) 
можно представить множествомъ формъ, аналогичныхъ съ предъиду- 
щ еи, въ которыхъ функщя f  (и) и значеш е ея переменной вириро­
вались бы соответствующими образомъ.

§ 2. Н е смотря на то, что функщ я можетъ быть разложена въ 
показательны й рядъ различными способами, мы однако можемъ, 
оставляя всю ширину значеш й величинами а , р, у . . . .  равно какъ 
и формй функцш  f(u ),  когда система разложения въ рядъ принята,—  
установить отношения между этой функщей ср (а) и другой функщей 
Ф (а), находящейся съ первой въ нйкоторомъ соотношенш.

Такъ, напримйръ, если бы мы предположили, что функщя ср (а) 
разлож ена въ показательный рядъ при помощи формулы (а), то вы­
вели бы дифференцироватемъ

dn ср (а) 
dan t r  6

такъ что дифференщальный коэффищентъ какого угодно порядка мо­
жетъ быть въ свою очередь разложенъ въ показательный рядъ по- 
средствомъ умножешя каждаго члена принятой строки на и*.

Точно такъ же мы найдемъ, что

будетъ выраж аться суммой

у /00
^  и ет,

н , слйдовательно, можетъ быть разложенъ въ показательный рядъ по-



средствомъ д й л е т я  на ад каждаго члена разложешя принятаго для 
9 (а ); въ этомъ случай ел4дуетъ дополнить значеше интеграла про- 
извольнымъ постояннымъ количествомъ. Для большей простоты мы 
предподожимъ, что 2  f(u ) =  G  и вместо равенства (а ) напишемъ

вг еаи — ср (ад),

разсматривая G какъ знакъ, указывающш на некоторое символиче­
ское действ1е, которое слйдуетъ произвести надъ е™, чтобы полу­
чить со (а)..

Это дМ ств!е, будучи въ сущности ничймъ иньшъ, какъ суммо- 
вашемъ, производить исключеше ад, такъ что въ полученномъ равен­
стве функцш ф (а ) определяется выражешемъ Geau. Если бы мы хотели 
определить символически друйя функцш х(а),  ̂ ( а ) **• то следовало 
бы положить Geau, — y(a), Geau" =  $(a) . . .  и т. д. Указанное дйй- 
CTBie мы будемъ называть женерализащей, а количества ад, ад', и" . . .  
переменными женерализацт.

§ 3 . Вообще, разъ принята какая нибудь неизменная система 
разложешя функцш въ строку, эту функцш можно выразить урав- 
нешемъ

9 (a) (ад) еаи =  веаи.

Между темъ, въ некоторыхъ случаяхъ, не изменяя ни вида функ- 
д1и, ни значешя переменнаго ад, мы можемъ одну и ту же функщю 
определить различными уравнешями.

Такъ напримеръ, если бы функщя удовлетворяла усдовш

Ф («) =  Ф ( —  а),

то ее можно было бы представить двумя тожествами

ф(ад) =  веаи 
ф (ад) —  Ge~au

такъ какъ она не изменяется съ переменой знака количества а.
М ы заметимъ то же самое, если разсмотримъ функцш

ф (ад) =  9  (ад*) (ад >  1 ) ;

такъ какъ въ этомъ случай для выражешя функцш мы им$емъ п
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отношенш
/ 2«иг. , . 2m тс1 COS — ;---Ь sin   —\ п п V -l)

Ф («),
где ж - -ц е л о е  число меньшее п.

Во и з б е ж а т е  могущихъ произойти опшбокъ, всл^дств]*е того, что 
одна и та же функщ я можетъ определяться различными удовлетворяе­
мыми ею уравнеш ями, мы будемъ предполагать, что она заключаетъ 
въ себе постоянное # ,  прибавленное къ переменному а и условимся 
считать, что

G еаг< =  ср {ос -ь а).

Это отношеше определяетъ точно ф ункцш  <р во всехъ 'случаяхъ , 
только мы не можемъ полагать х  =  0 въ томъ случае, когда эта функ­
щ я вследств1е такого частнаго значеш я постоянна™ х , можетъ при­
нять форму <зр (ап) (п >  1).

§ 4. Д ейств1е обозначенное символически черезъ G въ сущности 
есть не что иное, какъ суммоваше и , вследств1е этого, оно распро­
страняется на в се  составныя части даннаго вы раж еш я, такъ что мы 
должны допустить, что если

Ф (**) = Ф4 00 -Ь Фа 00 -+- Фз 00 • • •
ТО

бгф {ц) =  (?ф1 (и) -н в  ф2 (и) н- <?.ф8 (и) н-

Отсюда следуетъ, что если а— постоянное количество, то 

Qa ф [и) =  абгф  (« )
и далее, вообще

d G  =  G d , Г G  =  G  j f и . т. д .,

изменяя порядокъ действ1я.
Условившись въ этомъ, мы можемъ представить себе действ1е, 

выражаемое знакомъ <?, въ весьма простой форме, взявъ за уравне- 
Hie, определяю щ ее ф ункцш  9:

Geau =  (хч-а).
Въ самомъ д е л е , тожество

еаи=  1 аи
Т 1 . 2 +

апип
1 . 2 .3 п
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даетъ

*  виа -4- 
-L 1 I u

a"
1.2 те Gun

съ другой стороны по формуле Тейлора

a cî
ср (ж 4 - ft) =  ср (ж) -+ у  <р' (ж) -+- —  ср" (ж)

гг
1 .2  . . .  те

срп (а?)

но эти формулы будутъ совершенно одинаковы, если дМств!е Сг та­
ково, что

Ос™ =  ср (ж -»- а )

в  ип =  ср(п) (о;) —  Dxn ср (а?)

при какомъ угодно значенш даннаго количества те.

Легко убедиться,, что значеше функцш ф вполне определяется 
первою изъ этихъ формулъ, потому что вторая представляетъ лишь 
ея следств1е.

Эта формула (1) показываетъ, что когда существуетъ равенство

Geau =  ср (а? н- а)
ч

для выражеш я функщи ср, то, обозначивъ черезъ Dx ср (х) дифферен- 
щальный коэффищентъ ср (х), мы должны принять, что 6гф(те) отвй- 
чаетъ значенш  ф(2)я>), если разложить Н А * ) въ строку по степе- 
нямъ Dx и затймъ произвести указанный дифференцировашя.

§ 5. Женерализащонное вычислеше можетъ быть распространено 
на функщю несколькихъ переменныхъ

? {а, Ъ, с, ..... ),

которую можно представить себе въ виде строки, расположенной по 
степенямъ показательныхъ выражешй.

Такимъ образомъ, если мы предположимъ, что

Q eau+bv+cu>+.... _  у-ь-Ъ, z -л-с . . . )



то , разлагая показательное вы раж еш е, будемъ иметь

a,u-t-bv +  cw-+- ... t (аи +  bv +  cw-ь- ...)2
1 1 1 ГГ2

=  c? ( х ч - а ,  y - i- b ,  z - i - c  . . . )

Н о съ другой стороны теорема Тейлора, примененная къ разло- 
ж е н ш  функщи несколькихъ переменныхъ, намъ дастъ

/ 7 . > ч dy а?
9 { х + а ,  у + Ъ ,  г - ь с . . . ) = т ( ж ,  у , я . . . )  —

, ^ ь о " .  .
d xd z  1 .2

съ  помощью этихъ двухъ тождествъ мы имееыъ

1 =  ® (ж , у , Z . . .)

Gu =  

ви* =

/
й?2ср
d x l

Gw 

Gw2

flfcp

flfe

# 9
dz*  ’

Отсюда сл'бдуетъ, что если мы разложимъ показательное выра- 
ж еш е е»“+*Ч-«»+— въ строку, гд$, замЗшимъ и  знакомь Д , ,  г>— зна­
комь D, и w— знакомь D. и т, д .,  а  потомъ произведемъ дифферея- 
цироваш е, то получимъ значеше

М ы  должны предположить какъ сл4дств1е, что если требуется 
определить значеше G & (u, v, w . . . )  полагая

Q .e au+bv-\-cw +... —  <p Ч- У  +  Ь ,  Z - h C  . . .),
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то достаточно заменить выражеше и черезъ Da, v— черезъ w—
черезъ J)z и т. д ., зат^мъ разложить

Ф (Д , Д> Д  • • ■) <Р (ж, г/, г . . .)
въ строку по степенямъ Dx, DyJ Dz . . .  и наконецъ произвести озна­
ченный дифференцировашя.

§ 6 . Способъ женерализацш , который мы предполагаемъ дать, 
основывается на определены симводическаго действ1я (У, произво- 
димаго надъ некоторой данной функщей.

Разсмотримъ сначала функцш одного переменнаго; легко понять, 
что действ1е (Уф (и) можетъ иметь настоящее значеше лишь вь  томъ 
случае, когда предполагается равенство

Geau =  y{% -b-a), . ................................. (1 )

при чемъ значеше G  ф (и) должно быть выведено прямо или косвенно 
изъ этого отношеш я, которое мы назовемъ характерисшическимъ 
уравненгемъ.

Такимъ образомъ, дифференцируя это уравнеше относительно а , 
получимъ

в е Г и

d2 d2 ‘ ,
Ge*u и ы  ? 1̂ ^  а>= ъ ?  9 & а)

и вообще

П олагая въ этихъ тожествахъ а  =  0 , мы получимъ

6? 1 ==<р(#), (?и =  ср'(а;), 6V=<p"(#) ... —  <p(n)(w). . , (2 )

Если въ тождестве ( 1) мы положимъ последовательно a = y V — 1 
и а = —  у V  —  1, то будемъ иметь

GeyuV~l =  <р (а?-ну l/— 1)
Ge~~yuV~l — <? (ж — у  ■ / —  1)



—  И  —

л  следовательно

G sin у и =  ̂  ~  { 9 {% ■ +■  У У —  1) —  ?  (х —  У V —  1) }

#  COS j/W =  -g- |ср (ж -b j/ j / — 1) -ь ср (.£ — у  У — Г)

Съ помощью этихъ двухъ формулъ и принимая въ разсчетъ, что 

cos у  (v —  и) =  cos yv cos у  и ч- sin yv sin у  и , 

получимъ следующее отношеше

G cos у  (v —  и) =  I j <р (ж  +  « / ] /  —  1) — 1

?  (■»—  у У —  ! )
у»»'

'(»)

§ 7. Чтобы дать общее опредедеш е значения G  ф (и), разсмо- 
тримъ известный интегралъ

e~iu =  l f . cosh^ ^ r ^
и  зам ечая, что

и
у 2 ч -  и 2

со

“  / - ■
lu cos iy d t,

будемъ иметь отношеше

со оо

e~h" —  -  J  J  e~iu cos hy cos tydyd t . . . . (1 )
О О

Ж енерализуя обе части этого тожества относительно и и при- 
нявъ за характеристическое уравнеш е G еаи =  <р (х-^~а), получимъ

со  оо

9  (х—h) =   ̂J  J 9  (х — t) cos hy cos ty dy dt. . . ( 2 )
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Точно такъ ж е, исходя изъ извйстнаго интеграла

-hu
со

У* -+- и*
и замечая, что

получимъ

У
у * и 1

оо

=  J  е ~ы sin ty dy,

,—hu

О О

женерализуя которое, найдемъ
ОО 00

со оо -

2 J  J е~ы sin hy sin ty dy d t, (8)

y (x  - h) \ J 'J < ? ( x  —  i)  sin hy sin  ty dy d t. . . ( 4 )
0 0

Полагая въ формулахъ ( 2) и (4 ) ф ( х)  равнымъ постоянному количе­
ству, получаемъ два интеграла

с о  с оя cos hy  cos ty dy dt ... .................................( 5)
0 0

с о  COя sin  hy  s in  ty dy dt = ~  ..........................(6 )

Теперь, если ноложимъ въ формулй (2) u =  u-+-vy то будемъ 
имйть со со

e-hu-hv =  ~ j  J e r iu~u cos hy cos ty dy d t ;
о 0

женерализуя это новое тожество сначала относительно и , потомъ 
относительно г’, п р ин явъвъ  первомъ случай за характеристическое 
уравнеше Ge™ =  y(x~+-d), а  во второмъ (?еак= = х ( # -ь а ) ,  получимъ:

со со

о ( х — h ) l{ z  —  h) =  ^ J  J  <р (ж —  t) X (z — t) cosht casty dy d t .
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Комбинируя эту формулу съ формулой (2 ), находимъ

со со

X (оо —  А) j *  J * у {ос —  t) cos hy cos ty dy dt =
у 0

CO CO

=  J  J <p (ж — t) x  (*•—0  cos %  cos ty dy dt.
О <)

Это уравнеш е покавываетъ, что въ выраженш

со со

J  J 3 cos hy cos ty ® {x  — /) x {x — f ) dy dt
0 0

можно вынести множитель x (x  “  0  изъ-подъ знака интеграла, за­
м еняя при этомъ переменное t черезъ А, и наоборотъ можно внести 
множитель х  — А) подъ знакъ интеграла, зам еняя въ немъ h 
черезъ t.

Исходя изъ формулы (3), мы получимъ тоже относительно инте­
грала

со со

J  J  ср (ж — t) х (is — t) sin hy sin ty dy dt.
0 0

Доказавъ это, заменимъ въ тождестве

Ф(k\ =  Ф W -|-Ф(— , 'Ф ih) — Ф ( — }<), ~
7U 2 7Г 2

^ ею  значёш ями, выраженными помощью формулъ (5) и  (6); тогда 

мы будемъ им еть
с о  с о  .

ф (А) — — ^  Ь  ^ — —  J *  J  cos hy cos ty dy dt - h

о 0

-t- —̂ ~  —— J  J  sin hy sin ty dy dt,
0 0

что можно написать, внеся множители ф(А)-н<]; (— /г) и ф (й) — ф (— ,



подъ знакь интеграла, въ слйдуюгцемъ виде

со со

И Ь ) = \  Я  (ф ( 0  н - ф ( —  #)) cos %  cos ty dy dt -+-
о о

CO CO

0 0

Последнее равенство можетъ быть выражено въ форме

со со

у ( / О -  ]_J  | f  H O  c o s y  {t— h) dt j  dy.
0 —  со

Это—формула Фурье. Она простирается на вей действительный, 
положительный ж отрицательный значешя перемйннаго А, и можетъ 
быть применена къ какой угодно функцш— непрерывной или пре­
рывной; единственное услов1е, отъ котораго должна зависеть функ­
ция, состоитъ въ томъ, чтобы она обладала только однимъ значе- 
шемъ для каждаго изъ значешй переменной величины.

Заменяя въ этой формуле h черезъ и , и t— черезъ v, мы выве- 
демъ нри помощи формулы (3) женерализацш (предъидущщ §)

^ со со

О- ф (и) =  —  j *  j  ф (») <р (ж н -  у ]/ —  1) е~y’v - 1 dv . dy, ( 7 )
— со — со

что можно написать въ виде

О ф (и)

со со

* _ f  У *{<К ® )-ьф (— »)} { < р ( а м - у /
О 0 ____

(х — у  ] / —  1)} cos yvdvdy

/ { ф(®)— К — 'Р —

—  ®  ( ж — у  У  —  I ) }  s i n j / ' o  dv d y
О О

(8)

Устаноааадукацьн 
В . Обречмовт|? J  j ц j  5 с  S i ДЗврХЗ|НЫ уМБЗОСЙЭТ

twfl П .М .М а и з р а в г *
Б 1.6 Я IЯ ТЭК А
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§ 8 . Е сли  мы положимъ въ этой формул^ ф(и) =  е~аи\ то по­
лу чимъ

от со

6  (Г0"' =  ~ J* Г  е~т' {<р (ж -t- у  у  —  I) -ь
О О

н-ср (х-— у ]/ —  1 )} cos yv dv dy.
Зам&тивъ, что

о>

/ л/кег™' cos yv dv =  — 7=  е 4а 3 2 ]/а

мы будемъ HMiiTb, полагая у —  2 | / а  . у

1 + /?  __ ___
(} е'аи‘ — J e~v' сс (x -h 2у]/а ]/— 1) dy

—  ~у= f ег'[‘ \ ср (ж  - ь  2 г/ ] / «  / — 1)-н<р(ж — 2 г / ] / « | / — 1)
1 /7 U  с /  
г О

ИзмЗшивъ а  въ — а ж у ъъ —у: найдемъ

J +  ° °

#  ̂  _  Г е-у' 9 (х ч г 2у У  a) dy
у  К J

— Ц Л у  . (1 )

V
^  Г  {<р (гс-f- 2г/ |/«) -+- <р (ж —  2г/ ]/«)} dy . . .(2)

Положимъ, что ^(w ) = ■ Л —Я» , тогда получимъ

е
со со

b ^ - = \ H b { x * y V ~ ' )О О

COS yv
?  ( ж — у  / —  I ) ]  *  • dV-
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Но такъ какъ
со

/ cos т  1 tz_____J  fja) == __
е™-л-е~т 2 а Пу Tty

е2ач - е  2а

то
1  1  СО

Ст « = 2а f  [ ? (* + У 1/ ^ Т

' i ( x  — у У —  1)] тгу _ 7 Г ^

е^а-\-е 2а

(3)

Наконецъ, положивъ последовательно

1
ф («)= а 2 # 2 ^ 2 » п * )  =

получимъ

9

о:

(ж —  У V  —  l ) j  dy j

(т

1
а2 —  Ь2и2 7

yV- 1)4-
о' cos yv dv
а2 -+- Ъ*«* ■

у V —1) 4 -

о' cos yv dv
h 2 u ‘ • • (5)

§ 9. Хотя формулы (7) и (8) § 7 показываютъ, что вообще воз­
можно определить G  ф (и) двойнымъ интеграломъ, но обыкновенно 
проще бываетъ женерализовать функцш непосредственно. Для того 
чтобы достигнуть этого, мы укажемъ весьма полезный пр1емъ, кото­
рому дадимъ назваше женерализацт по частямъ.

Этотъ чрезвычайно простой способъ даетъ намъ возможность вы­
вести значеше G ф (и) . X {и) . . . .  6 (и) носредствомъ G  ф (w)v 
G X (и) . . .  G  G (и)*

2*



Разсмотримъ сначала случаи произведетя двухъ множителей 
G ф (и) х (#)• Теорема М аклорена намъ даетъ

гг
Ф (*0. 7  («О =  Ф (°) 7 (0) -+- [Ф (0) г  (0) -+- 7(0) ф' (0)] у 

■+■ [ Ф (0) 7" (0) -ь 2 ф' (0 ) •/' (0 ) +  ф" (О)х(О)] ~ ~  +  • ■ •

отсюда мы выведемъ помощью ж енерализацш , принявъ за характе­
ристическое уравнеш е Geaxi =  <р {% —  а),

в Ф («) 7 («)=Ф (°) 7 (°) ? (ж) •+- [Ф (0) х'(°) ч- 7 (°) Ф'(0)] +

+  [Ф (0) 7" (0) +  2 ф' (0) х' (0) +  Г (0) 7, (0)] Щ -+ ........... (■1)

Н аписавъ это равенство, замйтимъ, что если подставить въ вы- 
раж еш е

Ф (0)х(*)ч-Ф '(0)-^  +  +, ( 0 ) ^ +  . . .

вместо X (х ) вы раж еш е

Ц * ) = Я 0 ),(;С) - , - Л 0 ) ' Ф + х " ( 0 ) ^ - ь  = » ! ( * ) .

то получимъ вторую часть равенства (1 ); отсюда слйдуетъ, что для 
вычислешя значеш я G  Ф (и) х (и) достаточно определить значен!е 
G  ф (гг), зам еняя въ немъ <р черезъ X, а затЗшъ найти X (ж) съ по­
мощью уравнеш я

X (х) =  &Х 00*
И склю чивъ затЪмъ функщю X изъ двухъ уравнеш й 

G 4 (гг) =  F  [X {х -+- Щ 

Ч « )  =  #  7  (и) =  JP, [ср (ж A t)],

G ф (гг) % (гг) =  F F { <р (о? ч -  к  -+- A J .

—  20 —

получимъ
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Понятно само собой, что если требуется определить значеше

- G Ф (« )  г  (« )  • • • 6 («)>

то достаточно, подобно тому, какъ мы поступили въ предъидущемъ 
случае, исключить функщи X, р., . . .  р изъ тождеетвъ

G^(u) =  F [ k ( x -+-■*)] 

к (ж) =  G х  (» ) =  О  О -+- * i) ]

р (ж ) =  & 6 (и) =  F n [9  (ж -+- А1, ,) ] .

Предполагая каждый изъ множителей равнымъ ф (и), мы можемъ пред­
ставить G [ф (u)Y отъ значешя G ф (м).

Допустимъ, что

б г ф ( |» ) =  J Т к { х  —  Ту) dt,

где Т  я Т х известныя функщи переменнаго t
У

\  [х) = G ч (и) = J V (х (х—  Г 4) dv
а'

V И V' — функщи V, и т. д. до
Ъп

р [х) =  G 0 {и) =  J  W <р (х  —  Ж 4) dw
ап

W  и W x—функщи w.
Исключен1е функщй X, р-, . . .  р приведетъ насъ къ уравненш

G Ф {и) х  (w) . . .  6 (и) =

Ъ Ъ1 Ъп

— J Т  dt J  V  dv . . .  J w  9  (ж -+- Т7, -+- F ,  ,-t- . . .  -+- TF,) dw.
a a’ an

Для примера женерализащи по частямъ определимъ значеше

Ge 4«* cos ж .
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Мы знаемъ, что

6г cos аи —  i  |х  (х -+- а У — -+-1{х —  а у '— f ) j  ;

съ другой стороны по формул-й (1) § 8
-\-со

I (х) =  Ge~*f =  -^= J e~qH' <Р (х н- t у —  1) о?/,
— со

а потому
i  °0

Ge~w cos аи =  —у =  J e~q,t' j и [ж -+- [t -+- а )  ] / —  l j  н

-+- 9 [ж -+- (t  —  а) У  —  1 j dt.

Зам еч ая , что замйнивъ t черезъ — t , мы им'Ьемъ тождество
СО по

J е — а)У—  1] dt—J e ~ q‘ 9 [х— (t-t~a)y— Г|dt,
— ох. — со

.можемъ предъидущее равенство написать въ следующей форм$
+ о о

Ge~w cos аи =  ^ J 19 [х -+- (t -+- а) У  — 1] -+-
— со

ч- 9 \х  —  [t -+• а) У  — 1J | dt

или

е~,и' G cos (t -+- a) u d t .  . . (1 )4*’ cos аи

Производя надъ полученнымъ тождествомъ процессъ обратный же- 
иерализацш , будемъ иыйть

+;с У *  - «
—  v * 4«’ cos аи. . . . (2)J е~,{l' cos и [t -+- a) dt =  i—  й

г

Точно такъ же мы найдемъ, женерализуя по частямъ выражеше



Пусть требуется определить значение

G 1(а ч- Ьи) (V ч- V и) (ап ч- .... (a(*j ч- 6(и) w j

Заметивъ, что женерализуя интегралъ

а

ос

1 _ _ =  г
\- bu J

е - ^ ь п )ь  $

мы должны получить

О

можно написать сл4дуюпцй рядъ тождествъ:
S

• GO ' • ' ' ' '

в  т т ы  = / ^ * (* -  w >dt
О

со

& dv

со

G' , > 17, т ■ =  Г й_ “с,,)г ® (ж — #к,г)и a{n)-+-Un)u J  ‘ v '

Такимъ образомъ получнмъ

<7 (a -t- 6м) («' -ь V «) . . . .  (aw -+- Ь™ и)
со со сс со

—  at— afv— ' • • • —  ® ср (# — Ы — Vv — .
0 0 0 — дай*) dtdv . . .  <fe.
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§ 10 . Ж енерализащ я по частямъ можетъ привести иногда къ 
определенно н^которы хъ кратны хъ интеграловъ. Изъ интеграла

ОЭ

О

дифференцируя п— 1 разъ оба его члена относительно п, получаемъ
со

^  =  TJn) / е~Ы dt ■
о

П олагая и =  а-±-и и ж енерализуя, имйемъ
оэ

0

Разсмотримъ теперь тождество

1 _  1 1 1 1____

(а -+- и)п (iа - ь  w)M~ w ^  ( а  -+- и)т~р * * * (я  ч-м)* “г ^  ( а  w)r ’

ж енерализуя его по частямъ съ помбщью формулы (1 ), будемъ имйть;

6 е / — —  =  71/ 1------т Г сгях д а"-"-1 X (ж  —  да) «?да(а-+-и)п т Г (п — m)J v ;
оэ

61 = Г ( т -  Р) f ‘ ~~ г~~Г~' i* (* -  s> *
0

1 °°
61 (а -1- « У  =  (г) -  &г~ ' ? (* —  * ■

0

Допустимъ, что число множителей второго члена разсматривае- 
маго тождества равно Тс, тогда женерализащя его дастъ

оэ

ч- Z Ч-
€ Г ——1 ■*— ^ - х  . . .  s '- 1 <Р [х  —  (да -+- 

. . .  -+- s ) ]  dv .  . . .  r f s  =
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г ( » - » , )  г  ( м - р ) ... m  . (а)
Г  (%)

формулу, которая превращается въ

о '

со

У<,—о {«-fgf- ... +$) <р [ж —  (в ч- g +  . . . -ь в)]

V ( vz ... s)7;—”
dz . . .  ds =

=  T J n j  f  e ~ a t  f "~l —  • • • ■ ( 3)

если положимъ въ ней вей множители равными между собою. 

Примйнимъ теперь женерализацш по частямъ къ тождеству

еЪи' . . . .  еы'г  . . .  . . . ( 4 )

По формулй (2) § 8:

вешг =  ~= J  е~*' I {х ч- 2 }/а . t)
* —оо

-foo

X (%} =  Оеы'=  у -  §  е~г‘ Iх \х ■+■ 2 ;V^ • *0

dt

dv

. р (ж) =  =  -4 =- J  г'°' ср (ж ч- 2 у  к . is )  div.
' —со

Обозначая черезъ п число множителей, мы подучимъ, женерали- 
зуя оба члена тождества. (4), следующее равенство:

-fco +оо -foo

J  J .  . J +  2(|/e t-i-ybv-^..-^-]/kw)\dt dv..dw
— оо — со . — со

-foo
n—1 /» ____ _________ _______

=  7Г 2 I 6 z у ( j £ 2 у d н— Ъ +  ... H~k.z) dz.
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Е сли  предположим!», что а - ь б - ъ с н -  . . .  ч - & = 0 , то, принлвъ 
во внимание равенство

J  J е-*-* ср \х  н- 2 j/$ (̂ -*- #]/-— 1)] dt . dv =  т̂ср (#).

§ 11. Символическое действ1е G , производимое надъ переменной ад, 
можетъ быть произведено надъ всякой другой переменной, такъ что, 
если бы мы разсматривали ф ункцш  двухъ переменны хъ, ад и -у, напр. 
ф (ад, ад), то могли бы вы вести, употребляя обозначешя Gu относи­
тельно переменной ад и Gv относительно ад, формулы для Gu ф (ад, ад) и 
Gv Ф (ад, ад). Т акъ какъ эти операпди не что иное какъ сум моватя, 
то можно сказать вообще, что

То же самое можно зам етить и относительно функщй съ какимъ 
угодно числомъ переменныхъ, и  женерализовать ихъ въ какомъ угодно 
порядке, не  ̂ и зм еняя результата действ1я.

Само собой понятно, что каждому женерализованпо соответствуетъ 
различное характеристическое уравнеш е, такъ что

в пе̂ и~  y(x-v-a),  Gveav —  0 Gtceay> =  % (*-*-«) • • •
можно принять за характер ист и чесмя уравнеш я, соответствуюпця 
переменнымъ ад, ад, гад . .  .

Е сли , наприм еръ, мы разсмотрамъ функщю двухъ переменныхъ 

~2------ , значеше которой можетъ быть выражено интеграломъ

найдемъ

-ь")/k>tv)dt . dv ... dw =  u 2 cp (x)......... (5 )

полагая n =  2 и b = — a, получимъ

(rv Gu ф (и, ад) =  Gu Gv ф(ад, ад).

со

О
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то можемъ вывести
со ' с о

GK =  / е“ ‘“"di • ^  =  / ^ <и19 (У -  t) dt.
0 0 .

По формуле ( 1) § 8:

G"e~lU' =  2vV l /  ГГ‘(? (x+ fiV — i) -+- ? (a; - г у С  l) j dz,
* U

а потому

1 _
G ^ W ^ ~ v  =  ^ J  ( ? ( *  +  * / - ! )  +

К О
с°

} /* *r dt
dz j  e~rt ,®{y —  t) . . (1 )

.Точно такъ же мы найдемъ

а
1 1 СО

^ Г» =  2 Т » /  У т 1 } .^

6 е,, 6 s

w* -+- г? 9 j /  

и следовательно 

1 г—zV v

гг-ь-v = L / l f ^  ч_* i / " 1 ) ■ь ? ■ / - 1)} ̂  ̂ » у -  ■ • (2)

Но такъ какъ Grv &и =  Gu Gv} то формулы (1) и (2) даютъ

ОО' е2
^  /* « т «  ?  [х  - f )  d i _ ■

| / w  / т с /  ) / #

Дифференцируя это уравнение относительно я и полагая я = в ,  мо­
жемъ писать

V О
а'2

Полагаемъ t =  \ тогда написанное равенство приметь видъ



Разсмотримъ теперь ф ункцш  е~ ш*, изъ которой выведемъ
С О  у-1

е~аг =  г Л =  Л  <Р ( *  -+-У V — 1 )  +  9  (я?-—  У V —  i )  dy G„
1 y V

но такъ какъ
G,e-vu'=  0 (р — и*),.

то
$~ш% =  Gfu 0 (р — w2) .

Съ другой стороны, формула 8 § 7-го даетъ
со

0 0 (р — О = Т (л? н- у Y=1)
1 О оэ

-ь  9 (ж —  у  ] /  —  1) | dy J 6 (р— да2) cos yv dv .
О

Съ помощью этихъ двухъ тождествъ находимъ:
оэ

0  4 и  2
#  — — =  - т =  / <р(я;— г;2) cos у #  яг;

Y u  V п J

формулу, которая, будучи деженерадизована, даетъ известный интегралъ
со

п V  П ~ tcos yv dv =  ----=  й 4“
2 у м

§ 12. Хотя мы и не должны бы были заниматься въ этомъ со- 
чиненш никакими другими операшями кроме тйхъ, который опре­
деляю тся равенствомъ

6г еаи =  ср(х -+- а),
тем ь не менее однако, въ виду важности вопроса, считаемъ необхо- 
димымъ сделать небольшое отступлеш е.

Легко понять, что подобная символическая операщ я можетъ быть



-  29 —

определена всякимъ другимъ отношешемъ; такимъ образомъ, обозна­
чая черезъ &  новую форму женерализацш, мы можемъ положить

д .1 еаиУ- 1 = .<р ау

И зъ этого отношешя вытекаетъ непосредственно

611 е~т = ср {х -н $ т/— 1)

6г' ет =  ср (ж — а ) / — 1)

<?' sin д о  =  | j ср (ж - н  я) —  ср (ж  —  а) |

6г' cos ш  1 ср ( #  -+- я )  -+- ср (ж —  а) |  .

Не вдаваясь въ болышя подробности по этому предмету, укажемъ 
только, въ.виде примера, на некоторый выгоды, представляемый этимъ 
символическимъ действ1емъ.

Известный интегралъ
со

cos cmt
dt = '  <r

и

дастъ намъ после женерализацш G'
со

/
ср (х нн at) -+- ср (х — at) 7/ , ,— -
—1 ^ --------- dt =  тор (х -+- а - /—  1) . (1)

О
разсматривая а какъ количество положительное по своей сущности 

и полагая t =  —, будемъ иметь
со

ср (х Н- t) -К ср [х —  t)
a F F T 2 [х  - + - « ] / —  1). . (2)

Дифференцируя уравнеше ( 1) относительно а , а  затеыъ, полагая
. tЬ =  —, выведемъ 

а

У* * ^  F t d t - = - v ( x ^  « ] / — Т )  т / = Г .  . (з )



Формулы (2) и ( 3) были даны Коши (У иражнен. 1826 етр. 10) 
въ форме

сс

и
со

f  У ^ аа _I  ^ -----—  t d t  =  Ku(a-\/ ~ l ) } / ^ \ ,
О

соответствующей значешю ж = 0 .  П ервая предполагаешь, что функ- 

щя у (х ч -у \ / — 1) сохраняетъ конечное значеше:

во 1-хъ для х  —  =*= оо нри какомъ угодно у 
» 2-хъ „ у =  СО „ „ „ ж ,

а  вторая предполагаетъ сверхъ того, что у (х-+- у V  —  1) уничто­
жается для у =  со.

Принимая въ разсчетъ замечаш е, сделанное нами въ § 2 , этихъ 
уеловш недостаточно; необходимо сверхъ того, чтобы (t) не была 
функщеи Г  ( ? г > 1 ) .

Е сли бы мы желали вывести формулы Кош и, взявъ за  характе­
ристическое уравнение

Gfeau и (% -h a) ,

то достаточно было бы предположить, что въ йзвестныхъ интегралахъ
с с  со

cos Ы dt tz _ _ a b  __ (* sin  Ы . t d i _  тс

=  2 a e “ и 0

возможно дать Ь мнимое значеше u V  —  1 , что позволило бы эти фор­
мулы написать въ виде

мЬ

a*

ut
dt —  -  e~ mV- 1

a

cc

f eu,--e-ut.
a- t 2

td t  —  -  ] /  —  1 в—auM—1
• (5)

Очевидно, что этимъ способомъ нельзя получить формулъ Коши, 
потому что интегралы (5) имеютъ значеш е безконечное и  потому 
нельзя было въ формуле (4 ) дать Ь мнимое значеше, взявши же дру­
гое характеристическое уравнеш е можно избежать этого неудобства.
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§ 13. Принявъ за характеристическое уравнеше

Q-em+bv+ct0+'" =  9 (х -н а, у ч- Ъ, z ч-с . . . ) ,

можно бы вывести изъ формулы Фурье, распространенной на случаи 
функщи н^сколькихъ перем^нныхъ, значеше 6г Ф (и, v, w . . . )  въ 
определеныыхъ интегралахъ. Но получаемый при этомъ формулы до 
того сложны, что гораздо выгоднее избрать более прямой путь. Мы 
разберемъ этотъ вопросъ подробнее.

Ж енерализащ я функцш несколькихъ переменныхъ можетъ быть 
получена по правилу женерализащи по частямъ, которое применяется 
также и здесь, какъ въ этомъ. легко убедиться доказательствомъ, 
аналогичнымъ тому, которое мы употребили въ случае функщи одной 
переменной, наблюдая всегда соответсш е между х  и женерализащей 
относительно и, у и женерализащей относительно v, z и женерали­
защ ей относительно w и т. д.

Если бы функщя, которую предполагается женерализовать, со­
стояла изъ произведешя функщи, заключающихъ въ себе только по 
одной переменной, какъ напримеръ

ф (и. v, w, . . . )  =  F  (и) F,(v) F % (tv) . . . .

то достаточно женерализовать каждый множитель какъ функцш одного 
переменнаго и вывести отсюда полную жеяерализащю при помощи 
женерализащи по частямъ.

Пусть требуется определить значеше G  принявъ за харак­

теристическое уравнеше

(г eau+bv+cw — гр (х ч- а, у ч~ Ъ. z ч- с).
Изъ интеграла

G у, z) dm

выводи мъ
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со

$ \ =  V у  — и', z) dm>
О

со

G — =  J  у (х> у, я —  ф") d(о1

следовательно, чтобы произвести ж енерализацш  по частямъ, мы 
должны написать

со

G ~ {% —  ш, у, z) dm
О .

со

\  (х, у, v) G J у. {х, у —  ш', z) doi’
О

со

р. (#, у, го) =  Gr — =  С® (%, у, z —  to") doy"
'W е/U

и исключить изъ нихъ X и р, что намъ дастъ
со оо со

ff -А- =  i f l  У— w/? я— a>n)dw . du>1. day" . . . (1)
е/ еУ йУ О О О

Предположимъ точно такимъ же образомъ определить значеше 
Ge~tu'~~sv' , принявъ за характеристическое у р ав н ете

Geau+bv =  <р (х — а, у Ъ). 
о

со

— -А= Се~^ X {х н» 2 у7  со ] /— 1, у) (̂о 
1 / т: J
г —со

со|  Гш _  ____
X (ж, у) =  Ger™' е~шП Ч («» У 2 l/s ы ' / — !) *>'»

М ы знаемъ, что

Ge~tu'

следовательно

Ge-‘H =  — Г J  е ® (ж -+- 2 ]/^ и | / — 1 У

2 j/s ш' |/—  1) . ( 2 )
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Въ некоторыхъ случаяхъ легко бываетъ произвести разделеш е 
перем^нныхъ данной функции при помощи интеграла.

Предположимъ определить значеше

& - — 1— , рил - и  qv

принимая за характеристическое уравн ете

Q-eau+bv =  <р а , у  н -  Ъ) , .

Зам ечая , что

1-------=  /  e - '^ + ^ d t ,
2 +  #  Л 'p u * + q v  t.

получимъ

(9 — —1—  =  /  <# Ge-**'-**1 
pir-*-qv J

откуда, женерализуя по частямъ, будемъ иметь

1 03 00

9  <* +  2 > ' "  w  -

- н  cp —  2 ] / p # s j / — 1 , у  —  g#)j di . tf* .1 . ( 3) 

Пусть дано еще женерализовать функщю двухъ переменныхъ

&
и

'? -+- а2

Производя непосредственно разделеше функцш на множители съ 
помощью интеграла

и
и2 - ь  а 2

J * е~ы cos avt d t ,

мы будемъ иметь такимъ образомъ

G и2 -н  Я2# 2
=  di Ge~tu cos avt .

В. Обрепмовъ.
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Но тавъ какъ
Ge~tu =  9 (% — «/)

#  cos avt =  ~ j f (а?, у  -л- at |/—  1 ) н- <р (#. 

то женерализащя по частямъ намъ дастъ 

и

at V — !)}’

а и 2 -+- я 2г>2 = I У* {? —у н_ aiv/—■
-1- ? ( «  —  *, у — at У — l)j. . ; . . . (4)

Можно получить более пли менее простыя выражешя, смотря по 
тому способу женерализацш, который применяется.

Такъ напримеръ, определяя значеше G - 2— съ помощью 
интеграла

и 1

со

 ̂ . С /)—to1—а1 tv*
r ^ ~ J e d t >

по формуле (2) будемъ иметь
СО -J-CO + О Э

e w ^ 4 ‘ = \ f d t ! Г  ■’ ■ " { » . ( * - Г 2 v W - l , y -
О — оо — со

2 a'\Zttof ]/— 1) I da . А > ' • • . < .  . . . ( 5)

Но легко получить гораздо болъе простую формулу, замечая, что

1 1 1- —------- :---- —  ---------- _ , ^_— .. .....
и*--на*»* u +  av} / — 1 u —~av\/—  l ’

женерализуя по частямъ, получимъ
 ̂ 'со

G ------------=  /  I (х  —  О), у  — аи>л/— 1) da-и ч - av \ / —  1 J  v )V О

1 03
\ (x ,y )= b 'u avy z_  j /*? (« -  ®\ ун а<»']/-- \ )  dw

О
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G ■

и следовательно
С О  . (

■ 1
г/2н -  а?Ф <р(ж—  со — o ' ,  — со)У '—  1) da> d a 1. . (6)

о о

Опред'йлимъ е д е  значеше Cre?wV  
Замйтимъ сначала, что

4̂ am  (м -f - г1)1— a(u-v)'1

Съ другой стороны интегралъ

= £ У > гtu —17 dt

намъ дастъ

а (м -}- р )2
- +°°

- г. Рe2Vat(u + v)~i*

женерализащ я котораго приводить еъ выражешю

0.^4 {ч + vf)1 =  -4 = ( е~* ср {х ч- 2 -/a t, у -н 2 ]/a t) dL : v
у It U

' - Точно такъ ' же найдемъ

7= f (" 'г [ я - { - V a l̂ V — h  У — Z\/ahY— \)dh,
тс J  ...........’'V •—<̂и

откуда, женерализуя по чаетямъ, получимъ

Q-̂ iam __ Q-g® («-Ю2—л («—»);
С О  С О  ' • • .

— - j =  J * ' J  (T-r-W V X   2 У  a (t
— СО " С О

7г-|/—  1 ), —  А ] / — 1) dt dh

а1 ' Vи полагая а — ~ ямьемъ 
4

_  I
ТС

e~ f7 к5 ср ж ч ]/«  (if -I h У—1), у
— СО —со

+- У  a (t —  h y ^  1) dt dh : • •• » (7)

3*
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Ж енерализащ я ращ ональны хъ Ф ункщ й и  вычиеле- 
т е  значеш я опрвд’Ьленныхъ интеграловъ.

§ 14. Разсмотримъ сначала функц!ю - которую-легко же*

нерализовать съ помощью интеграла
, *оо

— 1-т - Г '< - * Ш  dtaа -ь ои -Jо
при чемъ получается

°°

0
Точно такъ же изъ формулы v

со

1 ,  г -
а —  ои J

о
получается

О

И з ъ э т и £ ъ  двухъ формулъ выводЙМЪ

( О

о т

G
и

со

\  г  ( # )  —  y f  е~ т  f ? (x  —  't) dt • • ’(3 )а -+- Ъи Ь; ' • - О

«  г = ы = -  Т  *  W  * v l ‘ ~ 5 ‘ ?  ( *  ' * ' 4  *  • ■ (4 )
:о-ь

который въ свою очередь приводятъ весьма легко

«  ( * + < > + » , ( * - ч ‘>|л  • • (5)
и. ■ о;

0 a d W  =  s k A " * ' I f ( * + . •  <*>
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&
; , д i

2db\
e ■■■ъ 1 ф ( * - ^ - Л ) } ( 7)

g

G

u
a2 4 - b V

2 ■■ u 
a? —  b V

1 ' 00 'a
^  2//V-1 f  e~ ( ? (ЖЧ“ * V7— 1) — ? («—•* / •  o) •

со ,

=  — ^  - Ф И  +  2| з / й” ¥ ‘ ( ? ( ж + ^ ) + ? ( ж - / ) }
A "

(8)

dt . (9)

«•
1 ? И  —  ш / • « 6 ‘ {.? (ж’+  * V — !)S % 2 ■ £ 2 1 '  '  2 $3,

о

-Н-ср(ж —  # | / — 1 ) J .  . . . \  . . ( 1 0 )

О

-t-cp ( ж +  t y ~ 1) -t- а (х  —  # ] /— 1) J dt. . .(1 1 )

оо .•-

о w S m  = Ш а f r i ‘+
О .

—  ср ( ж - н # ; / ^ ! )  — ?(ж —  г(-|/— 1)] dt. . . (1 2 )

^ ,____ L _ _ =  1 Л - т ' Ь
" а* -н  £4м4 Aas b J  \■- . • ’ 0

‘ f  —  1 / 2  (1 “* 1 / 1  1 ] /

* +  у 2 О  *' V —  ! )  ^

0 * — 775 ( ] —  V—i) f

X 4 § ( i — i / - 1) * ] } ^  • • (IB)
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в- ___ vA ___ =  i ;  ( г 1 _ _  -)
я4 -t- ьн* фay=tJе 6 г  “н / I (1 ^“ Ч* J -к 

/ I (1 H~ v c - Ч * ]  — ? [ я?—  ^ ( 1 - 7 ==i)^ ]

? 7 1 ( 1 _ l / = T )  *]}*** • • • • <14>

X --- “ 7=

Зам ечая , что 

1

и -+- Ьп -ь см2 |/^2— 4 ЙС X
1

]/£2— кас X

6 1 _______
СИ “+" 2 “ "д ] / ^ 2----4 ЙС

1

i  1 /77Г----------
ш  — - ч - ^ у й 2^ 4 йс

получимъ, женерализуя это равенство по формул^ (1 )
пгь

1
G ’й-ь-Ьич- си* -\/ь- J ____ Г.

—  4 « c J
е- Ц еЬ у» -^

---- ^ 2с V й1—4ос

0 а-\- Ъи

о(х —  t) dt (Ъ2 >  к ас) . . . (15)

„  со
1 2 Г ы 1 /________
-------— i  = —7—======= е *» sin -  л/к ас— b2 t . <?(%—  Л  dti -+- си2 i/ кас — 62 J 2 су. ’

(iЪ2 <  4 йс) ( 16)

Вообще, если 4» (w ), есть ращ ональная функпдя и , то она может.ъ 
быть всегда представлена рядомъ членовъ, имйющихъ форму Аит и 

В
7------ -t- г- .  Но такъ какъ G Ацт =  Л ут(я?),-то вопросъ объ опредй-
(а  - ь  Аи)?. ... ■• • • . >  V ^  •*; » . •- - Ч  ; ■ • _. - : • ; 7
л е т и  G  Ф (w) въ этомъ случай приводится къ вы ч и сл ен т  зн ач ет я

G
(а -н  buy
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Дифференцируя т— 1_разъ интегралъ
со

-  =  Г й-"г <и,
и J

получимъ

1 ^  1
и *  Г (m)J e~ul dt.

Доложимъ u = a  -+-bu ж женерализуя получивппйся результата,
найдемъ:

в {а-\~ buy
со со

=  т щ / е~“Г "  м в г Н ' =!1 г Ж « ф г Ь

Точно такъ же мы найдемъ, полагая въ предъидущемъ равенств^ 
и — а — Ъи, ' ^

» (* * * * • ( 18)

Взявъ судеуу и разность полученныхъ формулъ, будемъ имйтъ
J СО 1

15 —  =  ¥ 1Щ  ‘  ! • ( г с + < )  *

-+- < ? ( ж  —  О J  d t  .................... (19)

со

л (й +  М “ - ( й - / я ) '  1 , ,,
— <»■-»■»■. = w m j ‘ . '?( 1

—  ср(ж —  0 }  Л .  . . . . .  . . . (2 0 )  

Если въ томъ же самомъ интеграл^
со

_  _ _ 1 __ Г
um F { m ) J

- 1 - - м( dt.
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положимъ u —  a2-hb2u2, то принявъ выведешь
$

оо

( й 2

а  подставивъ вместо

d v G e ~ ^ m’

в е - т *

значеще ея , данное формулой (1) § 8-го, будемъ им4ть
1  J оэ со

& +  =  а2т Г  (т )У т /  f vm~l ^ ‘1 ? (
О О

-+- 2 -  ] / » .  / ] / —  1) -+- ® ( ж —  2 - \/v. t л/— 1) | dt dv(л/ it. I

* =

<7

вы раж еш е, которое можетъ быть написано, полагая въ немъ
ау

2 b f/v  

1

, въ формй

(а2 ч- Z»2 и2)т 2 Ъа2т~\Г (т) /
О О

-+ -y V — ! ) ¥ (ж— У У —

Точно такъ же мы найдемъ, п о л а га я '^  =  а'2 —

2 ^ * ръ> \ у ( х - \ -  

dv. . . . (2 1 )

со со

1 1 Г Г  w_ ±  f

« Т  =  M - r i m ) V * J  J ’’ ^ e “ 1 ' <*Г М / * ?

- ь - у ) - — y )d y .d v. . . . . .  .(2 2 )

§ 15. Изъ сравнеш я формулы (7) предъидущаго параграфа съ 
формулой (4) § 8-го, выводимъ

оэ оо

i  +  ’/ =
О о

оо

=  ^ ^ “ ^ г'{с? ( ж - н ^ ] / = г1 ) - 1 - — г / | / ^ Т ) }  . . . ( 1 )
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/ COS yv __ ъ - J ,  
а2 ч- Ъ2 и2 ~~ 2 ab 6

Полагая въ той же формуле а —а у ■—1, получимъ формулу
_____ со

Gf f е~туУ~1\ у { х ч - у  \/— 1)-+-^  а2 — Ь2и2 » 2аЪ J I ‘ v * к 'о

- * - ? ( « — y i / — ! ) }  ................................. (« )

сравнивъ которую съ формулой ( 5) § 8-го, будемъ иметь

оо со

+ у У — \)-ьъ{х — у У— \)\ d y f dv —b2v
____  оо

V - 1  r . - т ^
2 аЪ / а у —  . ____  ____  .

е~-ьу 1 ) н - < р ( ж  — y - j / — l ) J  dy,

откуда получается
с

/ cos ,iyv dv _ тс ]/—1 -S.yV-1 _  те . ау тг .—  „ я
а 2 —  Ъ '̂о3, ~  2 аЪ 6 — 2 ab &m Ъ 2ab* * C0S Ъ

ау
(2)

дифференцируя же это выражеше относительно у, получимъ

Гу sin yv dv _  * __г m
J  «■  —  й * 2 Й 2 ~  2 i !C0SS 2{»а д И _ 1 ' ^
О •'

Хотя только что выведенный нами значешя (2) и (Б) интегра- 
ловъ и были найдены Пуассономъ (Р , 18, 295 №  38), но точ­
ность ихъ подвергалась большому сомн£шю; такъ что мноие мате­
матики сводили ихъ значеше только къ действительной части, счи­
тая формулы

/ cos щ  7 тс 

а 2 —  Ъ̂ у V — 2 аЪ b (»')



—  42 —

СО

я sin У1 л, _7 тт: ау
• (4)

точными. Н а  этотъ счетъ можно указать таблицы интеграловъ B ierens 
de Н аап , гд$ посл£дн1е интегралы признаются за точные въ противо­
положность значешю тйхъ же интеграловъ, полученныхъ Пуассономъ.

Легко видеть однако, что оба эти интеграла обладаютъ особен­
ными значешями, которые представляютъ собою именно мнимыя части 
полученныхъ нами интеграловъ.

Во вторыхъ, мы можемъ всегда доказать, что формулы (1) и (2) 
приводить къ интеграламъ, признаннымъ за точные, тогда какъ это 
не имйетъ м$ста, когда мы уничтожимъ въ нихъ мнимую часть.

Въ этомъ легко убедиться: полагаемъ въ формул^ ( 2) а =  и и 
женерализуемъ об$ части, тогда получимъ

сх.

Iv s in  yv dv G
l

Ъ2 v2 —  иА 2 ь Л х ~ и ~ '

и  заменяя G 2̂̂ 2-----^  его значешемъ, будемъ имЗггь

сс

f  {?(ая-0—?(*—о) М
у 2 -+- b2 t2 by= £ ■ . < ? ( * — ?  / —l )  >

формулу Коши, точность которой не нодлежитъ никакому сомнФнш.
СдЗщуетъ заметить, что некоторы е аналисты  считаютъ себя въ 

правй отбрасывать мнимую часть интеграла; поэтому мы находимъ 
не лишнимъ остановиться нисколько на этомъ вопрос^, взявъ еще 
одинъ прим ерь для подтверждешя сдйланыыхъ нами зам^чанш .

Умножая н а dp оба члена равенства
со

f %
■ - ь  q2 2 q

и интегрируя между пределами 0 и р, получимъ
со

Г  sin pt dt ~
J ? T ? ' T  =  ! f ( 1 ' ‘  ' ...................W
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полагая р и ж енерализуя, имйемъ

сс

/ — 1 ) — ® (ж —  p t У  — 1) dt _  

тс У -  Л

Г

'■ -+- г/2 #

ср(ж) — ср(ж —  p q)\  . . . . .(6)

Поставивъ въ формул^ (5) q V вместо q, имйемъ
СО

формулу, которую вовсе нельзя считать одинаковою съ 

sin pt dt ти
^  T = ^ a - c° s M ) . ./

. . ( ? )

• . ( 3)

какъ это дйлаютъ Коши (р. 19. 511) и Шлемильхъ (S tu d .-II. 15)*/ 
потому что въ такомъ случай мы отбросили бы особенный интегралъ,

значеше котораго равняется ^  sin pq \t— 1-

Кром'й того можно убедиться въ этомъ, женерализуя уравнете 
^7) относительно р , при демъ получается формула

L

/ v(x-+- p t  У —  1) —  <?(ж —  р У — 1) dt ___
- q* t ~

- 1 {С? (ж ) —  С? (Ж —  М  Z 1 - ' ) }

которая выведена изъ равенства (6) заменой q | / — 1 вместо

§ 16. Складывая формулу (7) § 14~го съ формулой (а) предъ- 
идущаго параграфа, получимъ

■ со

<> Л

I с? (ж у У  1)!
а ,— _____ «

У -  -1
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съ другой стороны формула. (S ) § : 7-го . даетъ:»

оо

в  =  ! ? ( ^ + з м / ^ Т )  +а

(X

- + V  О  —  У V ~ -l ) }  d y ' f
COS yv

aA —  bAvA
dv (О

изъ сравнеш я этихъ двухъ формулъ выводимъ
со

/ cos 

а
^  71 ] / —  1 е

~yV~i
bAvA wv 2 а2.2 аЪо

П олагая въ этомъ равенстве Ь =  Ъ ] / " | /  — 1, им^емъ

* &

«2/
со

л COS
y ^ d v -bAvl

, -------  Ъ V  V — \ bp^V' — i
у  —  1 6 ; -H tf

2&2.2 ab V V —i

что можно написать, зам ечая что ] /  ] / — 1 “  ~ ( 1 - н } /— !) ,  въ

со

/
ау

cos yv ^ ъе  W T  /  ___ &У . аУ
—----- т т ~ ^  д а  = ----------- — cos - — т= -+- sm  - — т=-
» 4 +  ^ 4 »4 Ъа%2 -\/2,\  й " |/2  й ] / 2

• ( 2 )

Е с л и  положимъ въ формуле (1)

то можно будетъ написать ее въ форме

cos yv ^ __ тс

1 /  - ±  
Ф (Ь) =  ь \ е ь

IаА— bAvl 4 я 3 ф (*) (В)

Подобнымъ же образомъ можемъ получить последовательно
оо
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< * (s l/Т}£7 =Щ • ■
и такъ дал'Ье.

Такимъ образомъ: можно выразить значеше интеграла
W

f* cos «/г;
Jr а2гГ+  у2п civ.

§ 17. Формула ( 8 )  §  7 - г о  намъ даетъ

1
a ¥ + V u -  =  \J | ? ( *  +  » У ' - 1)

, ■ :

? (;V— y Y — i)  *&J%
COS yv

a* -+- ¥  vl

Заменяя

cos yv
at b A v4

его значешемъ, данньшъ формулой (2) предъидущаго параграфа, бу- 
демъ имйтъ;

ОО ; • •

в  {I (*■- »  ̂ -

'? (%— у / — ! )

Возьмемъ, зат&мъ

<zy
0 2VT cos

о

ау . ау 
sm  ■

2/2  2/2| ) % -  • • - ( О

; еги s in Ы Ш =
$

л2 н -  й2

и поставимъ въ немъ а 2 вместо а и J V  вместо 5; тогда получимъ

у4 sin  ф  t dt - т
а‘

Ф -\- Ь ' и* ’
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ж енерализуя которы й, наидемъ
со

О

зам'бнивъ его зн ачетем ъ  и поставивъ t2 вместо t, будемъ им4ть

1 1G \ ч {х  +  у У — 1)аА-^ Ъ АиА

со

-+- <р { х — у У — 1) ] dy J *e~ *p *  sin  a2 t2 di. . . . ( 2 )
о

Сравнеш е формулъ (1 ) и (2 ), послй вставки —-=- вместо Ъ) даетъ
V ^

У7
е ?£2<a sisin  а2 t2 dt V *  - ±

(-  <? 6 Ч  COS I  s i n  aj j

a

2 ] / 2  a

§ 18. Напишемъ формулу ( 21) § 14-го въ форм'Ь
оэ

1 -1

)• . . ( 3)

[а2 н- #2 w2)m 2 |/ти Z7 (ж)У *{ ? ( * - * - у / —  о

н -  у (х  —  у  ] / — 1) j Vм 2 е v+a>'* dv;
О

изъ сравнеш я ея съ той, которая получена съ помощью формулы (8) § 7. 
будемъ им^ть

со

в K ^ k - т = ^  -■
со

-н <?{х—уУ—\)}Лу dv,
откуда:

со

/ cos yv
(а2 -+- й 2#2)*

dv =
]/тг- А

2 ba2m~l F(m )

о:

/ 2 e «■» . . (1 )
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Если зам'йтимъ, что равенство
оэ

/ COSVV я  -уУТ
— dv =  ---- 7=  6ач-г> 2 ]/ а

послтЬ дифференцвровашя его даетъ

Г- c o s ^  л .  _ ( —  O ’”- 1 7 1 . Й?” - 1 1(e-vVa\

i  ( «  +  ? ’ )*  2 T (m ) dam~l \  ф / и )

то положивъ Ь =  1, получимъ
CO/» з «г/2 _  i

j  v™ 2 e v 4v dv —  (— У n a 1 2
0

dm~l /<?- ŷ 7 \
dam~l l  т/ e  J

-j-ooГ "

§ 19. Полагая въ извйстномъ интеграл^ ] / т с = J e ~ t% dt
— оэ.

t =  t —  p,
выводимъ

]/% ер‘ =  J d t ,
— со

поставивъ и}/а  вместо р и женерализуя, им4емъ
схэ

6feau' —  J ё~ Та |  «р (ж -+- да) -+- 9  (ж  —  да) J cfo,
'  О

а замйнивъ а посредствомъ а У — 1,

& 4т' у ~ 1 =  - ~ У ^  / Д с о в ^ ч -  тс J \ 4аЗ у ^ а т с  J  \ ±а

\ а V = 1  )  j  9  (ж  -+- в) 9 (ж —  в ) } 

что можно написать въ видй

sm

er . fl2 \
COS --------1— S1H ——  I - + -6f (cos an* H- Sin ^ V = T )  = i ^  /  { (

^2 ^2 \ ____ Y
Sin 4 «  —  C0S * J  Ч С ?  ( ж - b f ) - 1 - 9 ( ж  -
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—  48 —

1
Gr cos (Ш2 =  —J== J ( s i n » 2 -1- cos » 2)  |  ер (X I - 2 У  a v) н -

-+ - <р (ж —  2 ] / а . » ) |  dv . . . .. . ,  . ( 1 )  

л/ — У  00
(' sin аи2 — Т 7 |= г У ( s 'n  » 2 —  cos » 2)  |  ср (ж  - | -  2 ] / й  ») - н

'  О

- ь  ср —  2 ] / а #) j  йй? ............................ . , (2 )

Деженерализуя обй полученныя формулы съ подстановкой у  вместо 
а и и вместо и1 ̂  будемъ имйть

+ о о

™ y U = W * - J e

—  2 У  у  v У  и
(s in  v2 -+- cos v2) dv, ( 3)

sm Пи

J -j-oo

|/2 т и  S
e 21 yvVu (sin  v2 —  cos v*) dv, ( 4 )

Подвергая снова дМ етвпо (? оба члена полученныхъ равенствъ, 
прйдемъ къ двумъ формуламъ:

9  {х ~^у У —  1) -*- ?  ( #  —  у / —  1 ) =  | / |  У  (sin

cos »2) бй> бге— 2 V' « « V «t (5)
/ —  со

? ( ® — .У]/— 1) = - y \ f  (si
—оо

—  cos v2) dv Gre~2VyvVu . . . .

Для опред'йлешя величины
Q e-  ̂ V J . v V u

припомнимъ известный интегралъ

' f
— оо

гдй q им^етъ значеше действительное и положительное.

sin v2

• (6 )



П олагая ( f ^ Y y  v \/u  и  ж енерализуя, выводима

Ge—2V- к -  1 /у  V У и  . _____ I
| /  It J

е *' dt __
#2

' — с

со 1

е- '7' dt
t2

? (x  —  yv1 12) ,

выражения, которыя по вставк'Ь ихъ въ формулы (5) и (6), дадутъ
__ со "  СО .

' • ?  ( ж  I  . г /  ] / —  1  I  9  ( ж  ~  у V 1 )  =  | /  Z f  f  ( s i n

-+- cos #2)  9  (ж  —

-оо —со
_ 1

0 *
t2

dv dt • • О )

<р О

1 ■ : d a ‘ ' g o  ' ; » i .

1)_ 9 _[) = ]/-  1 | ' |  J  j \ s in г2-

е *
—  cos г;2) 9  (ж —  yv* Р) dv- dt

v (8)

Абель далъ значеше вы р аж етя  < р ( ж - ь ^ |/— 1)-+-<р(а;—у / — 1) 
въ формй:

ОО СО

9 (ж I -у V ^ l ) -+- 9 ( • * — У J " er’^ v c lv  j< p { % + t)e -
c - • — со .. ‘ — со

Но легко доказать, что въ вычислеше знаменитаго геометра вкра­
лась ошибка, такъ что его формула не можетъ быть принята.

Разлагая оба члена равенствъ (7) и4 (8) и сравнивая коэффищенты 
при у, получимъ слйдуюпце два интеграла:

си ■ С  Л  \ п

\ f f  v*n cos ^ ~ ГС - /тт~
— оо — ОО 

'СО со

/ / -
р П- 2  v 4 n ~ 2  gjn v 2 >==

l / 2

TC( _ i ) —’
• . ( 10)

В . Обрвимовъ.
4
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§ 20. Е сл и  прож енерализуем ъ оба* члена интеграла

/ г’
2

то, замйтивъ, что

а7 и
Ge

V  7С 
f  О

получимъ равенство

1 00

со оо

У й _<> dt J  — 1 j -н <р̂  ж— — ] / — 1 =

ТС
=  2 * ( * “ * ) ...................................... (О

дифференцируя которое м разъ относительно а ,  и  зам еняя въ окон- 
чательдомъ результат^ <p(w) черезъ <р, будемъ имйть

f e -  £ / « - v { < f ( * T ?  1 / -

/  ov  Т \1 ,  * ( — ! ) " ? ( * -
• • (2)

а  положи въ « ~  0 , —
оо со

j ' — ~  j * 0” =
( - l ) “ u ТС

?гтс . (3)
cos

Выведя это уравнеш е, обратимся къ известной формул^

У dt =  ?
О

которая, посл$ замены въ ней -  вместо п ъ tm вместо намъ

дастъ
со

/ g- ar f , « + - 2 - 1  dt

( 2 » + 1 ) )

та"~^а
— . ?
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т
а  послЗ* того какъ мы положимъ въ ней ш г - н  — — 1 =&,■—л

ос

/ ■
е~аГ i k dt

Г (— )
V m l

1: +  1

т а

Но 'такъ какъ
со сс

У т ^ - И т 5) ■ / г г ” » и =  I JP (I „/l-f-wY
2 1  \ 2

то равенство (3) доставить известное отношеше

7С

C0ST

Поставимъ въ формул^ (4) а р ' — 1 вместо а , уогда получимъ

сс

!
Ж ч - 1 \  ( А - ь 1 ) г с

cos atm f  dt =
/ — )\  m  /

cos
2m

m a

j
n к -+-l\ ■ ( *  +  1 ) я-a / 4 --------- J Sin

\ m J
sin atn f  dk =

2 m
* + 1 

*»

и такъ же

j %sin v2 r +* dv =  ^  /  4w и -  1

cos #4n~ 2 rft? =  - — -7=—  Г  *l  4 ^ — 1 \  
/ 2  \  2 /

З н а ч е т я  этихъ интеграловъ позволяютъ выразить формулы (9) и
4*
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(10) предъидущаго § въ одной и той же форме

§ 21. Когда интегралъ принимаете безконечное значеше для нй- 
котораго значеш я переменной величины, заключающейся между гра­
ницами интегрироваш я, то онъ им^еть обыкновенно мнимое значеше. 
Вотъ почему интегралъ

ос

I Ф О)
( х —

d%,

въ которомъ ф (х) сохраняетъ конечное значеш е, будетъ иметь видъ 

А + В ] /  =1  для х  — х Х7 если х х находится въ пределахъ инте- 
грироваш я.

Значеш е В  }/—  1 , которое мы постараемся определить, очевидно 
то же самое, что и особеннаго интеграла

Х.Ч-е

Г  _ Л ш
J  ( х — х{

Х<̂~~£
d x

когда положимъ въ немъ е =  0.

И нтегрироваш е по частямъ намъ дастъ

/ ф и

Х^е

{x  —  x j
d x  —  —

Ф О )

X — в
—  1) (ж —  х {)от—1

Х х-{-в

н -  — 1 /  - W  dxт—  1 J  ( х — x J)m~l
xt--€

и зам ечая, что часть, находящ аяся вне знака интеграла, имеетъ дей­
ствительное значеше, мы можемъ писать, что

(х — х.)т и,л' ш— 1J  (х — х.)т~1 ах ’
х 1— В ч ту

Ф0*0 1 Г V  (х )
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точно такъ же мы получимъ последовательно следуюпцй рядъ 
уравнешй:

а?!-*-* Хх-\г*

J  (л;— хЛт~г т —  2 J  (х —
Xt—* —£

(«)
x i)'

2—2 dx • • •,

Л7-1 Н"£
/* ф(”*“2)(ж) _  1 Г Ф(от~2)(х)

J  (х — X , ) 2 ~~ 2 J  Х  —  Х .  00
Х<— е Х л— е

Следовательно мнимое зн ач ете  интеграла
x<-he

г Н
J (х —

Х л— е
(ж — ж,)’

dx

будетъ то же самое, что и  интеграла

Х л-\-е

1 fг а *
Г  (ш) J  х — x i 9

X «— е

который какъ известно выражается въ виде

dm~l1
Г (т)

§ 2 2 . Обратимся теперь снова къ формул^ (22) § 14-го 

I 1
( а 2— Ъгиг)т 2 у'тг Ьа2т 1Г  (т)

со со
3 а*

О О

ср(ж — у)} ( 1)

полагая■; въ :ней т ==, 1 и сравнивая ее съ формулой:»(1) §  20 , вы­
води мъ известный интегралъ ,(Коши, Say. E tr .  1827, 124)



G
( a 2-

При помощи (8 ) формулы § 19 будемъ имйть

со со _____

1________ J  J  J '?  ( ж - t - y i / —  1 ) '-н  ср ( ж — у  р —  1)

О О
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(a* —  6*t>*y
cos yv dy dv;

изъ ср авн ен а  же этой формулы съ формулой (1) получимъ

со а

IIО О

ср { X  -+- у  \/ - 1 )  ?  ( X  - у  У  —  1 )  ,

( а2 —  Ь2 v2)m
cos yv dv dy =

2 hnlmA

_ CO CO

^ т щ / f  [ < p ( « - b y ) - + - ? ( « —  y)\dvdy  . ( 3)

Подагаемъ cp (x) =  —, я  полученная формула преобразуется въос

со со у* __ со

Г  т-~ - *  т Г е  т  dy , ч i /тс _ Г ( |» )  Г  e~2xv dv
J ’ “  V *=$ = <■-'? y- irJJw

изъ которой мы можемъ вывести, уравнивая мнимыя части заклю­
чающаяся въ интегралахъ каждаго члена,

(-  о -  * р  (ч

М ожно получить значеш е этого интеграла, пользуясь формулой (2), 
которая можетъ быть написана, полагая въ ней q =  x 2, въ формй

Г -Ч -р . dv -  
I е v —;= =  у п

J  y v v

— 2 х  V  р

Yp
Дифференцируя его т —  1 разъ относительно р и полагая |* = 1 , 

будемъ имйть
оо

/ '
е  * v  * d v

Г Д т - 1 I g — 2 x V p

L d p m~ l
' Y p

)]• 1 • . • (5)
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Цри помощи (4) и (5) формулъ получается отношевпе

женерализуя которое, будемъ имйть

| dm <р (х  —  h ]/ v )  l e===l 
\dxT~1 j/y  J

/ cp {pc — hv)

§ 23. Иногда случается, что женерализащонное вычисдете даетъ 
значеше нйкоторыхъ интегралов^ въ различныхъ формахъ; въ такомъ 
случай уравнивая результаты, можно получить довольно зам-Ьчательныл 
отношешя.

Для примера возьмемъ известные интегралы:

Г(т) . Г

/«e~av vm~l sin bv dv =
(« 2 -b

^ j » m ( d n  =  7 = = T l ) ) . . ( l )

f e r v m~' cos bv dv =  - — —  mcos [m&rcicos =  - . (2 ) 
J  (» 2 - t-  Ь2У  1 V Y a * 4 - b 4 \

Чтобы получить другое выражеше этого интеграла, разсмотримъ 
тойсдёствб

1 1 Г
..I -, j___ — _______ ___ _. I е
- Ъи)т ат Г  (ш) J

—  v т— 1 ------ ьмт о — i. ---------- VM  7I - 6 е а dv(а -ь bu)m am Г  {m) J

изъ котораго выводимъ

со

• - ( 3 )

а перем'Ьнивъ b на — Ъ
со.

( ^ s i r  =  « F T ( i • • ( * )&
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Сумма этихъ тождествъ дастъ

со

/ г »(*+ s ’) *=
л /  , «  (« -+ - Ъи)т -+- ( « —  £ « )"

которое, лосл4 замены въ немъ 6 количествомъ & ] / — 1, и принявъ 
въ разсчетъ тождество

/у' &иг cos - т  
а “ it?(f-4- ; *^ 1

превратится въ

f e - » v - ' c o S bv- d v =  а т Г {-т1  {а± Ъ У - \ у  +  ( а - Ъ У - Л Г  (&)
J  Я 2 ( $ 2 -Н  Й*У*  ̂ 'я  2 •

гдй, полагая v =  avy получаемъ

(<а2 —н  ё*)*

/ V - г - 1 cos г* <*, =  A M
J  2 ' (й 2 -+- ё 2)”1

В зявъ разность (3) и (4) р авен ству  мы точно такъ же найдемъ

со ■ ____ _ _____

J  2 т / — 1 ( я 2 - ь ё 2)т  .

С р ав н ете  этихъ выражены! съ формулами (1) и (2) приводить 
насъ къ сл^дующимъ уравнеш ямъ:

( “ = 7 s A t - ) . =
sm м а г е

1 (а Ь  )/— 1.)"— (а — Ъ }/— 1);
• I , I . т а

{а*-\-¥)£  ' 2‘ (,/- -1
• • • ( ? )



cos
a

m arc cos =
У  a2 -+- b2)]

_  1 ( f f l +  S } / — ! ) “ + ( « — b y — 1)“  ГоЛ
~~ m о  # * '  V /

Ж енерализащ я показательныхъ Функщй.

§ 24. Если въ интеграле
со . . •

]/п =  J е~к' dk
О

мы положимъ h =  t — ]/а . и7 то будемъ иметь
со

=  77= dt . . . . . .  (1 )
. — со

и женерализуя, получимъ известную уже формулу
со

Gfeav} =  -у= J 'ег* у +  2 ]/ a t)  dt . . , (2 )
’  — со

Поставивъ въ формуле (1) и2 вместо «  будемъ иметь

. . . . .  (3 )«“ * =  - 4 = f e 2Vatu' - p М)
у п  J

жедерализуя последнее у р ав н ете , принимая въ разсчетъ-формулу (2), 
придемъ къ следующему

>\V„ • ОО СО •

Gem' J  J  ег''~ * ф -t- 2 1 + 2 dv dt . . . ( 4 )
— ОО — ОО

Ставимъ въ интеградъ (3) « 2 вместо «  и женерализуемъ полу­
ченный результата, принимая въ разсчетъ предъидущую формулу. Бу­
демъ иметь

1
со со со

( ' а г ч - 2 l + s +  * a* th* ioAdvdtdw .J J J J \ ' ’ /
— C O  —  C O  — CO



—  5 8  —

С ледуя тому ж е самому плану, найдемъ вообще

со со со со

GW* — — J  J  J - - - J '* «р
^  ̂  —со —со ■—со —со

^5) dv d t . div . . ,  d z . (5)

X

со — со •— со — со

2
1 1 , 1 I

1 2 'h 4 ~ 2« -iJ 2 П /  2  4  2 * - 1ОТ i . v *  V) . . .  я  /

Для того, чтобы определить значеше (?ва* \  помножимъ интегралъ 
(1) н а  е&“ , что дастъ

со

^ M+««’ =  _ L  f e- *  + vVat + b)« d t ,
у  К J

— со

поставимъ въ этомъ последнемъ и2 вместо и и женерализуемъ, тогда 
подучится

СО оо

,  1&еЬп'+ак' =   ̂ J  J  е~л'~’' » ( * +  6) dv dt . . (6)
— со — оо

ставя въ тождестве (3) 1 -л-и вместо и и mi +  i / й вместо выводимъ

З4а«3
> 1 / —

l/aw«-f-2 !/«(«> — 2 — at*

а
зам ен яя здесь а количествомъ —, получаемъ

со

+ 2У« wu +  l / a (w - l / a )« J- ^ -  % . „ (7)

Н о такъ какъ формула (6) даетъ

Q-g У~а (v>—V~a)u— ■ ■-

• со сс

=  i  У * У * — - 1 — а) dv dt,
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то женерадизуя уравнеюе (7), будемъ иметь 

1
сю со оэ

6 V з J* J* ср {х - н  2\/aw
-со — со — со

н- 2vYVa (w -+* t  V— 1) — a) dv . d t . dw.

Подобньшъ же образомъ можно определить значешя 

Gfeau% 6геаи6 . .  Уве?»*.

§ 25. Написавъ интегралъ
со

t  sin t

v

въ следующихъ различныхъ формахъ

(8)

ОС

- и
dt

со  _

£ _ 2  t  sin t  d t e «
к. а? -+- jf2^ 2

oc

/ sin /  dt e
a? 4 -  #2 ws

a oc

Г
~W  K J

t  sin t dt

мы получимъ при помощи формулЪ (10), (8) и; (7) § 14-го
со со

sin t
Ge

О О
Р

G e—  =

ф ( ж ~ н у у  — 1) -+-

<р (ж - - у  | /  - Г)! <)у. d t ....................... (1)

со со

_ W sin t  [ / / — Гч
(<Р (ж +  ^ У -  1) —

• • - (2 )

_ 1 / - 1 V  J  tv о о

—  <р ( ж  —  — Т ) } « й у . . . .

а , со со

f f 6 “ = — f f e ~ J  sin t  { ? ( # - + -  У V —  0  
и* * a J J  10 0

-+■9 [х ^ - у  ]/— 1)} dy dt. (3)



Полагая въ (1) формулй t =  \ ,  можно дать ей сл4дуюпцй про­

стой видъ:
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Ge
со со

" = ? (*) — ~ f  f  sin I  {ср (х  -+- у ] / = П )
. 0 0

-г  о  (ж —  у  i / —  1)} dh d\ 

Деженерализуя эту формулу и замечая, что
со

ah

(*)

/ 0 ~ оЛ* cos у  и dy =
М2 - ь  Я2

получимъ

/ ’ *<*4 * .  *  / ,

* /  м а - ( - й г А9 2 й 9 \  е / '

Дифференцируемъ, формулу (2) относительно а. Будемъ им&гь

r j - l l f '  4  £  si" * i », ( ? У  У ~ ]) -
0 0

—  ? 0 » — 1)J dy dt.
Если въ интеграл^

=  — С ф Ш - л уkj т* -л-у2

. ( 5)

г—*«Р

мы положимъ w , то получимъ > въ\ результат^

V  У
1 -  Г 5

ч -  л ) 2 Ч----- 2
. . у 8

f  \  • (6)

равенство, Уенералнзуя которое,1 принявъ, въ! раасчетъ, что1 ' * ■ j •

о
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будемъ имфть

р
вге «+« =  ср (%)

Формула ( 16) § 14-го даетъ

об.-

2 Г  sii

V ’
—  1 — г

G
и2 - ь  2aw

1 2 /» ______
----------- = —= = =  /  ^“ ae sin ^ i / ^ — —  v) dv.
аи-л- b  -уЪ —  aP'J.

Полагая въ ней Ь =  а‘* +  — найдемъ
У

G ———  -j-  =  У /  е~т sin -  ср (х  -г—■ v) d%
( и  - н  а ) 2 ~ ь  — -  е /  ^
;  • ' - - у 2 о

равенство, позволяющее написать формулу,.(6),, въ ; р ид-Ь

&е и+а =  ср (х) —  ^  7 ,
sin РУ

о о ■ г уsin -  < г"  <р (х  —  v)>dy ск,

гд4 полагая у — д , будемъ им4 ть
со со

Qe~ “+» =  ср (ж) — - j  J  в~”  sin sin h) ср (ж -  v) dh dv, ,
О О

что можно такъ же написать, поставив^ — вместо •р и — вместо& (а
ВЪ форм'й

' со со

G e ~ « ^  =  y{oc) —  - J *  J e~~*v s i n j ^  sin  h v < $ \x— v)dhdv . (7)
о о

Деженерализуемъ последнее выражеше, поставимъ въ него ри 
вместо р и женерализуемъ снова;, будемъ имйть

в е е « v sinAfl j ср [ х —  v
■ ри 1 г г

dh dv . . (8 )
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Для того чтобы получить зн а ч е т е  Ge «% достаточно вставить въ 
интегралъ

,-тр =~ Г  у • ”KJ ш1 -кътру 

~¥~

—  вместо т, причемъ мы получимъ

^  2 Г 1 „  и
Ge м ,“  -  / у  sin ру dy G

о 1 -+-

§ 26. Заметимъ, что

--------— — - ^с,‘ (1 - ь  игбаи -+- m 2 ^2aw - ь  ж 3 ^Заи . . .  )  =
1 —  me v у

=  - н  те{с+а)и н -  ж 2 ^(с+а,)м - ь  . . .  

Ж енерализуя оба члена этого равенства, будемъ им4 ть

G
ес

1 —  те0
=  9  (д; ч -  с) - ь  Ж 9  (ж  - н  с н -  а )

ж 2 9 ( ж + ( ; н - 2 й) +  . . .  =  ^ с ■+-я » ) !
п=0

ставя — вместо ж  в  а— Ъ вместо а , получимъ

« = с о

ре?и —  теаи р А  \ р ) т  1р л \ р1 «=0

П олагая с - н 6  =  $, будемъ ямйгь

п = о о

6* — =  1 V ( —\ — Ьч- (а — Ъ)п\
р е —теГ p L * \ p )

Замйняемъ s черезъ -у—

»»=со

—  =  1  у  ( « Г , г *  +
ре —  те?и p j L i \ p )  г  1

■ Н=эО



Изъ двухъ послйднихъ формулъ выводимъ

« = с о

ЫШ Ч ~  Ы и 1 V  / f » Y \  У г  - L i  74 пGt — к--------=  - / —  Д ф \х  ч- s ■—  5 ч- (а —  й) w I -ь— шеаи р *d \p) х 1 к } }

ч-Ж<р [# ч - —  й ч - ( я — Ь)п~\) . . . .  (1) 

изменяя ш въ —ш9 будемъ нмйть

« = со

к ^  +  ы-_ =  1 v  (_ 1 Г / « у ,  j T [a . 4 . » _ j +  ( а _ 4 ) , ]  +
— т<Г ' V / L v ' J«=0

4 - A < p [ # 4 - t > —  й ч -  (a —  b)n\. . . . . . (2) 

Частные случаи этихъ двухъ формулъ:

П=со

^  1 = ^  =  2  ............................(3)
п = 0

п = со

«=0
» = о о

f f  j - ^ = a  =  2  *  ^  а и )  • * • • • •  • ( б )
«—О
п = со

^ г т ^  =  2 ( _ 1 ) в _ 1 ? ( ж — йй) • • • - (6)1 Ч~ (/
и— О

» = с о

g  еа„ 2 е--« { 2 n ' ~ h  • • * - (7 )
«=0
« = с о

6£^ г ^ = 2 ( - 1) ^ [ ж+ ^ - н 1^ ь  - (8)
я — О 1

я = с о

q л- ____ — . V  ф |# —  йч-(я—  й)?г] . . »М £аи’__±у—аи ^  * L х
н=0
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(9)
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# = о р

—  Ъ +  —  . (10 )
«—О

- *»=ооgbl* у^у

в  1 = ^  =  2 9 [ *  +  ь • • • ■•  - ( и )
п = 0

и==оо

# 1 ^  =  2  Н ) п<р ( *  +  ^ +  й« )  . • . (1 2 )
«=о . *

, п * = с о
раи I 1 Ж "1

в  r ^ i r j  =  ? ( я )  —  2 2 'р ( * ч~ т '> • • • ( 13)

• **=оо
раи ___ 1

в  =  — '? ( > ) - н  2 2 ( ~ l ) ”- 1 ?  О - ь  д а ) . ( 14)
«=1

« = с о

^ ^ ^ ^ = 2  0 0 + 5 — ь - + - ( « — # ) » ]  -+-
п = 0

- н  <р [д? ч -  г  —  £ -I- ( а  —  Ъ) п ] } ....................... ( 15)

» = с о

я ' 5 * ^  =  2 1 (— 1) * { t [ » - h s  —  й н - ( в ч - й) » ] - + -
п=0

-+- 9 [# -н г — й -и {а ч- й) ?г]} .............. (16)
п = с о

*£=£=2 {<р[я?н-в — ^ - н (л - й) п ]  —
«—О

—  < р [ # - ы —  Ъ-\-{а— Ъ ) п ^ ) ...................... ( 17)

«=оэfSu___£ vu
^  = 2  (“ 1)я { ?  ^ ( « - й) ^ ]  -

л==О

—  <р [ж  —  г  —  Ъ -+■  (а —  Ъ )п\} . . . . ( 18)
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Точно такъ же при помощи раздожешя въ строки, найдемъ сл$- 
дуюпця формулы:

п—оо
■ п  h-+-fc6bu h \ \ ( m \ n (п) , л

р  —  т и е ш  р  Z j \ p  Т  4  }
п=О

/с

Р Ч  \р

m

«=0
<р(п) ( # . . . . ( 19)

в ^ = £ - = р 2  ( " ) ' / » (г н' **)»=0
й+1

- + - - 2 ( f )  /  • (2°)
* «=1 '•-*

п=со ■ . п

ри — теаи р * л \р )  J  к
И = С О

-  У (—Y Ар (ж -+- ft -н ш )  dxn .
р ^ \ р1 «=о

(21)

0
h -+- киеЬи __ h /т 

р  —  я ш ® * *  ~  р  \  р=|2 -няв)
«=0

к \\ 1т \ п~ 1у
р £ \ р

у{п1 \_х ч- b ч- (п —  1),«] i . . (2 2 )

Ж енерализащ я логариемичеекихъ оункщ й,

§ 27. При помощи извйстнаго интеграла
оо

Ig M =  У ( г ‘- О у ...................  . (1)
О /  - -

по способу женерализацш выводимъ 4

' j i
6 е l g  м  =  у 5< Г 4 {ср ( х )  —  <р ( ж  —  0 }  у  • • • * ( 2 )

В. Обреимовъ. 5
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П олагая въ интеграл-Ь ( 1) и —  аи, получимъ

со со

о о

ПеремЗшивъ а на Ъ, будемъ имйть точно такъ ж е

со со

G\gu-by{x) \gb ~ ^ { x ) J e—^ ~ —J <?(х~Ы)~ . . . (4)
О О

вычитая одно изъ другого два послйдш я равенства, находимъ

со

j ' { y ( z  — bt) — y(x — at)}-*- = 4 (x) lg |  . • (5)
О

и н тегр ад ъ / который можно проверить, полагая

Ь ~  — Ь]/—1 et а — Ъ] /—1

при чемъ получается известный интегралъ

П олагая въ формул^ (1) и =  (а-+-Ъи), получимъ

Glg(a-+- bu)= J {ег*<р(х) —  е~аеср(х— Щ }^ щ • • ( 6 )

о

Точно такъ ж е будемъ им^ть

6\g(a* -t-bfu) =  j —  e~a,t̂ (x— bft ) ~  .  . ( 7 )

о

И зъ этихъ двухъ равенствъ получается

03 .

в Is £ д а =  / 1 е-«ч(х-ЬЧ)~с-J  . (8)
О



и
со ■ со

G lg  (а - ь  Ъи) (а1 -+- Ь' и) =  2 ® (х) J — J  {<?-“* а ( х — & ) -н
О О

rlf
-+-e~a,ty{%  —  b 't ) ) - j .  . . . . . . .  (9)

Изъ последнихъ двухъ равенству полагая а' =  а и V = — fr, 
выводе мъ

со со

G log (« 2 —  ¥• и 2) =  2 9  (ж )у *  -g y f  —  y V “f ^  (ж —  -+-
О О

—н  ш ( ж ч - й / ) } у ......................................(Ю )

и замена Ь выражешемъ ЪУ — 1,
со со

G lg  ( а 2 -+- £ 2м2) =  2ср(ж) J  6 ^ — J e ~ at{y(x-+-bty— 1 ) - ь
0 О

+  v ( x - M V - .................................(11 )

следовательно -
со >

0
\

-н 9 (х — ЫУ— 1)—  у(х~ь-Ы)— у(я — Ъщ J-, . (12)

Положимъ въ известномъ интеграле

03 / 
lg(.l +  ?*) =  2/ (I —

0

^ — ^ и; женерадизуя, будемъ иметь
9 ^

/ S  /  р  \  £ Q g  ~jj

G{\g(g%-^-p'i ui —  2 \gq) =  2 G j  ( l ( 13)
О

— 67 —

5 -



—  68 —

Точно такъ же найдемъ

&  {lg (qn -±-pri w2) —  2 \ g q ') = i2 G  J *{l— e ч'tu) dt
0

и следовательно
со

—  ............................. ( 14)

Ж енерализацш  к руговы хъ  Функщй.

§ 28. П усть х 0, х п х 2 . . .  хп . . .  хр p-t- 1 корней, удовлетво- 
ряю щ ихъ уравнению

у (х )  =  0 .

Тогда, о б озн ачи в  черезъ Z  функщю л;, можно написать сле­
дующее равенство

(ж) =  (х —  хп) Z,
такъ что Z  будетъ равно ? '( # „ )  для х ~ х п.

Теперь, если мы предположимъ, что

<р(х) х — х л Z  *
—  =  N  ч -  Р

то выведемъ

1 =  ^ ^ М -  +  Р ( ж —  ж„)
/У» ■ /V* 4 7

а полагая х —  хп) получимъ изъ него

и следовательно можемъ написать

( О
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Предположимъ, затймъ, что

1 N Ж
Г? OOJ2 (х— хп)2 х —хп Z * •

Мы выведемъ отсюда

1 = N Z 2-h М  (х — хп) Z 2 н- Р  (х — xn)2Z,
а  полагая #  =  # п, —

(2)

N  = 1

( У  К ) ] !
Дифференцируя предъидущее равенство относительно х  и ставя 

хп вместо х , будемъ иметь

0 =  +  М
ах

и следовательно

2N dZ
М  =

_  _  2 d_ /  а (х) \  _  _  [у"_(Хп)_
Z  dx [ o ' {xn) f  dx \ x — x j  (У  (xn) f

Вследств1е полученныхъ значенш Ж  и N  можемъ писать ра­
венство (2) въ виде

1
п=р

1
п=р

[ ? И ] 2 Li (х — Ж.)*[<р'(Я!.)]* 2  (ж —  хп)[у'(хп)\ • • ( з )
м=О п—0

Следуя тому же пути,.весьма легко определить значешя Ж , N  . . .  
удовлетворяюнця равенству

N М
[<?> (х)]п (х  —  жп) ”  (х  —  х пу i~ l Г/ J

£

и вывести формулы, аналогичный тождествамъ (1) и (2).

§ 29. Если въ формуле (1) нредъидущаго § положимъ <р (я?) =  
- =  sin ах и х =  и, то будемъ иметь

П=СО . , . П=ГО

—  =  у-Ы £ .  =  - 1 ч - 5 ( _ 1 ) - { _ ! _ .au jLi аи — ш  an Zd- . [аи—пк ап -ь п-кsin
?*=1



, Ж енерализуя это равенство, получимъ

а  —  =  -  о  - + 2 «  У ( - 1)**-! ^  - — J L
sin  а и jLЛ  '  ?г2тс2 __

I ' п= 1

которое можно написать въ вид*
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а2 и2 ’

sm  гш  «  гг а
Г  " п~ t

зам ечая, что

Ул-1) nrct
п—1 /> « — 1

ттг
1 - ь е “ 1 4 -ё «

со

e l = f t ( x ~ ‘)d t ,

придемъ къ результату
«э ut TZ%

, 2 а  „  /  _  2 а
L _  _  1  У * Y «У -1" * гул-т-vj ^
L ш г  «  /  т Л  т Л

(г  — ---- —  =
sm

* “ ? ( >  —  * )-» -*  у р н - 0  /7 /_
_ тс*

-Ч- а ^

5/
Ч-СО 7Zt

2аг  <р (ж ч - 1) dt
n t  - t

&* -\- e~**

Уничтожая знакъ (7 , получимъ

/
CO - t  T c t—  «г — -—  ut

eia + <  2a
7Tt

^2a ^ 2a

dt
a

sm  «гг

что можно представить въ известной уже форм*

dt =
epl -+- e~pt ТС

** - н  *-«*
2 ^  cos

Tcp
2 ^

(О

(2)
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Полагая въ этомъ интеграле (1) d =  v, получимъ

lg  v)G 1 _  1 Г  У (д? lg
^  sin cm а I  z

у  \ -\-Va

dv

'те
формулу, деженерализащя которой, полагая притомъ а —  —, дастъУЬ
известный интегралъ

со

I
vu~x civ п
1 Ч - V . U7Z

п sm  —  п

§ 30. Если въ формуле (1) § 28 положимъ у ( х ) ~ ш а х  и 
х =  и, то выведемъ равенство

1
cos cm

и следовательно

=  4 -  \  A z r  1)и- 1( 2 ^ +  1)
"  4 $ 2^ 2—  ( 2 п -f- I ) 2 те2н= 0

п— СО Со

в  i s = » ' > * . / ,гЩ Р "  I ?  <* -  о + » ( * + < ) )  * ,
п=0 о

которое можно написать въ виде

0
1 _  1 / *  у  (а? —  0  —  у (ж -* -* ) dt

cos д а  $ / nt
е2а -+- £

7г£
2а

со

1 /*  9  ( #  -+- / )  dt
а / vt 

е/ ,,2» , - 2а •
• О )

Деженерализуя это равенство, придемъ къ новому—
1со

Г ,2а
dt =  - ^ ~ 9 

cos an
о -+- *

которое можно написать въ форме
оо

/ Ч - _  1
<f * ч -  2 cos р ( 2 )
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31. Формула (3) параграфа 28 даетъ, полагая въ н е ! <р(а?) =  
ах и х  — и\

к — со

=  \ ___ 1 ____
sin2 аи ^  (аи —  да)2

гю мы можемъ написать въ видй

11= оо

1 =  J _ _ b  у  ( > , _ _ 1 _  .
s in 2 аи а2и2 ^  \  (пъ —  аи)2 (пп ч- аи)2)

енерализуя ее, получимъ

T i t  Я*

_  V  {х —  t) е2а ч -  <? (рс ч -  t) е 2а
a o’ ш

sm #
_ j _ = i  f
;in2 аи a1 J it t l i t

idt =
<5** —  * 2a

°° __
te %a v{x -\-f)

,2 a

74
2a

(О

же формула (3) § 28 намъ даетъ, полагая въ ней <p(a;) =  cos ах

.
11=00 •

?.__ __  4 У ___________I __________
2аи (2аи —  (2п —  Л  те)2 ?cos

выводимъ

G _ 1  = 1  f  J±x
^  cos2 аи а? I  ~1

е/ -,2а

t) td t

е г — е

нагая здйсь el — v, находимъ ннтегралъ 

ъа 1 lg v dv

i l
2 а

(2)

/ те'

V-n—  1
sm '

яте
(3)
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Следуя тому же пути получимъ

G  tg  аи

ос

a f
г/

y (a ? -4 -f )  —  ? ( >  —  t) di
7Г t

е2а— е
7Г t
2а

= / ^ 4 W )
J  „ 2 л 20 — 0

#  cotg аи

сс

- 5/
1 тг£ тг£
02а ср ( #  —  / )  —  е 2а ®{х-{- t )

■n_t

е2а— е
7zt 
2 а

dt —

/
+ОЭ Trf

' ^ 2 <р (#  ч -  а#)
7г£

0 ---  £

Т а и другая формула даетъ интегралъ

-У dt (5)

со

/ № ___р -  2jrt 1

к ^ й = 1 ‘8 ?
(6)

§ 32. Изъ формулы (2) § 8, помощью замены въ ней а ] / — 1 
вместо а , выводимъ

& Г Д̂  =  1  / 1 Г 
2 у 2 т а  V cos 2й sm  2а

__ )
in 2^ V —  1 f { ? ( *  »)-»*

-ь ср (# —  г?)} dv.

что можно написать въ видй

___  1
G (cos аи2 - ъ  | / — 1 sin т %) ==

in ^  —  cos —  j  ] /  —  11 [ <р ( #  ч -  #) ч -  <? ( #  #) ]

. -г
cos—  ч~ sm  j -
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Такимъ образомъ будемъ им^ть дв& формулы

6г cos aw
1 °°

=  -̂ =  J (sin  ft2 н -  cos # 2) { ср (ж -+- 2 |/<2ft)

J  +СО

® (ж  —  2 / а  v )) dv =  - ^ | = . у  (s:sm ft - t-  cos ft2) с р ( # - ь  2 1 / ^  ft dv , (1)

G ътагь* =
l / 2 тс

sin ft2 —  cos ft2) {cp ( я  ч -  2 ]Д г  ft)

1 c°
sm  ft2 —  cos ft2) cp ( #  -+- 2 ] / a  ft ^ft. (2) 

Деженерализуя ихъ, положивъ при этомъ а— у и и2— и: получимъ

cos уи

со

=  д =  г
У  2 ТС J

,— 2 1/'г7 » У «

и

sm  =

со

к/ 2 V у v У'и

Y*

(sin  ft2 -+- cos w2) dv . . ( 3)

(sin ft2 —  cos ft2) dv • . (4 )

Ж енерализуя это равенство почленно, принявъ въ разсчетъ фор­
мулу ( 3) § 1 1 , получимъ два выражешя

® (%4r y V —  1) у - ) / — 1)

со со

=  J *  J  е £l(s n̂  - 1- cos ft2) <$(% —  dv dz . . ( 5)
— CO — CO

? (а?-ьуч/— 1)— «р(ж— yi/— 1) =

1 /2
Ь - Ч

sin ft2 —  cos ft' ) rf ( x  —  У *А  dv dz  . (6 )
■—CO —CO
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Изъ формулъ (1) и (2) могутъ быть выведены два интеграла
сс

/ sin #2 dv

сх

I
=  (cos а2 н- sin а2) . . . . (7) 

е~~2ао cos г;2 dv =  j / ^  (cos а2 — sin а2) . . . . (8)

§ 33. Если въ формул^ (4) § 25-го поставимъ а \ / — 1 вместо а7 
то получимъ

со со

б' sin ^  J^sin ^sin яЙ2/{<р (ж -+- у | / — 1) -+-
О О

-н<?(ж— у Vх—1 ) \ d y d h ....................(1)

со со

G cos ^ =  ср (х) — ® у "У  sin^ sin ай^ {<р (ж н- у ] /— 1) -ь
О О

н-ср(^—y 'j/—1)} dy d h ....................(2)

§ 34-. Возьмемъ функцию arc  (sin =  аи) и положимъ 

G arc (sin  =  cni) — А.
Отсюда мы выведемъ

dA
da

СО

-  ®7! = » = ; / е"‘vт с* + а« •.) *•
Интегрируя это выражеше относительно а между границами О н а ,  

будемъ им&гь:
со оо

А  =  £r a rc  (sin  =  aw) =  —  V ^ )  ?  ( ^ ) } ^
О — CO

что можно написать, положивъ £ =  £2 и изменяя границы интегри-



роваш я, въ видй
со со

& arc (sin =  аи) = -  I / - j - -  (?(ж +  2a h )  —
0 9

—  ®{х —  2 a f e ) } dz . d t ................................(1 )

Деженерализуя полученное равенство, получимъ

со со

(s in  =  аи) =  -  f [€LL (еш™— е~-аин) d t . dz 
k J  J  tz
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arc
о 0

которое, послй замены въ немъ а У — 1 вместо а ,  напиш ется въ 
формй

со оэ

J  J  sin 2 ah dz dt =  |  lg (a -+- yT н- a2) . . (2)
0 0

Возьыемъ известный интеградъ

Ъ
a r c ( t g  =  ! i ) = y V “ Sm S / * (а)

изъ котораго выведемъ 

(г a rc  (tg  =  аи) ~(tg =  аи) =  « г {<Р (ж ■+- a t y — 1 ) —

dt
—  © (ос —  a t} / —  1 )}  -j (3)

sin t
6' “r c ( , g = s ; ) = / ,' ( ; г _ '!<, t

о

Н аписавъ зат^мъ интегралъ (а) въ формй

со

are( ts =  5 ? ) = / ' !

dt. . . .  (4)

_д/,,г . # dtalu sm t -j
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получимъ

G arc (tg =i)=7̂ J  (* 2 ̂  * 1/
l )

(ж  —  2 \/a tv \/—  1)}  dv dt . .

и следовательно
(5)

W UJ

G  a rc  (tg  =  <ш2) =  |  9 f e ~ v
V 0 0 .

sin t r
~ r  > ?  ( *  к

-+- 2 ■i ) -+ ? ( * - ■ 2 / « / « 7 — i ) }

Если въ тождестве
ХЬ /̂ 5

arc  (tg  =  x) =  X  ------ ^  h -  ^ ------ . . .

положимъ #  =  ea“7 то получимъ
П — CO

r  -x V( — : +  (2«.+ i)el
6r arc (tg  =  « ) =  2 )  2 и  -+- 1 ‘ •

«=0

Точно такъ же наидемъ, ноложивъ х =  еаи*

(в)

С ? )

»&=со се

ff , r c  (tg  =  п  =  — ( й Т е 4 (2*+1)“ {<Р (ЯН-.
«о

ср (л? — г?)} dv,
(* )

Ж енерализацш  транецендентны хъ Функций раз- 
личныхъ Формъ.

§ 35. Р азл о ж ете  въ строки sin Ььаи и cos Ьваи намъ даетъ не­
посредственно

11=00

в  sin be™ ■ • = ¥ [ ж +  ( 2 п —  1)  а] . . ( О
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G cos be0 ___ v i  (— 1 )nb2n <? (# -t- 2nd). . . .  (2)
n=0 Г  (2n -+- 1)

Возъмемъ функщю e ^ att. Р азл о ж ет е  ея въ строку намъ даетъ

п=оэ
Ьпе,тиЛ2 ^2ам

e i ' “ = 1 - ' - T '  +  T T ? -

и после женерализацш

1 . 2 ... - = 2^ Г ( п + \ )

6геЪет‘=  ^ Ъп

п=О i 7 (и  ч - 1 )
с р (^  +  м ) ....................... (8 )

Поставивъ въ последнее равенство a ] / — 1 вместо а, выводамъ

Geьcosaw+>sinамvz:i =  Geb cosям { cos (Ъ sin аи) ч- sin (bsin au) ] /— 1} =

2
b"

и следовательно
n — со

Gel a“ cos h s in  au) —  ^  V

<? (x  -+- а д  у ' —  1 ) ,

b"

«=0 Г О - + - 1) 

<р(ж —  п а /  —  l ) j  

b"

<o (x \ - па у  —  1) t

(4 )

G G “  sin {bsin au) =  — 2  [ f ( «  +  na /  —  1) •
• «=0

—  <?(# —  M ] / — 1 ) |  • ............................ ( 5)

Деженерализуя эти равенства и ставя аи =  =  а ,  "будемъ иметь
П=УЭ
2  о?1

Г ~(п i j  cosnx ~  eacosx cos (a sin д?) . . . (6)
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п—со

* * * *  =  ' " ’ М * * * х ) .  . . ( 7)

Если, обозначивъ черезъ т число цйлое, мы помножимъ первое 
изъ полученныхъ уравненш  на cosm # , и если при этомъ примемъ 
въ разсчетъ, что въ томъ случай когда т не равно п —

тс

/ cos пх  cos m udx — o

а когда т =  п:

J  cos2п х р х = ^ ,
о

то будемъ имйть
-л

J*еа 005 х cos (a sin х) cos пх dx =  ̂  1) 1 * *
о .

точно такимъ же образомъ изъ второй формулы получимъ

J еа cos * sin (a sin х) cos пх dx —  |  р  ^  ■ ■ •
О .

§ 36. Чтобы определить значеше G  log (cos аи), положимъ 

(г lg (cos an) =  A. s
Отсюда выводимъ

dA п smau п  .
- г -  = .  — G — — и =  —  Gutg аи. 
da cos аи

Но такъ какъ
со

e t g « =  ft ( * - g ) - T ( * — « у

„ е 2 —  е 2

(8)

(9)
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то женерализуя по частямъ, получимъ

6г и tg  аи -

*

(х  н -  at) —  у 1 (х  —  at)
-t ■ jit dt

e 2 - e  2

и следовательно

dA
da

со

/ £ (х  ч-  f/i) —  <в' (х  —  af)
i t  T i t

2 гт
dt

е “ —

а послй интегрироватя относительно а между границами 0 и а —

со

f f l g ( c o s » » ) =  / ’ Т ( *  - н  ° f > - J  2 У W  , (1)

«/  д  г те — е

6г lg  ( sin  aw) =

Поставивъ въ этой формул^ — аи вместо аи. найдемъ

00 * т-£ at

y i?2 ср (ж  —  at)-\-e  2 с;(ж +  йг!) —  2 со (ж ) dt , 9-.
J  • •  ̂ '

2 2о 0 —  0

Откуда слйдуетъ, что

в lg (i s т) =  J2 ( * +  2 -  а  «О Д . . .  ( 3)
о

и зам еняя aw черезъ ^  —  aw, будемъ имйть
л

< ? l g ( c „ t g * )  =  р - т ( ^ - 2 ^ ) - т ^ - ь 2 д < )  ш  w  
J  1 ч-е~* vо

§ 37. Если возьыемъ тождество

lo g [а ч-Ъ ]/  —  l ) 17" 1 =  arc  ( t g  =  | ) - * - |  t g ( « 2 4 - 6 2) ^  —  1,
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которое можно представить въ вид4 

(a-h-b) } / — 1 ) К_1 = е| / — 1 . М« (tg= у )  +  -f- lg («г +  »*) 1 ^ 1

а  возвысивъ въ степень \/ — 1 —  

1 _ 1

b-t-au ] / — 1

т
1

cos |  a rc  ( tg  =  —

. ) / . au* , --------sm  {arc  I tg =  у  _  i

долучимъ равенство, которое даетъ

аи
cos arc  tg  =

b

аи
sin a rc  t g = r r  =

Ж енерализуя ихъ, получимъ

] / # 2н - а 2 г̂ 2

У  № - ь  a 2 w2

(а )

0)

6т cos I arc

СО СО &2 i f -

'е Г v
( t8 = f)l = i  f  J ‘-~ p

. 0 0

•CD I

, , аи\] а
в  sm  i arc  ^ tg  =  T j j = -

- + У ( я ? — S 

Точно такъ же мы найдемъ

6* cos ( a rc

О О-

<?' { х — у  / —  I )  }

А 1

- 1) } dydv

со

/ >
4 а2 » /

! 0 1

- 1) } dydv

со
л -

4 а2» г
Г 0 1

- о } dydv

(2)

0 0 .

(3)
В. Обреимов'Ь.
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<Х> СО ft*#1

Crsm{ arc ( < в  =  ^ ) }  =  ^  f f  1)
' О О

?(#-— у \ / — 1) } dydv (*)

Легко способомъ подобнымъ предъидущимъ получить слйдуюпця 
формулы:

п—аэ

G lg (1 -+- Ъе'т) =  ^  ̂ |  —  Ьп ср (ж -н па) . . . (5)
» =  1

»=оэ

G lg (1 — Ъеаи) =  "У — ср(ж-нш) . . . . , (6)

1 7)/««
<у 1* i _ ± i £ _  =  _  *

« =  1 
« —со

=  ~~ 2 2  Wi ? (ж ч~ 2,'й) • • • W1 —  Ьес
п  =  1

и/5
Выражеше / ® (ж) г/#4 помощью опредЬленнаго

интеграла-

§ 38. Зам4тимъ, что выражеш е G ~  ыожетъ быть дано въ двухъи
видахъ:

e ± = ' f  ? ( * ) < &  ■ а Уг' ? < * - < ) * ;

отсюда сл4дуетъ, что, обозначивъ черезъ (7, (7П Су . . . • ( / «  произ- 
вольныя постоянный, будемъ им4ть

J ср (ж) dxn =  G -ь- С^х -+- С%х% ... -+- Сп̂ х п~х -н
оо

=  / * " -1 ?  0* —  0  • • •  • • ( ! )

когда функщя 9 (ж — 7) такова, что, при какомъ угодно значе* 
ш и ж, выражеш е tn~l y {х —  t) превращается въ нуль для 1 — сс. 
Для проверки этой формулы дифференцируемъ ее .относительно х.
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Получимъ

1~'о (ж) ch?-1 =  Cl -h 2G^x-+- . . .  -+- (in — 1) C ^ x " - -
.CO

^ T J n ) f  ****'(* — *)**■. • • • . . (2)

Но такъ какъ вптегрироваше по частямъ даетъ
с о  . ОО

f  <р'(х— /) М — — t"‘- 1 ср (ж- •/!•'!' (w -t-1) у !п̂  С5 (ж —  О (//,
•о о

то, зная что выражеш е tn~l y (x — t) уничтожается для t — О н 
t =  oo: придемъ къ формул^ (1), въ которой п будетъ заменено п— 1.

Отсюда слйдуетъ, что если формула (1) справедлива для w = l ,  
въ чемъ легко убедиться, то она будетъ вйрна вообще.

Точно такъ же легко вырЛзить значеше / 9 (ж) dx11 двойнымъ 

интеграломъ, замечая, что

G
оо ос

1 = 1  г г
ип 4тг J J

<р(ж  +  у т / — 1 )  g^wV=i

—00 —00

Въ этомъ случай требуется, чтобы функция — 1) уничто­
жалась для y =  zLoo при какомъ угодно значеши х .

ДиФФеренцироваше и интегрироваше, выраженное 
дробными указателями.

§ 39. Если помножимъ, на^ ип ехи об£ части тождественная 
уравнешя 03

I—п — ----- -------- С в~и̂  tn— —1 сЛ
Г(п—

и11-

то получимъ

ЦП

■ сс

— Г(п—fx) f £— {t~ x )u  ЦП fn  Г

6*
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и женерализуя

&  ч ( х ) _  1 Г ? ( ж  —  О
~ Г { я — р ) /  <йв» ' ‘ '

зам еняя здйсь р черезъ — н- й полагая ?г =  0 , буденъ пм^ть
со

У? (ж) = m  f  ср ( ж  —  t) dt.

Точно такъ ж е, если мы возьмемъ тождество

1 1 . Ш
( —  и у  (— 1)" / '( [ х )  и>‘

и залгётнмъ, что
ос

/ e~"tu 1 dt =
и*

то получиш» отношеше 

1

(— u f  ~ { — 1У Г(р)
^  ____  _____________ \ _____________  /  р — tU  f f i —

— u Y  {— l YFU)J “- 1 dt

поставивъ — и вместо и и  уыноживъ на ехи, будемъ ны^ть
со

—  =  - — -  f  «(*-*-*) “  р - 1 dt
и- (— 1 ) Г ( р ) « / .

женерализуя
со

У® (ж) ^  =  ^_:1)У , ([х) У  ̂ - 1 * (Ж -I t) dt. . . (8)
Ставимъ п— вместо п и дифференцируемъ п разъ  относительно х

du а  (ж) 
dx•“ ( — 1 ) “ Г ( » - ( Х >

у dn ср -(д; -+- /)
(4 )

Формулы ( 3) и (4) даны Льювилемъ для дифференцировашя, вы- 
раженнаго дробными указателями. И хъ можно заменить формулами 
(1) и (2).
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Указанное дифференцироваше и интегрировате можетъ быть рас­
пространено на функщи нйсколькнхъ перемйнныхъ, прнчемъ полу­
чаются дв'Ь формулы:

^ЛН-v+p-h ... гр 1J9 t  • . . )  __ 1

d xlb dyv d tp ~  Г(п—^)1\р— v) JP(q—p)

CO OD CO

о и о

, , „ , d*+r+e+~ w(x —  to, у  —  w ' . . . )  . .  „
... ------------------------------------  * > * > '* » "  -

C/> CO OD

(ИН-v+p
f  dar d y  dtp... -  p  ̂  г  ̂  Д р)... /  /  /  -

0 0 о

. . .  fi)fH  . . .  <p ( # — со, у  —  со', t — w" . . . )  dto , yv* dtott . . .

П реобразовате етрокъ въ определенные интегралы
и  наоборотъ.

§ 40. Женерализуя оба члена тождества 

1
1— е°

=  1 -ь- eau -4- г 6* -н  . . .

получымъ:

0
1

1 —- е1
=  <р (л?) -+- <р (# ч- «) -I- ф (я? н- 2«)

« = с о

=  ^  9  ( #  -+- и а )  =  С — ^  ¥  ( # ) •
=0

Возъмемъ теперь равенство (8) § 7-го и положимъ въ ф (« ) =  1, будемъ 
им'Ьть

с о  со

G  1 =  ср (х)  —  —J' J {® (ж  -+- у У — 1 -+- щ (ж — у У  —  1)} cos уг; <7у ,
О U

Положивъ въ томъ же самомъ равенств^

♦ («)=Tzb=
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получимъ, замечая, что

я
Ф («O'-ь Ф ( — ®) =  1 

Ф («О — Ф (— ®) =
а такъ же, принимая въ разсчетъ предъидущую формулу.

п=0

I ] Г  ____
0 (х I на) =  g 0 (ж) -+- J  { 9 О -*-■ У V—1) —

'  О

__ /» у |
р(® — .У т/ — l)}dyJ y z z ^  . . . (1>

Чтобы получить з н ач ете  интеграла

со

1 ч-еf  1 4 -eav ;
J  JZẐr S1sin y #  flfo,

зам'йтимъ, что тождество

= i + 2 {«_m -+- ^  а-8"в A

будучи умножено на sin yv dv л  проинтегрировано между границами 
О и  о о , даетъ намъ при помощи

J* e~nav sin yv dv =  - У
у 2- ь  (па)‘

значен1е
о с . п = с о

Г Vго ч -1 . , 1 « V  *J  % 2  3 ,-+ (« )> ’
о ’ П~ 1

но известно, что (Эйлеръ, Введен.)
‘ 2  -ху

е а - ь  1 1

^ y 24r~(ndf 2ау * 2  %У2-
\  е а —  1
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следовательно
о

/
2 by

1 -v- eav . . 7
■*-----1 —  ^ a • 

1 —

Если поставимъ это значеше въ формулу (1), то положивъ в ъ , 
ней у — ау, получимъ

п= с о  00 „

• 2  ? ( * • + • * * )  = ' I  т  И — 2 / ^ т / к г - T  И * - * -
п=0 ^ 0 . ■i

-ь ау /  —Т) — ? (* — “У V — 0 } Ф • • ■ (2)

что можемъ написать въ виде

2 ? ( * ) = ^ — §<р и -*-

1 f  e2lz,J -+- 1
2 i/Т Г Т  J' —r\">

g2-2/
- c p ( # - + - a y  i /  —  1 ) %  . . ( 3)

Эта формула замечательна темъ, что даетъ значеше 2  <? (%)
а

при помощи одного определеннаго интеграла.

Въ сочинешяхъ Абеля находится определеше этой суммы, для 
которой онъ далъ следующую формулу

I  f  ? ( * ) * ? —  1 < р (я )

dy
/  _ и 1 1 ?  ( *  *  Щ / —  1) -  <? (ж  —  я # / -  -  1 )}
У 1 о

Чтобы установить согласие между этой формулой и  формулой (3) ,
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достаточно убедиться въ томъ, что

1
а 2 У '

СО

— t  J ‘ ? ( х ̂  ау 1/11 ̂1 ) -

—  у{х— ауVх—  1)} dy.

Н о для этого стоитъ только проженерализовать интегралъ

1
а ’о

поставнвъ въ немъ предварительно аи вместо а.

§ 41 . Е сли  мы напишемъ равенство (3) предъидущаго § въ формй

—  у  (%) =  G U 2 ? ( ^ )  ~

со

- 5 7 = 1 /  ; £ = {  * <* -

то дифференцируя относительно а, получимъ

G
(ет — I)2

что можно написать въ видй

1 Г 1 -*-е2гЛ -____
2 J  г Г 7 2 ::{ т ' (* i

У. ? И  = (е“я —  1 )‘

со
1 /* 1 _1_ 2̂тс« _____

=  2 J — f y — OePd* • ••(!)

Дифференцируя снова это тождество относительно а , мы выведем^
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89

2 ^ = e n ~ L  i ) . =

/ Т _ 1 _  р  2  7 i t  __________

1  g a ,t  у С37 —  С2 — — /  V- \)dt. ( 2)

И вообще

i f W = 2 т щ

t У —  ! ) « ] / ( !  — t ] /  —  1 ) ( 2  —  / | / — ! ) . . . ( п

—  2 —  t У —  1 ) d t ‘.

§ 4 2 . Ж енерализуя оба члена тождества

(3)

I  —
1 — ес =  1 ч~еш ч- е2аи ч- . . .  ч- е(т~1)аи,

выводимъ
ср (х )ч -  ср [х  —  а) н -  ф (х  ч~ 2а) ч-  . . .

|  __ т̂аи
-+- ср [ж -1- m  —  1) а] =  G 

но формула ( 17) § 26 даетъ

G
1 — е п 
1 —  е° ^  ? (% ч-па ) —  ^  ср [хч-т а ч - па),

«=о »=0

следовательно съ помощио формулы (2) § 40 будемъ иметь 

<Р (х) ч-  ср (х  н -  а )  ч -  <р (л? ч -  2 а )  ч -  . . . -+- <р [ж ч -  (ш  —  1) а] =

v со
1 1 Г е2кУ ч^ 1=  з {? (я?) — ? ( * + » )  } -1- J  1  {? (*"*-

та-л-ау У —  1) — у (х -л -а у У — 1) ] йу.
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Поставивъ tg ф (ж) вместо ф (ж), получямъ 

lg ф (ж) ф (ж -t- я) ф (ж ч- 2й) . . .  ф [ж —ь (ш —  1) я] =  1 log j / 7 Ф(ж)
ф (жч -та) -h

1___  Г е2-уч - 1 . ф(ж +  тач-ау ] / —  1) 1
—  1 J е ^ у — 1 а ф (жч— ау ~/— 1) ' !!2 /

что можно написать такъ:

ф (ж)ф (ж ч - я) ф (ж ч- 2 я) , , . ф [ж ч- («г — 1)я] =

т а  -л- а у \ /  —l)__ ________  1 Г е2̂ ч-1 у (а

I /  . ? t /  , 2 1 V  S 9
V (d {х-^-тпЛ

(x -b  ay V — 1)
dy.

§ 43. Напишемъ формулу (2) § 40 въ формй

« = С О  СО

2  '■ (ж +  па"> =  — ^ Z rzT i I  ^  = 1  ?  ^  ау Лу
« = 1  У — се

и выведемъ изъ нея поиопцю m-кратнаго дифференцировав и за­

мены ( | /  — 1)т 1 его значешемъ sin

п = с о

2  и ’п ? (ж и й ) = 1  (sin^ v

ш с 7--------
cos к — 1

MTt / ----- - \  Г е%-У-ь- 1 ап , х 7  . 1Ч
—  cos 2~ 1/  —  1 j J  у Г  ? (■« - 1 ay V ~  1) Ф  • ■ • (1)

1 ч -  6

два тождества:

eu=  1 — еаи-+-е2аич ге2аи

1 _  =  1 - 2 f
1 + r  2 J  е*у— е-*у У'
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Получимъ
П—СО сс

2  (— 1У ¥ О -+- т ) = 2? («)— 7 f
м=0

у (ж -и ду  ] / — 1)
с~у — "У % •

Дифференцируя ее m разъ относительно а, будемъ имйть
«=.:о -

У  (— l)n_1 пту  {х -+- па) =  ( sin —
«=1

—  cos м~
^ )

Ч { х + а у  V —  1)
ет.У--- 6* у уш dy. . . (2)

§ 44. Если помножить об4 части тожества 

1

еу —  1
= е~у н- е~2у -ь я' Г " у -

на ym~l y{x-±ij)dy  й проинтегрировать между пределами 0 и с о ,  

то получится
л = с о  . со

f у = 2  f  ym l<r”*4(<x — y)dy
»=1 О

то

Но такъ какъ
. со

«  (d«r-  =  t U J r " ̂ ' (* - у) ау
п = с о  со

____= _ 1 _  dv
£  (n -h u Y  Г  (m) J  e*— l аУ>~  (n -i- n)m Г  {m) 

что можно написать въ видй

V  1 1 Г  У е ~ Щ  Л, глл
2 ( й  н- « )- -  Г  (М) j  V  —  1 J ......................f )
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Подобное же вычислеше, выполненное надъ строкой

еуч -  1

приведетъ насъ къ формул^

—  - е~у —  е~гу ■+- е~Ъу

п=со
У  ( —  1 Г  ' 1 _  1 
£  Ы - н  и)т ~~

Г  у * - ' е~*- dy (2)
J  1 .....................1 }^  (п и -  « ) ”’ . Г (т )  ...

Если разложиыъ въ строку в ы р а ж ете  ( е — е°“)~р и будемъ же- 
нерализовать о61; части получеинаго тождества, то найдемъ

G (6_au еа1у  =  ? (х + р а )  -+- р [х -+- (р -+- 2) а] ■+■

р ( р - + - 1 ) г ; ч .
j  2 9  "+~ (jp 4:) #  ] -+* . . .

Откуда слйдуетъ, что
11=  со

g = 2  ? ^  ^ (2?г ^  й]

1

п—О

# 7 7 = :

О"

п вообще 

1

= 2  (я !) ? [ж ■■+- 2) а]
 ̂ '  п= О

« = с с

1 2 & : 4 i r F ^ n ^ - b ( a « + 3 ) l ,]
6™);

*=0

< 7  7(е~т —  е“и)г
-  =  У  ( ^  +  1 ) ( ^  +  2) - - ( ^ + f - _ 2 )  с р Г * _ ь (2 я - ь р ) й] ,
" ^  1 . 2 . 3  . . .  О  —  1)  1 ■ 11  J

Чтобы выразить эти суммы въ интегралахъ, достаточно заметить, 
что формула (7) § 7-го намъ даетъ посагЬ необходимыхъ вычисленШ

G
е~ал— Г  4 а ] / —

со ъу
1 f l — e a
/ — Г /  3f 

1 + « а

?  ( ж + г / 1/ “ 1) ^ .



Ж енерализащ я по частямъ насъ приведетъ къ 

1
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в (е~аи—еаиУ

-+

с о  с о  с о

Gy - <Г) 3 2
— 1 Г Г  Г  1— е» 1

2 3й 8 i / = T .  I I I
У У У  1- ье а 1

— «» 1— 1—еа
TTfl

+  « “ 1 ч - « “

-+- (уч- v -+- w) У—1] dy dvdw, . 

отсюда сл^дуетъ, что вообще мы можемъ писать

Y 0 * - * -  0  (» -+ - 2) л .  {п +  р —  1) г . _
1  ------ 1 . 2 . . . ( р - 1 ) -------- ’ * [*  +  (2» -1 > )  “ 1 =

■?/сор

1 Г  1 — е а

У - 1); /
У  1 ч - « а

тЛ
1 --- <?а

22* а * ( у

Полагая р =  1, получимъ

тгу л£

-I- е а , 1 ч-
1]  d y.^ d

IУ
1 Г  I __ е а ___

2  ? [ж ч- (2я -+- 1) aj =  /  ------3* <К* -+- У У— 1) %
"=° У  1 ч - « а

формулу, которую мы можемъ написать еще въ следующей формй
п = с о

2  ср[ж ч- (2м ч- 1)а] -
«—О

с о  - у

=  9^ b z l l  /  1- ^ ^ { ч { х + У У - У - ч { х - у У Щ ^ у .  (1 )

V о 1ч-«®
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Деженерализуя и положив* У'~ — ау, будем* йм&гь

оо п=о;>

f — ------1 sin  ay du =  —  2 \ er (2и+ 1)в =  —J  ê y -+-1 ^  e“e“ —  e~“71= 0

Если въ формул^ (8 ) § 7 положим*

1

G

то. получим* 

1

4 SJо о

ф О )  =

т л й  - Ж - ' ) .  * .

Но так* как*

/ cos у® dv _
2 а щ

е 2а ч -е 2 а

ТО

G 1____ __  1 Г  0  —  y V —  1 )

е 2й нь £

jry
2а

Л /.Г + г “  2 а

Съ другой стороны имйемъ

^  («“  — <г8““ н- е5ам — ...) =  а (ж ■-+-«) — ® (ж -ь Зй)...
' «==со

=  — 1)" ?  [ я  - ь  ( 2w ■+■ 1 ) я]»
n = 0

поэтому

У  ( — 1)” cp [x  -+- ( 2 n -+- l)a \  =
n = 0

со

L  Г ? ( ж + у т / - Ч - ? ( ж - у У - 1 )

'■“J e ’-‘  -н 2a
% • .  . ( 2 )
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§ 45. Если мы будемъ женерализовать по частяиъ вы раж ете
1 .

принимая во внимаше. что(Г— еаи) (1— е1>и) ’
п—о:

то выведемъ

G

п—0

п =  со т — с о

1

1— ес 1 = ^ = 2  2 ? ( ж + м  ч~ тЬ)-
п=О «г=0

Съ другой стороны, мы знаемъ, что

оэ

G Ч~~----  =  4  ^ (#}-»-У 1— еаи 2 ■> /
1

2 У — I J  —  1' г\
1 { х -^ а у \ /— 1) ду

1 , 1 г е ы ч - 1X (х) — б  ^ ^  g  ̂( )̂ ■“*“ 2 j/ZZrf J e2zt_ 1 9 (# ^  У
Изъ этихъ. двухъ формулъ слйдуетъ

^  1_ е « »  ‘ 1— ^  ~  4 ?  ^

1 03 2 . < 1 

Г —оэ

- 1 / / £ ± i  »[* -  с* -  «) *

г//

f//

а  также
«=ОЭ «1=00

2  ср ( # )
?=0 tn=0

оэ

- '- t j z . i  V ^ l- i-v lx + b ty -iy u
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СО со

- 1 f  f  x • ^r_z x  ? [* +  iw  -+- М) Vх- 1 j <!у dt,
— со — CO

полагая b =  а, получидгь

n-=co m = со

2  2 ? (m ч ~ n"> fti= x ? и
n=0 tn=0

4-

co
1 /* />2 tc£ _|_ 1

a ^ i r i  J  ? (ж ' at V ~ l) (tt

— i  f  f  e# ẑr\ •  ^ t i t t  ?  0  - + -  « (y *) V— 1 ]  %  * >

Выражеше суммы нАкоторыхъ етрокъ въ  опред^.- 
ленны хъ интегралахъ.

§ 46. Женерализуемъ o o i части равенства

1 - ь  ап - ь  а2 д 2 - + - . . .
1

1 —  аи
Получиагь

’ - со

1 Г  ——<р (а?) ч- а (х) ч - а 2<р' (а?) н - . . .  =  -  / ^ ( я  -|- /)
о

Ж енерализуя снова относительно я  будемъ имйть:

<р О ) 2 -ь  а (а?)2 -н  я 2 ср" (л;)2, н - . .
оэ й

= ] /  * { x  +  t ) d t e  f s ............................( 1)



П олагая въ формул^ (7 ) § 25  д =  0 ш 4 ещ »

Ge ай —  ср (х)

со со

2 У sin

а проди фференцировавъ относительно найдемъ

~ £ «и 2 Г Г р  sin hv , - .  ,
* — - i J  J  ah —k.» ( * - » ) * •

о 0

p  sin hv

Позьзуясь этимъ отношешемъ, мы можемъ написать формулу (1) 
въ формй

^ { х у - ь - а у 1 ( # ) 2 ч - « 2сря ( # ) 2 - ь  . . .  =

СО СО СП I  • 7

= a- J  j  J  cos ah ~1̂ ~~ ” (ж —  v)dtdydh<?(x •+-1) . . .  (2)
и U О

Мы могли бы это выражеше женерализовать снова относительно а , 
при чемъ получили бы

9 (#)3 ч-  аср'  (#)3 ч-  я2 9я (#)3 -н .  .  «,

и такъ далйе.

§ 47. Женерализуемъ об$ части тождества

а3 иъ аьиъ . •
о м -------- g----- 1----- ~--------. . .  =  a rc  (tg =  аи).

Получимъ

« ? ’ (* )  —  Y ¥ " '0*0  ■+- • . - = ’

=  2 Л г т / ^  (? (* H" at V — 1) -* -? (* - -« *  Y ^ l j j у  • • • (1)
'  0

В. Обреныовъ.
7
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и послй вторичной асенерализацш относительно а

а w
а <?'■ [ x f  — (%у ч -  — а 1'( ж ) 2 —  . . . =

СО СО 03

—  2 h j  f  f  е * { ? ( * - + ■ « # ? / — О  —
О О О

<Р (ж —  а/» ]/ —  1) F  sin у» %  dv dt\

гд*

¥  =  ср(ж-+-у У —  1) —  <р (х — у У—  1).

§ 48. Мы наш ли, что

0 3  0 3  г

6т a rc  (sin  =  аи) =  - J  J  —  {cp ( #  -+- 2 atz) —  <p [x  —  2 $fe)}
о 0

и такъ какъ сверхъ того

, х 1 я 3 ч 1 . 3 а 5 .  1 . 3 . 5  а1 7
a rc ls in  =  аи) =  бш  ̂ тг— г ...

4 7 2 3 2 . 4  5 2 ,4 .6  7

м

то изъ этихъ двухъ формулъ нолучимъ

1 Ф  я , , 1 .3  а5
2  3« ? ' (ж) . . .2 .4  5 ^  ^

03 со

1 /* Гб~*г~ гг=  -  I I — {<р (ж -+- 2 a fe )—  <f>(#—  2 a fe )} . . .  (1)

П олагая ?  (х) =  sin  ж ,, получимъ

1 а3 1.3 а5 1 .3.5 а
а

2 3 2 .4  5 2 .4 .6  7 ’ '  *
оо ’ 009— 1г — 21

sin 2  atz dz dt................................( 2 )=1Я tz
о о

а  дифференцируя относительно а
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1 .3 1 .3 .5
2 .4 .6

ак

СО со

-шО О
cos 2 a iz d z d i —

у  l- h a ‘
(3)

Женерализуя формулы (2) и (3) получимъ

1 .3  а 5

2 3 7 г ;  ' 2 .4  5
со со

I f f  — { у ( а м - 2  atz~/— 1) — у (ж — 2 « fey / — 1 j} dz dt. (4 )

, ,  ч l a 3 , .  1 .3  а 6
« ?  И + 5 7 Г ? Т ( ж ) -  . . . =

о о

? . ( * ) - ^ * V ( s ) + ^ я * ? 1» - . . .  • =

ОЭ ОО

■ = z ) f  {? (ж •+■  2 1) -+-
О О

ч - с р ( ^ —  2 a t z y — 1 ) } d z d t ............................(5 )

§ 49. Возьмемъ тождество

2 a cos t 2 2a 2cos2 /
^ 2а cos t  j  _ |.

1 1 . 2

помножимъ обй части его на dt, и проинтегрируемъ между грани­
цами о и тогда получимъ

, а* а?
1 т Ь  -чч.- Ь

а 6 1 С
Т О ? 4 "  '  '

e*amstdt. . ( 1)
1* ( 1 . 2 ) 2 (1 .2 .3 ) !

Женерализуя относительно а, будемъ им4ть

, ч (я ) 4у " »  y VI ( х )
у  [х) -+- a 2 va -+- а 4 4-. -+- а 6 , 1 J, -a -+ -. . . =

( I . 2 )2 1 “  ( 1 .2 .8 )

1
=  n f y ( x - h 2 a c o s t ) d t  . (2)



§ 50. Ж енерализуя об'£ части равенства
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1 « = с о

f*~"dt= 2 “f r - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( о
«■=1

выводимъ

? (х) Y* т' О )  -+- | з 0*0 ■+■ ■ • • =  f  ? (ж —  й lg f ) dt (2)
r2

перем еняя а  на — я , получимъ

?  (ж) —  - J  ? '  0*0  f i  ? "  ( « ) — • •• ■= J  9 (ж  н -  а  lg  <*) dt. . (3 )
и

Если положить въ этихъ формулахъ 9  (ж) =  sin х , то онй дадутъ

^2 ^4- ^6  г»
i - y + j i  — J  « . ( e l o g f ) #  . . ( 4 )

я  a* dr
1

=  —  ^  sin ( a  log f )  dt . . . . (б)

Ж енерализуя ихъ получимъ

® (ж ) — f s ? "  И  -+- fsT ^O *?) —  • • • =

=  ^  J  | <?(#-*- й lg  ^  l / —  1) ? ( ж  —  в  log f  ] / —  1)}  dt. . ( 6 )

ф ' (ж) й3 ,,,, \ аь Y , s : : - 
■ ^ г ~  4 * 9 "  ( « ) - b j i « P T ( * ) - • ■ •  =

1 . '

=  2 у ~ т Г  f  ̂  — ? 0 -+ -« lg  f т /— 1)} d t . (7)
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Интегрироваше уравнений.

§ 51 . Ж енерализащонное вычисление применяется весьма легко 
къ определенно интеграловъ некоторыхъ дифферент*альныхъ урав- 
ненш , а  также урайненш съ конечными разностями; преимуще­
ственно же къ р£ш еш ю  линейныхъ уравнешй.

Разсмотримъ обпце принципы, служагще къ облегченш изследо- 
ваш я предположенной задачи.

М ы уже знаемъ, что всякая функщя п независимыхъ перемен- 
ныхъ F  (# , у, я , . . . t) можетъ быть выражена символическимъ ра- 
венствомъ

F  (%, У, Z, . . . t) =  в в . . .  (1)

где и, v, w . . .  s суть п переменныхъ женерадизацш, къ которымъ 
относится знакъ G.

Е сли х, у, я . . .  t, переменныя величины, вполне независимы 
между собою, то независимы одна отъ другой таясь же и переменный 
женерадизацш, и  наоборотъ; но если суяцествуетъ какое нибудь отно­
шеше между переменными ф ункщ я,—то должно существовать въ свою 
очередь отношеше и между переменными женерадизацш, и при томъ 
такое, которое можетъ быть всегда выражено уравнешемъ между со­
ответствующими переменными.

Если вм есте съ уравнешемъ ( 1) дано отношеше

Ф  {и , V, го, .  .  S)  =  О

то легко понять, что выведя изъ этого уравнеш е значеше одной 
изъ переменныхъ въ функщя другихъ и подставивъ его въ тоже­
ство (1), мы будемъ иметь толысо п —- 1 переменныхъ женерализа­
щ и, что сократить операцш  G на одну переменную, при чемъ F  
останется всегда функщей п переменныхъ, только эти переменный 
уже перестанутъ быть независимы между собою, но нряобретутъ 
известную связь, зависящую отъ формы уравнешя (2 ).

Если бы это уравнеше давало для одной изъ своихъ перемен­
ныхъ несколько значенш въ функщя п —  1 другихъ, то выражеше (1) 
имело бы столько значенш, сколько. существовало бы различныхъ 
корней и  символическое выражеше распространилось бы на все эти
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значешя, такъ что представляло бы нисколько различныхъ между 
собою фу нкцш.

Е сли вместо уравнеш я (2) существуетъ т совместныхъ уравне- 
нш  между переменными женерализацш

Ф(и, % w,. s) = 0, • ф1 (и, t>, до,... 5) =  О, ф2 (щ а. до,... s) =  О
и т . д .,

то не трудно понять, что выведя изъ нихъ ш одн^хъ переменныхъ 
въ функцш п — т другихъ, мы приведемъ задачу къ женерализащи 
п — ш переменны хъ.

В ъ томъ случае, когда т =  п, в се  переменныя женерализацш 
будутъ исключены; вследств1е этого функция сделается вполне опре­
деленной, и женерализащ я приводится къ  умножении на произволь­
ное постоянное количество.

Е сли бы рядомъ съ уравнешемъ ( 1) мы имели отношеше (2) въ 
наиболее простомъ виде

и  =  V,

то поставивъ v вместо и въ уравнеше ( 1) , мы получили бы

=  F  (х  - н  у , z ,

откуда видно, что переменный х  и у перестали быть независимыми 
и входятъ въ составъ функщи F  своей суммой.

Е сли наряду съ равенствомъ (1) ,  отношетпе (2) имеетъ видъ

U2 —  V2

то и будетъ иметь два значеш я: и =  v и и =  — v.
Первое изъ нихъ даетъ

_  @е{*+у) •+*»+- — F ( x  +  y ,z ,  . .  . )

а второе —

_  ffe(y-x)v+sw+. __ F  ( x — у, z  . . • }.

Отсюда видно, что равенству (1) соответствую т две функщи: одна 
изъ нихъ заключаетъ въ себе сумму, а  другая —  разность перемен- 
ныхъ у и х .
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§ 5 2 . Общш принципъ. Если дано нисколько функцт какого 
либо числа переминныхъ х. у, t . . . , опредиленныхъ характери­
стическими уравнениями

(г?*^ ***-- =  f.{ x ,y ,Z  .  . . .  (1).

G f'+ * ,+"‘ '+~ =  <fl ( x ,y ,z  . . . ) ......................(2)

^  ( x ,y ,z  . (В)

знаки G относятся къ перемпнныМъ и}- v, w . . . въ первомг 
уравнении, яг uf, г? го1 . . • во w т. д т о  лш можемъ въ
данномъ символическимъ равенстви

f f e x u + y v + s w + . . .  E ( u , V 9 W  . . .  )  - н  Е 1  { ц \  V 1  , W !

ч - •• .) - ь  . . .  . =  0 . . (4 )

умножить или раздгьлить каждый членъ на никоторую функцт 
ф (и, v, w . . . ), съ тгьмъ условгемъ\ чтобы переминныя и, v, го / . .  
0ы./ш изминены на u\v\ wf . . . во второмъ членгь на u,,vn wu въ 
третьемъ члени и т .  д., т о  ес тг  мы можемъ написать равенство 
въ новомъ види

Q e ™ + y v + ™ + ~  ] ?  [ щ  V f W . . . )  ф  ^  д о - н

- н  ( « * ' ,  ; д о ' . . . )  ф  ( и '■, а '  ,  д о ' . . . )  - 4 -

- ь  Ge™',+v*"+*'o,,+ •• # 2 ( « Д ^ д о ' ' . . . ) ф  д о " . . . ) - * - . .  . =  0 . ( 5 )

Зная въ чемъ состоитъ способъ женерадизацш выражения, мы 
безъ особеннаго затруднешя могли бы перейти отъ тождества (4) 
къ (5). Но не желая оставлять никакой неясности въ нашем» въь 
численш, мы дадимъ строгое доказательство

Зам&гимъ, что тождество (4) шгйетъ м'йсто при всякихъ значе- 
Шяхъ перемйнныхъ х , г/, z . . .  поэтому мы можемъ не нарушая его 
верности поставить x-t-p, y +  q, &+-г вместо a?, y:z . . .  и; вслйд- 
ств1е этого написать его въ формй
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(fexu+yv̂etĉ"‘F (uy v, to...) epu+qv+rŵ-
ч -  ]? i ( u ', .v f, wr...)  epu'+‘l0,+rK,+"- ===■ 0 .

Женерализуемъ обе части последняго равенства относительно р : q ,r ...  
принявъ за характеристическое уравнете

Q e « P + 4 + » r+ ...  =  ф

и мы получимъ отношеше (5).
Отсюда слйдуетъ, что если бы требовалось определить значение 

@enu+yv+zw+...  ̂ удовлетворяющее символическому уравнении

Gem+*v+*'D+~ F (и, v, = £\(и’, ф'> to9...),
то для этого достаточно было бы разделить обе части этого равен­
ства на F  (и,. v, w...) и написать, согласно нашему принципу

Q. gxn-\-yv-{-5;u}-\-... е (и ', го1. . . )

Способы янтегрироваш я данныхъ уравненш будетъ состоять въ 
зам ене нзвестныхъ и неизвестныхъ функщи, входящихъ въ  уравне- 
Hie, другими, обладающими символической формой женерализащи, а 
потомъ въ удовлетворены полученнымъ такимъ образомъ уравнетям ъ 
помопцю установленныхъ нами общихъ принциповъ.

Часто бываетъ легко получить интегралъ у р ав н етя  удовлетворяя 
ему выражешемъ, содержащимъ одну или несколько постоянныхъ 
величины, причемъ женерализуя это выражеш е относительно указан­
ными постоянныхъ, мы получимъ частный интегралъ съ произвольной 
функщей. Иногда изъ этого интеграла можно вывести друпе и та­
кимъ образомъ определить полный интегралъ.

Определяете чаетнаго интеграла диФФеренщальнаго 
у р а в н е т я  или у р а в н е т я  еъ  чаетными производ­

ными и конечными разностями.

§ 53. Если обозначимъ черезъ z главную переменную, и  черезъ 
х , у , t . . .  независимый переменный, то указанное у р ав н ете  можетъ
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быть выражено во всйхъ случаяхъ черезъ

2 А  А,”* Д,
(Р z

dx' =  т ( ж » у . - )  Л 1)

частный интегралъ котораго мы постараемся определить, предполагая, 
что второй членъ не равенъ нулю.

Такъ какъ главная переменная z есть функщя х, у . . .  то мы 
можемъ положить

z =  F {х, у, . . . )  =  ве9***9*"'.
л*- . .

и следовательно, обозначая черезъ а, Ь . . .  конечный разности, по­
лучаемый переменными у . . . ,  мы можемъ написать первую часть 
предложеннаго уравнешя въ виде

Q ^  A exu+I/V+-  (еаи —  1)т(е1и —  1)" . . .  urVs . . .

Если, далее, мы положимъ

? ( * ,  у ,  . .  .) =  ............................( 2 )

то предложенное уравнеше выразится такимъ образомъ

<Х 2  A e xuJrt/v+-  [еГ—  1)” (Р -^ - 1 )3 . . .  и' Г  . . .  — GfP'+!/v'+- , 

откуда, по общему способу, мы можемъ вывести значеше z

s  =  &  — -------------------- -------------------------------------
^  А  (ет' — 1)"‘ [ew —  1)” . . .  « * « "  . . .

это уравнеш е выражаетъ частный интегралъ даннаго уравнеш я, при- 
чемъ уравнеше (2) следуетъ считать характеристическими

Такимъ образомъ вопросъ сводится къ простой женерализацш, 
что не представляетъ другихъ трудностей, кроме продолжительности 
счета. Въ виду важности этого способа возьмемъ несколько дри- 
меровъ.

§ 54. Приложимъ этотъ способъ кь интегрированию очень про­
стого уравнешя

4 * «  =  <р {х),
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интегралъ котораго выражается уравнетем ъ

* = 2 ?  ( * ) •  
а

Примемъ за характеристическое уравнеш е — 9  (гг) и пред- 
положимъ, что интегралъ дается символическимъ выражешемъ

z  =  Gtxu.
М ы  можемъ написать предложенное уравнеш е въ формй

О™—  1) =  Ger',
откуда выводимъ

=  G е*и
( Г  —  1

Ж енерализуя, находимъ

00

* = 2 ? =  2 ? 7 = !  / £ = т

уже известную  намъ формулу.

Возьмемъ еще уравнеш е

АИ* * =  <р (ж, г/)
интегралъ котораго выражается уравнетем ъ

= У У  ? о >  у)
6 а

отсюда мы точно такъ ж е выведемъ, принявъ GeF*,J™*' =  9  (ж, у ) за 
характеристическое уравнеше и £ =  за интегралъ,

_  1)  _  1)  —

выражеше, которое даетъ
g c u '+ y v 1

(eaw—  1)  ( « * " = Т ) '

Вторую часть равенства можно женералнзовать по частямъ, зам ечая, что

Qe“ +^ -

G
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eyv' 1
\ (xy) =  G г _ _  -p  =  -  9  (ж, «/) —

? ^ y  "н / - 1 ) * » '

Такимъ образомъ, п о лу ч ш е

( Ф(.Ж. с)-+-ф,(с,,у') —

0  =
& а

- W = T
'  — со

<р(ж^) = { - — / =  f ê ± ± 9 { x ,y + h
”  — со

со со

- I  Г  Г ^ ± 1 т̂± 1  - ( s + д а У ^ Г ,ij J 0*"—l
—со —со

у - н й о ) , - | /— 1) ^ ° Г

гдй ф и ^  двй произвольный функцш. О перюдичеекая функция 
a CY? перюдичеекая функщя ж.

Следуя тому же способу, • найдемъ, что

V  V V  /. -Ч /7 e™W+"+** __
2 * '" 2 i2d  Ф\х 9 у  • • • 5') — ^  ( I   ^&в/)  . . 7 ( i — ^Л,г/)
h Ъ а

уравнеше, женерализовать которое весьма легко по частямъ, принявъ 
за характеристическое равенство

Qexu'+yv'+~+s«>' =  <g ^  у  . . .  &).

§ 5 5 . Возьмемъ уравнеше

Аж 0  -+- 2 0  =  ^  ( # )

общш интегралъ котораго Коши (Ехегс. 1827 стр. 209) даль въ 
формй
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Предположимъ вторую часть равенства равною нулю, и будемъ 
интегрировать уравнеше

Дя z н -  2z =  0 .

Полагая # =  ф (# ), им4емъ для определен!# ф(а?) отношеше

ф (х  -+- К) -ч- ф ( # )  =  О

ф есть функщя перюдическая. Она обладаетъ свойствами изменять 
свой знакъ, сохраняя въ то же время одинаковую абсолютную вели­
чину, въ томъ случай когда переменная #  изменяется на коли­
чество 1ь.

Для определеш я частнаго интеграла предложеннаго уравнеш я со 
вторымъ членомъ, ноложимъ

*  =  Ge™ и F  (х) =  Ge™\
вследств1е чего мы можемъ написать его въ символической форме

• Ge™ {еш+
откуда выводимъ

Jin'

Ж енерализуя это последнее по отношение получимъ

* =  1  F  (х) -  ' ГН * + Ы п / = §  dy.
2 v ‘ л/ —1 J  (,~у—е—*у

Такимъ образомъ мы будемъ иметь для интеграла взятаго уравнешя

1 00 /—
«  =  F { x ) —  -у- - f dy‘ w  2 4 } т/—1 J  е*у — е~*У

— со

где ф (х) произвольная функщя удовлетворяющая услов1ямъ, указан- 
нымъ выше.

§ 5 6 . Тотъ же способъ можетъ быть приложенъ къ интегрирова­
нно уравнеш я, порядокъ дифференщала въ которомъ безконечно великъ. 

Пусть дано уравнеше

- 1 д} z 1 dA z ч пл'
*  1 , 2  Щ?  1 . 2 . 3 . 4  ~doĉ  v



П олагая

получаемъ

& (Г  1 —
%-

z  =  Qem и cs (X)  =  Сгбхи'

■ • ■ I =  Ge™ cos и =  Gem .

—  1 0 9  —

м
1 . 2  1 . 2 . 3 . 4

Такимъ образомъ частный интегралъ будетъ

(те™ =  Gr
ег

а  общШ

cos до

2п+1

1 =  Г  v i x - tи' J
— -4- ср (X Ч~ £)

nt
~2

<ы

Z - 2 Ы - + . ' <*> 
J  « « + «  *

Интегрироваше диФФеренщальныхъ линейны хъ  
уравнеш й, а  также линейны хъ уравнений еъ ко­
нечными разностями, причемъ главная пере­
м енная въ  немъ есть Функщя одной независимой

переменной.

§ 57. Очевидно, что указанное у равн ете  есть линейное диффе- 
ренщальное ypaBHeHie съ постоянными коэффищентами вида

dn z
~dof

dn~l z
P  dx9̂ 1 (1>

Полагая ф (я) —  0 и z =  GexU, получимъ символическое уравн ете

Gfexu (ип -л-рип~х ч -  . . .  н -  /ш  -+-■#) =  0 ,

которое можетъ быть удовлетворено помопцю щ удовлетворяющаго' 
равенству

F  {и) — до* ч -  рип~1 ч -  . . .  - ъ  ки  ч -  /г =  О

Обозначивъ черезъ w t , m2 у. .  щтп п корней этого уравнен1я , бу- 
демъ имйть

г  =  Gem*x = С пет*х



—  110

и следовательно
я— *

2 =  У , Спет"х
«=1

Такимъ образомъ мы пришли къ обыкновенному способу инте- 
грироваш я предложеннаго уравнеш я безъ второй части.

Въ томъ случае, когда вторая часть есть некоторая фупкгця пере­
менной величины мы можемъ положить 9  (х) =  Gexu> и z —  Gexu, 
такъ что будемъ иметь

Cfexu (и* -+- рип~ 1 . . . -\-ки ч -  -+-h) —  6fexu'

равенство, которое даетъ намъ
, рХи'

v —  П-Рхи — О -----------------------------------------------------------/7  *
. . + Ь ' + Г ^ ( м ' )  •

Ж енерализащ я этого вы раж еш я можетъ быть произведена несколь­
кими способами.

1°. Обозначивъ черезъ V  интегралъ предложеннаго уравнеш я безъ 
второй части, будемъ иметь при помощи формулы (7) § 7-го

— ОЭ — СО

^ ^ X ~ ^ P \ v )  ^  V" —1 (]v  _ (1у_

2°. Н азвавъ черезъ от,., тг, т3. . ,т„ п корней уравненеш я

F  («') =  ии\ -+- ри ,п~ 1 -н . . . -+-ки’ -н h =  О
мы можемъ положить

. 1 __________ ___________1_  ___
F  («') — щ ) (и '— ша) . . . (и1— тп)

и женерализащи по частямъ приведетъ насъ къ зн ач етю  г



Въ случай, если корни ш 15 т 2, т$ . . .  тп действительные и 
неравные мы можемъ дать значешю s  форму

Легко понять, какъ пришлось бы изменить эту формулу въ случай 
равныхъ и л и  мнимыхъ корней.

§ 58. Лонгшамъ (Longchanips) оиредйлилъ въ замйткй сообщен­
ной французской ассощащи (на конгрессе въ Греноблй) частный инте- 
гралъ уравнешя съ конечными разностями

ф ( # ) - н  aty{x —  1) -+- {х — 2 ) -+ -Щ { х —  ri) =  F ( x ) . ( 1)

въ томъ случай, когда F{ x)  цйлый полиномъ относительно х. По 
мнйшю автора указанный имъ способъ не можетъ быть примйненъ, 
если функщя F(x)  какая угодно.

Между тймъ при помощи женерализащоннаго вычислешя можно 
определить интегралъ этого уравнешя во всйхъ случаяхъ.

Для этого полагаемъ

ф [х) =  6гехи' и F  (х) =  Оехи 

Нрй чемъ получится символическое уравнеше

Q r '  (1 -ь ае~и' -+- Ъе~ы -+- . . . -+- кг**) =  &ехи

ОО

z =  V —  f в т 1° в  — ' т *9

F 1 F 1 (м2)
о

и обозначивъ для краткости

F (и) =  епи-+-ае{п~1)мн-Ъе(п~2)" + ,  . . ~ьк
булемъ имйть

Впрочемъ можно женерализовать еще и иначе.
Пусть т17 mv  т3. . .шп будутъ п корней уравнешя

шп ч -  ашп~г ч -  Ьт"~* ч -  . , , -+- k  — О
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мы можемъ писать

л (*+») и

ч ^ = а т м  =  ве“ 1 ^ mi * еи — * * * е* — тл

Зная G pu__— мы легко наидемъ значеше Ф(о?) съ помощ ш  жене-

то его можно определить замечая, что

е » —  ш

рализацш по частямъ

Что же касается G е — ш

G еи
е1—m а 1 — те' G (1 -+- пиг* -ь ж2 е2~2и -ь ...) =

=  <р (х) -+-щ (х  — 1) -ь т*ср (х — 2 )  ч- ... =  ^  тпF (х — п).
п = 0

сумму весьма легко превращаемую въ интегралъ.

§ 59.. Предположимъ, что требуется определить функцш  / ( ж ) ,  
удовлетворяющую уравненш

/(ж -t- а) -+- /  (ж— а) =  F{x),

гд^ F ( x )  есть данная функщя перемйннаго х.

Чтобы найти частный интегралъ, удовдетворяющш уравненш  со 
со второй частью, полагаемъ

f  (х) =  (re**', F  (х) =

Вставивъ эти значеш я въ предложенное уравнеше, получимъ

<Т<Г' e-auj __

откуда
лгш

=  £

произведя женерализащю, будемъ им-йть

/ ( * )  =  /  # = 2  ( 2 w +  о  в].
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Чтобы получить общее значите интеграла даннаго уравнеш я, 
нужно прибавить къ найденному выражешю полный интегралъ урав- 
нешя (1) безъ второй части, т. е.

/ ( # ч - я ) ч -  f { x  —  a) =  О

который, какъ въ этомъ легко убедиться, йм-Ьетъ видъ

п ~ 2 п — 1

V I  п  ,  П ' К Х  . П Ъ Х  ,----------2  С , ( Ш —  + s m —  / - 1) .
м=0

Интегрироваше линейны хъ диФФеренщальныхъ 
уравнений, а такж е уравнен 1й еъ  конечными раз­
ностями, имеющими постоянные коэФФИщенты, ' 
причем ъ главная перем енная еетьФ ункщ я д в у х ъ  
или нЪеколькихъ незавиеимы хъ перемЪнныхъ,

§ 60. Пусть дано линейное уравн ете съ постоянными коэффи­
циентами, въ которыхъ главная переменная р есть функщя двухъ 
незавиеимыхъ переменныхъ t и s и  которое можетъ быть написано 
въ виде

dmz , d,nz ' , dmz d™~lz
a dtm~{~ dtm~~lds~*~ * dsm~*~ dtm~lds ‘ *

7 dm~lz  „  dz r d z
+ I F *  +  e- 1 Jt ds "l_ *-* =  0 ’ C1)

Такъ какъ z есть функщя двухъ незавиеимыхъ переменныхъ, то 
положиыъ

z  =

это значеше, после вставки въ данное у р авн ете , дастъ намъ 

ве5и+и [шГ ч- (at ч- Ъи) vn~l ч- (а2 ч- Ь±и ч- си2) vm~ 2 
ч -  . • . ч -  ат) =  О

равенство, которое будетъ удовлетворено, если мы установимъ между 
и и v отношеше

avm ч- {ai ч- Ъи) tP"1 ч-- (*, ч- Ь{и ч- си2) vm~2 ч- . , .  ч- ат =  0 (2)
8В. Обрсцмовъ.
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Отсюда следуетъ, что если реш ить это уравнеш е относительно 
и какъ функцш v или же относительно v , какъ функцш щ то значе- 
H i e  0 полученное вслйдств1е подстановки и* или v даетъ, при помощи 
женерализащ и, интегралъ; этотъ частный интегралъ будетъ заключать 
одну произвольную функцш .

Зам^тимъ при этомъ, что каждому дифференциальному уравнение 
соответствуем уравнеше между переменными женерализащ и и, на- 
оборотъ, каждому уравненш  между переменными женерализащ и со- 
ответствуетъ дифференщальное уравнеше, которое всегда легко изъ 
него вывести.

Отсюда мы можемъ заключить, что еслибъ уравнеше между пе­
ременными женерализащи возможно было разложить на несколько 
множителей, то каждому множителю отвечало бы дифференщальное 
уравнеш е низшаго порядка нежели данное и эти уравнеш я были бы 
ихъ интегралами.

§ 61. Разсмотримъ уравнеш е съ частными производными второго 
порядка—  .

d2z  ,  д Ч
a W ^  д Ш

d*z
ds2

7 dz rds 7

и предположимъ, что интегралъ этого уравнеш я выражается въ виде

0 =  6-esu+tv
это значеш е, после вставки его въ данное уравнеш е доставить намъ 
отношеше между переменными женерализащи и и  v

av*-)rbvu-+- cu*-i-kv-+- f u - t - l г =  0 . , (2)

Отсюда получаются д ве  величины для v

=------2а— “  ав V(Р*~~ ^ ас) и * Щ к — 2а/)и-*-№  — 4«6.

Такимъ образомъ для опред'Ьлетя значеш я z мы им^емъ

z  =  Ge*u +
Ъи -+- к 

2 а

~аУ^* —  4 ас) и2 -+- 2 (6м —  2 a f )  и -+- (к2 —  4 ab);
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женерализуя это вы раж еш е, получимъ.

%  =  С 2а.

00 со

я
— ОЭ — GO

ь  ] /  4 ЙС - -  ¥  ~  - ■ ^  j y  t* )  &> dw. . . (3 )

Чтобы получить второй интегралъ, достаточно заметить, что дан­
ное уравнеш я не изменится, если въ немъ изменить а въ с, к въ f ,  
t въ s и наоборотъ тож е самое можно сделать въ полученномъ инте­
грал^ и написать

z
- ' Я / '—оо ■

- * - ] /  4 ^ С —

- а д2 —  СО2 / 2—4
-16 с1 ( t —  2 ^ - ь

5 »  - h f — Z c k s
2 £С0 8 ^ 2 (и

— 2 ск \r~s2)d<adw. . . (4 )

Сумма этихъ двухъ интеграловъ (3) и (4) удовлетворитъ данному 
уравнешю.

d2z d2z§ 62. Если коэффициенты и  оба вместе равны нулю, 

то данное уравнеше приметь видъ 1

d2z  dz Ldz
* * + J S  +  i 3 +ffi = t ........... (Ч

а  отнотеш е между переменными жёнерализацш превратится въ

V U  -н  № -+- Ъи ч -  С  =  0.

Изъ этого уравнешя
Ъи-л-с и ч -  а

и вследств1е этого
• с—аЪ ,

z  =  G em~bt~«+at
8 *
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что дастъ, поел!» женерализацш

z - ^ М - Г Яо о

с—аЪ
~ Т ~

t sin  hw ср (5  —  w) dh.dw. (2)

Это интегралъ уравнеш я (1) съ одной произвольной функщейер; 
чтобы получить второй интегралъ того ж е уравнеш я, достаточно за ­
метить, что можно, не изменяя даннаго уравнеш я изменить s въ t и 
t въ s , изменивъ, въ то же время, а въ Ь и Ь въ а. Такимъ образомъ 
мы получимъ

со со

г =  е~“ ф (t) —  ~  J  J  е~'bw sin - -~  s sin hw ф (t — w)dhdw.
О и

И зъ этихъ двухъ интеграловъ выводится интегралъ съ двумя 
произвольными функщями-г-

z  =  е~ы ср (s) -4-  e~as ф (#) —  J  j*  sin hw ̂ e~aw~bts>in.c <p (s —
u и

tv) -+■ e~b№~lls sin ■ ' s ф (t — w)\ dh dto.

Предноложимъ, что въ последнемъ уравненш  а и & равны нулю, 
а с =  —  а , тогда мы будемъ иметь уравнеше

d*z
ds.dt ~ az

интегралъ котораго выразится въ форме
со оо

я  =  <Р («) -+- ф (0 -+- J  J  sin hw js in  (s  —  w)
О U

нн  sin у  ф (t —  до) j  dh dw.

Обращаемъ внимаше, что интегралъ уравнешя

d*z _  
ds.dt ~~ z
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которое предетавляетъ собою частный случай только что разсмотрйн- 
наго нами, былъ дань Пуассономъ въ видй

* =  ?(*)-+■ Y jf ?(«)*-»-j-g fv(_s)ds2-4-... -ыКО-н

.2

Этотъ интегралъ есть не что иное какъ значеше

я  =  Сгет+1*

$ t .
въ томъ случай когда е** и е~* разлагаются въ строки и когда произво­
дится женерализащя каждаго члена.

§ 63. Пусть требуется интёГр§й8ать уравнеше

dnz  7 dnz
ь--- = • ■ С1)

dnz  dnz
+- а

d tH dtn~l ds dt*~* ds* "

Полагая вторую часть уравнешя равною нулю и

0  =  ffesu+tv

будемъ имйть для опредйлешя v въ функпди и уравнеше 

vn - ь  avn~l и ч -  bvn~ 2 ч -  . . . ч -£ и *  — О

если положимъ v =  mu, то длй опредйлешя яг получимъ уравнеше

ж ” ч -  ч -  #m w“ 2 ч -  . • . ч -  к  =  О;

обозначивъ черезъ яг1} яг2. яг3 . . . яг„п корней этого уравнешя пред- 
положимъ эти послйдше неравными и поставимъ ихъ въ выражеше 
для z. Тогда послй женерализацш получится

z =  ф4 («-+- mf) -t- ф2 (s -+- mj) -+- . . . 4-tyn(s-i-mnt)

гдй ф1? ф2 • • • Ф« обозначаютъ п различныхъ произвольныхъ функщй. 
Для того чтобы получить интегралъ уравнешя со второй частью
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достаточно прибавить къ ©тому; значсшю z частный интегралъ
■ 'ГД -su+tv

/ У ________________________________________________________________.

(» —  т̂ и) (v — - ш 2м) . . . (» —  тпи)
Такимъ образомъ полный интегралъ уравнеш я (1) будетъ 

s =  (s -+- ш Д )  -ь Ф2 (s -4- т я /)-+■ . . .4- Ф„ (s -+- т п t) -+-
со со со

+  ^(0  +  ^(1)' ч -..., if — о) — со\..й?ю$о\
О о и

§ 63 bis. Предположим^,, что требуется определить интегралъ 
уравнеш я

dnz dn~l &xzW* Л~ dy',п— 1 dyn~L N  Д/ z =  F  1)

реш еннаго уже Ладдасомъ,, .цъ томъ случае когда вторая часть его 
предполагается равною  нулю (ТЬёопе an a ly t. des P ro b ab .).

П олагая вторую часть уравнеш я равною нулю, допустимъ, что 
интегралъ выражается формулой

z =  Gexv +  т С6"1*— 1) у

где ш выражаетъ неопределенное постоянное, а — конечное прира- 
щеше х. Подставляя это значеше въ данное равенство, получимъ

д у и + т ( ^ - 1 ) я у  щп Втп- 2-ь  . . .  t-Л7) =  0.

Е сли  обозначимъ черезъ шп т2, . . . w„ п корней уравнеш я

тп ч- Амп~1 ч- Втп~~2 ч- . . . ч- iV == О

то получимъ п выражеш й для z въ форме

+  т ,  (ee,*~ 1) у

Ж енерализуя, будемъ иметь п интеграловъ съ п произвольными 
функщями.

Чтобы получить частный интегралъ уравнешя (1) со второй 
частью, мы напишемъ

z  =  (ft*'**9', F{x,y)  =  ffe*u’+*v'
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что даетъ возможность выразить предложенное уравн ете въ видй

Gexu+yv [г  ч- А (Г  — 1) г - 1 н~ В (ет — 1 )2 г ~2 

ч- N (ет — 1)" =  ве '̂+у’',
Отсюда сл'Ьдустъ

a f xu+yv __ /з  _____ _______________ _ ______ __________________
я'* ч- А (<Г' — 1) а'”"1 ч- . . .  ч-iV (ет' — 1)п 9 

такимъ образомъ полный интегралъ даннаго уравнем1я выразится
р = п

= 2  <?«**+•»яр(св1< — 1)

^=1

^  ч- 1  («"•' — I)»'”- 1 ч - N (еаи' — 1)" * * *

Интегрироваш е уравнеш й еъ маетными производ­
ными линейны хъ, а также линейны хъ уравнеш й  

. еъ  конечными разностями, въ  которыхъ главная  
п ер ем ен н ая  ееть Ф ункщ я д в у х ъ  или нееколькихъ  

незавиеимы хъ перем енны хъ.
§ 64. Предположим!», что дано интегрировать линейное уравне-

Hie нерваго порядка

dz , dz dz
Cl -гг ч- О  -у-- + - С  3—dt ds dp

dz
ъ Т г =  С1)

Разсмотримъ сначала данное уравнеше безъ второй части и опре- 
д'йлимъ интегралъ уравнеш я

dz ,dz dz 'd z  _
(1  —r j  —|— O   h  C - r  h  • • • 4 — fa  “5 —  U  •dt ds dp dr

Положимъ, что
g  _ _  Qgtu-}-sv-]-pwj-...-\-kr

(2)

(В)
тогда мы получимъ символическое уравнеше

ве^+ р^+ ь- [ait +  bs +  cp+  . . . -+- hk) =  О, 
которому можно удовлетворить полагая

аи ч- bs ч- ср ч- . . . ч- М =  0.



Изъ этого уравнеш я

7 а Ъ с
l c=~ h u~ h s ~ h P  • • •

вставивъ значеш е к въ (3), получимъ

z —G ^С"т«-)м+( * 'т г),+ (*+тг)"+~
Ж енералязуя, будемъ им$ть интегралъ уравнеш я (2)

* =  ф(А£— ar, hs — br, hp — cr.  . . )  • * • (4)
гдй ф есть произвольная функщя.

Если теперь мы разсмотримъ уравнеше (1 ), то, положивъ въ немъ

g--- G-gbH-n+pv-jr—

И

F  (t , ...)  =  Getu'+sv
получимъ символическое уравнеш е

^  bv -+- ч ~ . . .}  =  GetH'+s*'+pu,,+"'

которое дастъ

z  __ =  $  

а  послй женерализацш  —

<ш' -+- ш ' -

со

Z  =  Г . ^ ( Y ---- f l №> ,  S  —  # W ,  р ----- С О ) , .  .

О
Этотъ частный интегралъ въ сумм’й съ интеграломъ (4) даетъ 

полный интегралъ уравнеш я (3).

§ 65. Тотъ же способъ можетъ быть приложенъ къ интегриро- 
в ан ш  уравнеш я

h ~ ............ (1)
d’"z _ _  dz ,  dz 
dtm —  a ds dp dr

Предположимъ, что интегралъ даннаго уравнешя имйетъ видъ

z == бг^м~̂я,'^,М5"̂"‘ (2)



Тогда символическое уравнеше будетъ

f i e tu + sv+ pu> + ...+ rJc _  l w _ _  Щ  =  .0

которому можно удовлетворить положивъ

гГ — av — bw— . . , — hJc = О

что даетъ
7 ит av hv 7к = —------*------*----- --  • —к.
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h h h

Вставивъ это значеше Ъ въ уравнеше (2) получимъ

. г ( аг\ ( Ъг\
s  =  G e tu +  I um+\s - T l v +  {p - Т Г +  ' • ' (3)

Ж енерализащ я этого выражеш я пряведетъ къ частному интегралу 
предложеннаго выражеш я.

И зъ этого интеграла можно вывести друие помощью простой пе­
ремены буквъ. Сумма же всехъ ихъ удовлетворить данному уравненш .

Если мы предположимъ т =  2 предложенное уравнеше приметь 
видь

dPz dz т. dz
•ч/о — а -к— ь  о -т— н  • • * dt2 ds dp

и формула (3) после женерализащи ея даетъ намъ

°о --

— j ( V wV ( * +  2 w у  hs — ar, ph — ar. . .  j

Изъ этого интеграла можно вывести новый помощью простой пе­
рестановки входящихъ въ него буквъ.

Частные случаи:
1°. Уравнеше

d*z dz г dz
-та* =  a -v- -+- о т -dP ds dp
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будетъ им4ть интегралъ
СО ---------

Z  =  J &,а| ф  2 ( 0  J /  ^  —  bs^j

ф 2(0 ; j J

гд’Ь ер и ф суть дв$ произвольныя фуякцш.

2°. Уравнение:

d2z  dz , dz dza - — ь о - — \- cdp ds dp dq
дастъ интегралъ

со -----

=  J  e”! jcp ( t  -+- 2 м | / aq — bs,bq —
—cb

-+- 2 o)"J// A - } aq — cs, ap —

+ x f * H - 2 w  j / i L  ap —  bs, bq—

cp

cp\ckb

z

95 Ф, X здйсь произвольныя функцш.

§ 66. Предположимъ въ уравненш (1) предъидущаго параграфа 
т — 4, тогда оно приметь видъ

дз 7 dz
o r  ds dp dr

Такимъ образомъ мы будемъ им&гь частный интегралъ

2  =  0 / и+ Т и' + О - т ) , + (р - т ) “ +  "-

женерализуя который получимъ 

= J J е - ' ^ - 'y2® ^ H - 2 i /2 c o ' |/u ) |/  hs— ar, ph— da'.
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Частные случаи 

1°. Пусть дано уравнеше
dAz dz

- -  аdtA ds
Частный интегралъ его будетъ

со со ___

z =  J Ĵ е~ o /2 © ^ - h - 2 ] / 2 a ) f У<оу. do do*.
—со —со

VIВсл'Ьдств1е того, что I /  — имйетъ четыре отд'Ьльныхъ зн ачетя , мы

можемъ вывести четыре частныхъ интеграла, такъ что полный инте­
гралъ даннаго уравнею я выразится

z  =

■со —со

-+- ф 2 ] / 2 a ) f 1

i — 2 ] / 2  w '- j /a ) |// /- | / — l j j  do do ’ .

2°. Предположимъ уравнен1е

dAz dz 7 dz
■ 77J " =  $  "Г----- 1 "  V  “ Г •
<W4 . ds dp

Частный интегралъ его будетъ
СО СО 4

Z =  f  J й - " 3-  '"'2| с р у  I -2 ] / 2 о , ' | / ы j / ~ , 6s —  « p j j  dv>.dm',
— СО — с о

полный же интегралъ выражается формулой

°° °° 4 
z  =  J j  е— j < p ^ ^ 2 i / W | / < o  у  у  bs —  ар j  -+-

— с о  — с о  •

+  1 ^  — 2 1/ 2«а']/w j /  6s — -+-
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— СО — 03

J  J  e “S— 2'j/2ft), |/w — у  —  ap
-C O

- 0 ^  —  2 ]/2(o' ] / w j / ^ y '— 1, 6s — q̂) . d o ) 1 н

CO CO

J J *-»»-*“ | ф ^ _ ь 2i/2w']/co bs— ap
C O  — CO ^

-+- p ^  — 2>/2ш']/ш j / f ,  6s — apjj du>. *>' -+

OO CO

-+ J  J  r " - » ,!j ? ( i f + 2 i / 2 M '| / ^ ] / ! y Q ) bs— ap"]
— с о  — CO

-+- H- ^  —  2 ]/2 w' ]/o) ]/— i , bs —  ap jj du>. da>'.

въ которую вошло восемь произвольныхъ функцш.

§ 67. Попробуемъ интегрировать уравнеш е

Полагая

получимъ

dz__ d^_z dmz  
d t ~ a dsm ~l~b dpm

z  -= 6rg<“+“'TJ"'+"

( 1 )

^ ta+SB+pK+... ^  _ _  a r  _  b w ,n  _  ^  ) _  0  

уравнен1е удовлетворяющееся значешемъ

и —  avm — bw'n —  . . .  =  0

изъ котораго находимъ
и =  avm -+- heг

Такъ что
Z=.(j-C&v -+~ atvm -i-pw -+- btwm

Ж енерадизащ я намъ даетъ частный интегралъ уравнеш я (1).

( 2 )
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Разсмотримъ случай, гдй т =  2. Уравнеше будегь

д% _  Э2 #  ДЭ2£ 
d i ~ a дТ ^ ~ ь д р ^

Интегралъ его
0  —

превратится поелй женерализацш въ
со  со со

s =  JJ...Jе-ю1-ы'1®(s-+-2«yW ,

Это известный интегралъ, данный Пуассономъ какъ полное р у гаете  
уравнешя (3). (Poisson tM o rie  de la  chaleur § 76).

Прямой способъ, который мы только что употребили для опре- 
дйлешя интеграла уравнеш я (3) привелъ насъ къ рй ш ен ш  съ одной 
произвольной функщей нйсколъкихъ перемйнныхъ.

Мы можетъ здйсь обратить вн и м ате на то, что, вообще, если 
известно вы раж еш е, которое, заключая одно или нисколько постоян- 
ныхъ, удовлетворяетъ предложенному дифференциальному уравнение, 
каково бы ни было значеше этихъ иостоянныхъ, то женерализуя это 
выражеш е мы получимъ частный интегралъ.

Въ томъ случай, когда главная переменная есть функщя нйсколь- 
кихъ независимыхъ перемйнныхъ и когда выражеше удовлетворяю­
щее ей есть функщя одной лишь произвольной постоянной или ж е 
такого числа ихъ, которое меньше числа независимыхъ перемйнныхъ, 
то мы получимъ множество частныхъ интеграловъ, сумма которыхъ 
даетъ полный интегралъ даннаго уравнешя.

Если взявъ уравнеш е (3) мы положпмъ

tu>+(J!L+bL+
. ^{Уа Уь т  Iz  =  e

то это выражеше удовлетворитъ данному уравненш , каково бы ни было 
значеше перемйннаго и . Предположивъ, что g, hx . . .  удовлетворяюсь 
равенству

1 —  g 2 —  h2 —  . . .  =  0 ................................. (4 )

мы можемъ- заключить, что женерализуя выражеше z относительно и
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мы будемъ иметь

—со

Это выраж еш е z, въ которомъ мы можемъ дать количествомъ д, к . . .  
вей значеш я, удовлетворяюгщя уравнеш  ю (4 ), а  произвольной функ- 
цш различныя формы, доставить безчисленное множество интеграловъ, 
каждый изъ которыхъ будетъ заключать произвольную функпдю одной 
переменной; сумма же этихъ частныхъ интеграловъ даетъ полный 
интеградъ даннаго уравнеш я.

Интегрирование двучленны хъ уравнений.

§  68 . Предположимъ, что дано интегрировать уравнеш е съ част­
ными производными вида

dm z  __ &1 z 
dtm ~~ а dsn

Пусть
z  =  6геы̂

будетъ интеграломъ этого уравнеш я. Тогда, вставивъ его туда вместо z, 
получимъ

Getu+sv (ит — avtl) =  О,
следовательно отношеше между переменными женерализацш  выра­
зится уравнешемъ

ит —  avn ~  0 ,

откуда

и п

Такимъ образомъ
S — 

и  *

z = Ge
Подъ этой формой женерализапдя представляетъ некоторый трудности
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всл$дств1е входящаго въ нее радикала и*, но если мы зам&гимъ, 
что полученное нами значеше удовлетворяетъ данному уравненш  при 
какомъ угодно и, то вместо и мы можемъ поставить въ эту фор­
мулу и11, такъ что выражеш е z приметъ видъ

tun -+- — ит .

* = *  V -

Ж енерализащ я его дастъ намъ частный интегралъ у р авн етя .
I) Если положимъ ш =  2 , п =  1, то уравнеше (1) приметъ видъ

д2 z __ dz 
W ~ ad s ’

и выражеше для z будетъ
со

z  =■  Je~^vi{t-\/a-^2vYs)dv . . . . .  . (3 )
—со

гд& <р обозначаетъ произвольную функцш.

Сверхъ того, такъ какъ уравнеше не меняется, если въ немъ 
изменить знакъ t, то мы можемъ написать второй интегралъ

оэ

з — J  e~v' ф (— t У а -+- 2» |/s) dv . . . . (4)
—со

и полный интегралъ даннаго уравнения будетъ
со

z = J  е~"’' [ср (# Уа -+- 2» ]/s) -+- ф (•—t \/a -+- 2v ]/s)} dv . (5)

Но если замЗггимъ, что изменяя v въ — v, мы не измйнимъ 
интеграла (4) по отношешю къ интегралу (3), то можемъ, подобно 
Пуассону, считать (3) интегралъ полнымъ интеграломъ даннаго 
уравн етя .

Сдйдуетъ заметить, что не всегда возможно на интегралъ (5) 
смотреть, какъ на тождественный интегралу (3 ). Въ самомъ дйл’Ь, 
положимъ, что а =  0 , то получится уравнеше

d*z
dt*
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интегралъ котораго будетъ

z = <р (e) t Ч- ф (5)

съ двумя произвольными функщями 9  и ф. Его нельзя вывести изъ 
формулы (3 ), тогда какъ онъ есть прямое слйдств1е формулы (5). 

Зам^нимъ (3) равенство равнозначущимъ ему,

<p(t]/a-+- 2v ]/s) — ®(— t]/a  ч- 2trj/s ) 
2f/а

ч

ч- ф (— t f 'a  ч- 2г? 1/5) J dv.
Полагая а =  0 им$емъ

z z==- <р (s ) t ч — ф

II)  Если положимъ въ (1) у р а в н е т и  т— 2 и « =  2 , то будемъ 
им&гь

а  для интеграла его— два в ы р а ж етя

(*+-?=W
*  =  и я  =

Ж енерадизуя и взявъ ихъ сумму получимъ полный интегралъ

+ с о

s  = / ,Г" К 2 . | / (  +  ) - и ,  ( 2 » ] / -  < н- ^ )) А ,5

У а

который мы можемъ написать въ обыкновенной и известной формй

z =  ср (s ч- t У а) ч- ф (s — t yd).

I l l )  Положивъ m =  3 и n =  2 будемъ ям&гь уравнеше

д3 я  __ d2 z
W ~ a ds*
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интегралъ котораго выразится въ форме —

IV? ---S— и2
z= G e  Уа ;

но зам ечая, что дифференциальное уравнеше не меняется, если изме­
нить к въ <хк и [tf, где а и р  суть два кубическихъ корня изъ 1 , т. е.

— 4 = ^ 4  т / — 3> я будемъ им^ть три значешя, женерализуя который
л л '

и взявъ сумму полученныхъ резудьтатовъ, будемъ иметь полный инте­
гралъ даннаго уравнешя.

Можно произвести женерализацш  при помощи формулы (8) § 2 4 .  
IV ) Разсмотримъ еще случай, где т =  4 , п =  2. Уравнеше (1) 

приметъ видъ
d*z „ д 2 z
W  ~  а W  :

мы можемъ, вследств1е того, что въ. ш и п входитъ множитель 2, 
написать выражеш е для z въ более простой форме

8 = 0 6

Z

Ж енерализуя его, подучимъ
СО >------

Въ этой формуле мы можемъ изменить знаки $ и к, и такимъ 
образомъ будемъ иметь четыре интеграла, сумма которыхъ дастъ пол­
ный интегралъ

(«—О3 о
4» ср (с о )  - ь

(«—*)* 
е *5

а
(<»+*)* д

ф (со) -+- е is

-+- е 4$ а Q

где <р, ф, 6 выражаютъ произвольный функщи.

Подоживъ въ данномъ уравнеши а —  а ]/— 1, 
гралъ уравнешя

д* z J 2z 
dt* а ds* =  О

получимъ инте-

В. Обреимовъ. 9
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выражаюпцйся формулой

- т г / 1
(w - Ь  ty  . s . (о> -+- Л 2 .

cos « ? ( “ )-*" sin L « Ф H

(со —  t y  
4:S

cos - — r— — (ш) +  sin -— л o v ; - a  6 (со) | c/o).. . .  (<*> n i l !
4 s

Коши въ своей теорш волнъ далъ интегралъ этого уравнеш я въ 
другой форме.

§ 69. Линейныя уравнеш я съ постоянными коэффищентами, от­
нося къ этому классу какъ дифференщальныя съ частными производ­
ными, такъ и уравнеш я съ конечными разностями или же уравнешя 
смешанный, могутъ являться въ различной форме. Н о въ какой бы 
форме оне ни были, ихъ интегралы определяю тся весьма легко по­
мощью женерализапдоннаго вычислен!я. Тотъ же способъ можетъ 
быть приложенъ къ определенш  функщй, удовлетворяющихъ совме- 
стнымъ уравнеш ямъ, какъ мы покажемъ это сейчасъ на примере.

Пусть даны три уравнешя:

?(#J У-+-1» *) — *(*-+-!, у, у-*-2, e) =  0 . (1)
<р(я»У, *) — <р(ж-+-1,у-н1, в — 1)-+-<р(а?,у-ь1, *) =  0 . (2) 

Ь г ) - ? ( ж  +  1 , у  +  1, г +  1) =  0 . (3)
к требуется определить функцт <р (х, у , я) такъ, чтобы„ ока

1° уравнент (1),
2 0 уравнешямъ (1) и (2) вместе,
3° всемъ тремъ уравнешямъ разомъ.

1°. Е сли мы положимъ

Т ( я ,  =  ............................ (4 )

то уравнеш е (1 ) напиш ется въ виде

@е*»-нп>+™ ч -  =  о .

Отсюда следуетъ, что для того чтобы удовлетворить данному уравне-
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н ш , мы должны въ выраженш функцш съ тремя переменными уста­
новить отношеше

ev —  eu+w -+- е* =  0 .

Последнее уравнен1е дастъ
eu ^ ( l ~ h e v)ev- w:

Такими образомъ, поставивъ значеше еи въ выражен1е (4), будемъ 
иметь

Q̂ xu+yv+zw - t-  0v'y#(V+x') •+(*—»)«

формулу, въ которой знаки женерализацш относится только къ v и 
w. Для того чтобы женерализовать полученное выражеше, мы раз- 
ложимъ (l-+-ev)x по формуле Ньютона и такими образомъ получимъ, 
обозначивъ черезъ у произвольную функцш,

=z(xeau+yv+zw =  я ’-4 -а ? )-ь
со '

( » - » - * ■  * - * > •
к=1

2°. П олагая, какъ въ предыдущемъ случае 

с? (х, у , =
мы можемъ написать (1) и (2) уравнешя въ форме

6еГ+у*+™ ( f — e*+w -+- e2v) =  О

Q . e x 4 - t y v + z « ,  ^  _  e u + v ~ u ,  ^  =  0 ?

удовлетворить которыми можно, взявъ и, v и w таки, чтобы было

еие” =  е\
Такими образомъ, подстановляя эти значеш я въ выражеше 

<Р у , я), будемъ иметь
ffexu+v*+sw —  #  (J  ^  ey e(y+s)

равенство, въ которомъ знаки женерализад1и относится къ одной только
9*
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переменной v. Ж енерадизуя получимъ
к— со

<Р (х, у, Z) =  ф (у -ь г) + 2  Ж(Ж- : ф
ft=0 * *

где ф есть произвольная постояннал функщя.

3°. Чтобы удовлетворить тремъ совместнымъ уравнешямъ (1), 
(2) и (3), мы положимъ, какъ и въ предыдугцихъ случаяхъ,

ср {х, у, z) =  Ger***™

и изъ данныхъ уравненш  выведемъ

ffezu+yvi-™ (l  £*+•-• _H ̂ ) = o
вег****™ (ег* —  <?”) =  0 ,

которымъ можно удовлетворить, положивъ

f. —  f * 9 Чг e*’ =  Qr

1 — *"+— H - * e =  0 ,

+  ^  =  о .

реш и въ  эти уравнения, находимъ три системы значенш пере- 
менныхъ м, 0  и «0 .

<* =  2 ,  ^  =  1 ,  ^  =  1 ,

I - + - / Z I 3  , — 1 ч - V  —  3 - —  l - b i /  — 3
!" = - ------- 1 -------- ’ * =  — - Г -------- ’ * = ------------ 1 — ’

. .  i - v ' - »  - 1  - ] Г = 1  r _ — * — v E l .
* - ---------2-------- ’ 2 -----------’ * 2

П одставляя ихъ въ выражеш е (?ea?M+*,’+5W, получимъ три фор­
мулы: ' *

QfiZU+yV+BW _  G<£t ' :

6^ + ^ “= в  (-1 - t  ^ ~ ~ ) д и
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=  a  f t - - / - з У  / - 1  -  j ~ -  з 
V 2 \ 2

Вторые части ихъ не содержать перемйнныхъ женерализацш, 
поэтому, принимая во внимаше, что G 1 равняется произвольной 
постоянной, мы получимъ для ср (х , 2/, z) выражеше

въ которое не входить бод^е произвольныхъ функцШ, а только три 
ПОСТОЯННЫХ!,.

§ 70. Дано определишь значенге функцт у {х> у), удовлетво­
ряющей уравнент съ частными производными

? ( * . y ) = J > ? ( * , у  — ! ) - + - ? ? ( * — 1 | У ) - • • • ( х)

при томъ условги, что для х — 0, <р(0, у) =  1 при всехъ значет- 
яхъ «/, заключающихся меоюду 0 и у.

Этотъ вопросъ приводится къ задача, рйш еш е которой дано Лап- 
ласомъ въ его теорш  вероятностей, а  именно:

Два трока, относительный силы которыхъ суть р и q, имгъ- 
ютъ первый х  а второй у очковъ до окончатя партт\ опреде­
лить вероятность <р (ж, у) , что первый выиграешь.

Полагая
ср [х\ у) =  Gexu+yvr

получимъ отношеше

(1 — pe~v — qe~u) =  0,
которое приводится къ уравнешю

1 — рг* — qe~u =  0.
откуда

ч
1 — ре~’
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и следовательно, при помощи уравнеш я (2)

Разлагая (1 — ре v) * но формуле Н ью тона и женерализуя, по- 
лучимъ

Ф (у) обозначаемъ произвольную ф ункцш : она должна быть опреде­
лена соответственно темъ услов!ямъ, которымъ удовлетворяетъ функ- 
щ я <р (х, у).

Съ помопцю этого интеграла мы имеемъ

Иу)=1> Ну—!) =  Ну~ 2) = 1 и т- д- Ф(у—£) =  1,
если к <  у.

Следовательно мы можемъ написать р е ш е т е  задачи такимъ образомъ:

этотъ результатъ, полученный нами по способу женерализацш, ни- 
чемъ не отличается отъ того, который данъ Лапласомъ и быль найденъ 
имъ съ помощью его fonctions g6neratrices. (P rob . 1 . 7 ) .

Точно такь же женерализацюнное вычисдеш е даетъ возможность 
легко определить интегралъ уравнеш я

¥ (я, У, * . . .  в) = р с? (ж — 1 ,у, я. . .  в) -+- & {%, у — 1, г , . . .  з) -+-

-+■  .  . . ( %, у ,  3  . . . S —  1 ) ,  

которое относится къ  той же задаче, только въ случае п игроковъ.
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§ 71. Предположимъ, что требуется определить функцт 
4>(я,у), удовлетворяющую уравненгю

У (я < - 2,1/) — а?(х-+-1,г/-+-1) — Ь у(х ,уч-2 ) =  1 ’(х,г/), (1)
где F  (#, у) —  данная функщя.

Предположимъ вторую часть равенства равною нулю и опредй- 
лимъ 9  (х, у) ,  удовлетворяющую уравненш

? (* -+ -2 ,у)—  а у { х +  1 ,у -+ -1 )— b y { x , y ^ - 2 )  =  F { x , y )  . (2

Полагая
¥  ( я ,  У) =  6 ^ м+^ .......................................( 3 )

будемъ иметь

(tf2w — аеи+” — fe2*') =  0,
у р авн ете , которое можетъ быть удовлетворено, если возьмемъ

е2и —  aeû 'v— beZv =  0 .

Отсюда
а ]/ а2 ч- 46

-гг--------------

а — т/ а2 -ь 46
--------- ^ --------------*

w

(5)

а т /  а 2 - ь  46 / л .
2S------------ f  ..(6 )

г  -
—  я —  У  я 2 -+- ±Ь 

2b ..................(7)

Значеше еи, определяемое уравнешемъ (4), будучи поставлено 
въ (3), дастъ

¥ (a?,y) =  ff(=  #  ( а  -+- ±  «■
2

Ж енерализуя, нолучимъ первый интегралъ

? ( * ■ » ) = ■ ( *  - ) ' ♦ » - * • * ) ■  • ■ • • И

где ф выражаетъ произвольную функщю.



Уравнегая (5 ), (6) и (7) дадутъ въ свою очередь три интеграла.

, Л ( а —  У  а? - ь  4 M Z , л 
? ( « -* / )  =  \------ :----- - 2 -----------) X (У v'  *)>

/ ------п ,  —I— 1 /  /у 2 _ i_  А . } ,

ср(ж,

—  1 3 6  — -

ч ( ------ й  +  l/ f t J +  ibYr, ,  Ч

;» у ) =  [ ------— ^ Ь — ~ /  ^

—  а —  У  а2ч -  4 by.
» (* > » >  = Л -------------- 2 У

ГДЙ Xj 0 И Е СУТЬ произвольныя функцщ.

5 ( у -* -* ) ,

Отсюда слйдуетъ, что (2) уравнеш е будегь им4ть р$ш еш е рав­
ное сумай этихъ четырехъ частныхъ рйш еш й, а  именно

<Р {в, у) У a* 4b

^ ) - x ( y + s ) + ( —  a -+- ] / й 2 н -  4Й \  д
26 ) в ( у - * - « )

(—  а —  У а- 4 Ъ\1
2b

у  { у - 4 - г ) ....................... (9 )

Теперь опред&димъ частный интегралъ уравнеш я (1 ), полагая 

т ( ж , у )  =  б 1в - ^ ,

F(x,y) =  Gexu'^', 

причеьгь получится символическое уравнеш е

Gexa+y’ 0 2“ —  а е “+ ’ —  f e 2c) =  Ge*"’̂ ' , 

изъ котораго выводимъ

gxu'+yv1
<9 { x ,y )  —  G e m+v'’ =  G  ^ — аеи'+°' be2"' *
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Прежде ч§мъ произвести женерализащю, зам4тимъ, что

а Ли’ aeK'+v' — be2v‘ У а2 -+- 46
а

ё к  +  п ] /  а 2 - ь 4 б к 2”'

—  0
—  ( | — ^ |/ iа2-+ 4&j g2’’

Но такъ какъ

^  —  mg2'
г =  £ , те2*1 \

Й-+' (

=  'ŝ m nF { x - i - n — 1 , у - ь - п — 1
п=О

ТО
а = с о

Т ( * , » ) = е « - « - ' =  = 2 [ ( I - 4
V и=О

—  —  | y V - » - 4 & )  — 1 , у - + - ю — 1) . . ( Ю )

Сумма интеграловъ, даваемыхъ формулами (9 ) и (1 0 ) , будетъ пол- 
нымъ интеграломъ предлож енная у р ав н етя .

§ 7 2 .  Определить функцт <р (а?, у)у удовлетворяющую урав- 
пенгю

v ty  +  Pt У +  й) —  « т ( л ? , у )  =  ^ ( « » у )  • . • • ( х)

Предноложивъ, что вторая часть равна нулю, будемъ им&гь

<р(ж-нр, у-л-q) —  я?(а;,у ) =  0 . . . . . (2)

И взявъ
сt (х  9 у) =  в-е*1+у* .......................................( 3 )

получимъ уравнеше
-  #*"•+*• (*»“+ * • _  й ) =  о ,
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откуда выводимъ
Р . ~  д

ем =  1/ае~т*> и.

Поставивъ въ (3) значеше еи, будемъ имйть

со{х ,у )  =  Gexu+yv )
/—или опред&дивъ у корней у й я взлвъ сумму вс^хъ  соотвЗиствую- 

щихъ имъ частныхъ интеграловъ, получимъ

п=р— 1

< р ( * » у ) =  У, а ( cos
* /  2 тс . . Ъ ъ п х

ь Sin--------
м=0 р V

V— 1 ) ¥ »(у - | ж ) Щ )

гдй мы имйемъ w произволъныхъ функцш ф0, ф1? фа . . . ф*-1.
Такимъ же образомъ, замйнивъ въ уравнеш и (3) е® его вы раж етем ъ, 

получимъ
n=g—X

» ( * , » )  =  У  . . . (S)
п=О

формулу, заключающую въ себй q произволъныхъ функщй б0, 01? 

02 • • • ®в-ь

Чтобы получить интегралъ уравнеш я (1) со вторымъ членомъ, 
мы опредйлимъ частный интегралъ этого уравнеш я, полагая

ср (х ,  у) =  G e ^ F  (х, у)  =  G f * * * .

Такимъ образомъ у насъ получится символическое уравнеш е

G < T ( е ^ 0 —  а) =  G er ' ^ ' ,

изъ котораго выводимъ
fXu'-f-yv 1 fOM'+yv'

® (* » У) =  =  &  gru'+v _ а  =  — ^  -  X 7 ~ 7 ‘
1 ____

а

Чтобы произвести женерализащ ю , развернемъ вторую часть ра­
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венства въ строку, написавъ:

1

I ------- г̂о'+в®'
а

=  1 ~1_ -  1  $ри' +  2а»? _j_ . _4_ _L
о а2 ' '  ап

Ж еяерализуя, будемъ имйть —

т ( * . у )  =  — ( « » у )  l F (x + P ’ у + ч )

—KF { x  +  np ,y+ nq) •  •  *

что можно написать еще въ видй уравнешя
п = со

? ( ® » У )  =  —  • • • (®)
«=0

Полный же жнтегралъ даннаго уравнен1я выразится суммою част- 
ныхъ интеграловъ, данныхъ формулами (4), (5 ) и (6), и будетъ за­
ключать въ себй p +  q произвольныхъ функщй.

§ 73. Разсмотримъ еще уравнете.

v f a y )  —  f f l? («  +  p , ! /  +  f ) - b<f(x— f , y  —  ff) =  0 ,  . . ( 1 )

изъ котораго мы выведемъ, полагая

<f(x,y) =  Q r * » ,  \ ................................. ( 2 )

символическое у равн ете

веГ+»  [1 —  ( и Г ^ — Ъе^9̂ ]  =  О, 

которое дастъ намъ

1 —  аеГ*^— be-{pu+qv) =  0 .

Р4пш въ последнее у р авн ете  относительно еи и е% будемъ им^ть
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Полагаемъ для краткости

1 ч -  ] /  1 —  4  аЪ 
2 а

1 —  } /  1 —  4  аЪ
2 а =  ^

П оставивъ затймъ въ формулу (2) значеш я еи и ev и женерали- 
зуя полученный результата, а  также взявъ сумму интеграловъ, по­
лу чимъ окончательно

п = р - 1  х

9 (* 1 У )=  ^  {
и=0

/  q 1 /  2 и л #  . 2 /г г .ж  / ------ т \
 ̂ 6« (у -  J (cos“ ^  +  sm- y -  ^  - 1 )

fi=q— 1

2  {r & [х~̂ у)̂ **
«=о *

интегралъ, заключающш въ себй 2 (g -+ -|0  произвольныхъ функцш.

§ 74. Определить функцгю <р (ж, у, я), удовлетворяющую двумъ 
совместными уравненгямъ

Ч>{%, У~*~ 1, «) — <р(ж-ь 1,у , 0 -ь  1)-ь<р(ж,у -ь 2, я) =  О, (1) 

Полагаемъ

^ + * ^ - 0 ............ду2 д% ' * • (2)

2  ̂ — fij-pxu+yv+zw • . . (3)

Тогда предположенный уравнеш я выразятся въ формй

(ге •***•+** (ес —  е4* ” ни £2С) =  О 

_  щ  _  0 ,
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что даетъ

# —  О

и —  av2— Ъго =  О,

(*)

Вместо второго изъ этихъ уравнешй мы можемъ писать

— av7— Ъю _ _  | (5)

И зъ уравненш (4) и (5) выводимъ

Ъ gp-ffr
еи =  (1 н--й") 1+6 е 1+6'

1 1—«о
*" =  ( 1 - ь * )  1 +>v

Подставляя эти выражеш я въ формулу (3 ), будемъ имйть

в+ Ъ х г  z + Ъ х a (x — z) х

Q.gcu+yv+zio __ & { ! + * )  1+& Л  1+> ;  1+& в ‘

Производя женерализацпо, получимъ р е ш е т е  въ видй

СО

=  / *  6 ( у  И - ч -  2о> j /

&=со

i = l  V —со

z  -+- Ъх {%-л-Ъх
Т ^ Ъ ' ) < & £ - ■ ( т а г - н -

1 . 2 , 3 .  . , ^

§ 75. Найти интегралъ уравнетя.

?(*.-*-1, У-Ь1) —  щ  <?{x,y) =  F{x,y) ,

въ которомъ F  (х, у) есть  данная функцгя.

Если дредподожимъ,. что вторая часть этого уравнешя равна
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нулю, такъ что

? ( ж + 1 , у + 1 ) - | ? (Ж1|/) =  0 ,

то, полагая

. . . . . . .  (3 )

получимъ символическое уравнеш е

G < r * * (f+ ' —  v) =  О,

изъ котораго слйдуетъ, что

<“+• —  «? =  О, . .

откуда
(4)

еи =  т~и.

В ставляя это значеше въ уравнеш е (3) и  женерализуя, получимъ

dx
?  {Х ’ У)  =  S fT L ty  —  х ) ............................  ( 5)

X здесь обозначаетъ произвольную функщю. Легко видеть, что по­
лученное вы раж еш е представляетъ собою интегралъ уравнеш я (1).

Если, бы было возможно вывести изъ уравнеш я (4) значеше ev въ 
функцш и , то получился бы второй частный интегралъ; но такъ 
какъ уравнеш е не представляетъ для этого необходимыхъ удобствъ, 
то мы должны прибегнуть къ косвенному способу для получения 
новаго интеграла. Р азреш ая уравнеш е (4 ) относительно ег въ функцш 
и и v} получимъ

t  =  ve~u.

П оставивъ это значеш е въ (3 ), будемъ иметь

сo(%,y)=z(rvi/e(x- t,)u....................................... (6 )

Е сли  бы съ помощью уравнеш я (4) оказалось возможнымъ вы­
разить vy въ функцш и, то ж енерализащ я этой функцш привела бы 
н асъ  по второму интегралу; но легко понять, что даже произведя 
женерализащ ю  второй части равенства какъ функцш двухъ перемен- 
ныхъ и и  г;, мы получимъ значеше, въ которомъ произвольная функ-
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щ я, явивш аяся какъ результата вычислешя, будетъ отличаться боль­
шей общностью, нежели въ томъ случай, когда вторая часть была бы 
функщей лишь одного перемйннаго и. Поэтому пришлось бы сде­
лать некоторое ограничете по отношешю къ этой функцш.

Ж енерализуя ураввеш е (6) по частямъ, будемъ имйть

ф
<Р ix > У) =

гдй 6 есть произвольная функщя перемйннаго х  — у.
Чтобы узнать, к а ш  огран и четя  слйдуета дать функцш 0 (х —  у), 

замйнимъ въ уравненш (2) <р (х, у) его значешемъ; мы получимъ 
тождество, что показываетъ, что выражеше это есть второй интегралъ, 
при чемъ 6 должна быть взята безъ всякаго измйнешя. Отсюда слй- 
дуетъ, что общш интегралъ уравнения (2) выразится формулой

г v dx ' d * .  ч

Послй этого намъ остается определить интегралъ уравнешя (1) 
со второй частью. Для этого полагаемъ

<р (х, у) =  , F  (х, у) =  ,
при чемъ будемъ имфть

Ш щ+уг>' .

откуда

6геш' - =  & еxu+ yv

Если замйтимъ, что

|«-И

оэ

—— = J  —

то можемъ написать

G
}zu+yv оо

- = J  Gexu (у -ь t j»- <«“+■’ dt



Разложимъ е~~teU v въ строку, тогда получимъ
со

а  _ ______ =  / G \e*»+w+ty-------- e(x-bi)u+(y+t+i)v ,, r e“+” _ » J  I 1 -+■
n

_i--------ЛН-^НЧН-Н-а)»___
1.2е

следовательно, женерадизуя будемъ иметь
соfXU+1jV f* Г f

G^ — v= j  р К ^ + 1 ) - ^ ( ж + 1 , у + ^ + 1 )  +
О

+  ^ ( » + 2 , j / - 4 - i f + 2 ) - ,  .  .  j  dt.

Отсюда получаемъ частное реш еш е въ виде
« = о о  со
^  {* ( __1 \п 1п

?(*»*) =  2  J  Tlnî V) Ftx + n>y + t-+-ri)dt',
w=0 0 ■ '

а общее р е ш е т е  будетъ
dx dy

? (ж >У) =  -ау*г(у— х )  - ^ 6 — У)  •+■

»г=оо со

-+- 2  (7-нТ) /  F о  у.-1»-*-*-«о
п=0 0

Интегрироваше н&которыхъ диФФеренщальныхъ 
уравнешй еъ частными производными, им'Ьющихъ 

переменные коэФФИщенты.
§ 76. Несмотря н а то, что весьма немного уравненш  съ част­

ными производными, имеющихъ переменные коэффициенты, могутъ 
быть интегрируемы при помощи женерализацюннаго вычислешя, 
тем ь не менее мы разсмотримъ несколько довольно замечательныхъ 
уравнеш й, который все таки можно интегрировать.

Е сли обозначимъ черезъ z главную переменную фуякщи, въ ко­
торой s и  t суть переменный независимый, то всегда возможно, поль­
зуясь женерализащоннымъ вычислешемъ, найти частный интеградъ
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линейнаго дифференщальнаго уравнешя, въ которомъ коэффищенты 
будутъ функциями одной переменной s, а дифференщальные коэффи­
щенты, входяпце въ уравнеше,—перваго порядка.

Пусть а, р ... а;, р' ... а", р" ... Я Т. Д. Суть фуНКЩИ ОДНОГО 
переменнаго $, и положимъ для краткости

г __ дт z дш~ 1 z дт~2 z

7 dnz . дп~г z »,дн-2г
"■ ~  H F  ' а № ■ ' ' Р ~W=* ~f "

, др z .. д’’- 1 z 0„ др~2 z
р -  ~ W  н а  ь  Р ■ ? F T  " ь

• . .  ч-С

. . .  ч- t 's ,  

. . .  ч- t/'z,

Данное уравнеш е будетъ иметь видъ

дТ дТ
■ ■ ■ =<>.......................( Ч

где Р ,  Q . . .  суть функцш переменнаго 5.

Если назовемъ интегралъ даннаго уравнеш я

z =  Geut S 9

где S  обозначаетъ неопределенную функцш 5 и и, то легко получить

T m =  Geut (ит ч- аи"-1 ч- р ч -  . . .  ч- С) $

дТп
СП dS  чds ' ds

„ . ( да1 д$'
+  е ‘ ( ж *  + i » M + .) Я

дТр
ds =  Geut (ир ч- а" ир~л ч- р" ир~ 2 ч- . .

* ) Ж -
_ Jr)а’ , ЙЗ"

+  ( * Г  W  •,И -

В, Обрвикоиъ. 10
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Всдйдств1е этого данное уравнеш е приметъ символическую форму —

Geui ̂ ит н- осцт~г -+- $ит~2 -+- ... н- С -Н- и ип~~2 Р -+-

д«" д$п
ир-ds ds

- н  р1 ип~2 - н . . . )  Р  -+- (ир -+- ct!]up~l ч -  (3% 

Очевидно, что ему удовлетворяете

. . .  ] §  +  . . . L ? h -  (««w - h a ^ w 1

anUp~l ч -  3 V “ 2Ч - . . . )  $  ч -  . . . =  0.

/
Мтч - а г Г _1ч - , . , -

Ж м ” ' '  • • • ) / > |  ' ' - ) ^  ••
(ип -+- а'ип~ 1 + . . . ) Р  +  ( ^  +  а ,,м? 1 и -  . . . )  Q - к  . . .  

Поэтому интеграле даннаго уравнеш я будетъ

?(т  +  амт _ 1 +  ... -+- Un~ 1-i- ...j Р -Ь  1-+- бН--**

( 2 )

—  &е (ип -+- a V - 1 +  ...) P -ь (wp -н a V  1 н- ...) Q Н- ... c£s
■ (3)

Такгшъ образомъ остается лиш ь женералйзовать это выражеш е, при 
чемъ въ окончательный результатъ вой деть одна произвольная

§ 77, Разсмотримъ частный случай—

d2z  р  д* z
д Ш Qz= 0, 0 )

Здйсь

гр _ d2 Z л гр __
Мт~~ дР 4  9 dt

Уравнеше (3) предыдущаго параграфа намъ даетъ

Qds
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Женерализуя последнее вы р аж ете , находимъ

где ф обозначаем произвольную функщю.

Если Q равняется постоянному количеству а, то уравненхе (1) 
представится въ виде

d*z
дР

d2z. 
d s . dt

az =  О (В)

и мы получимъ при помощи формулы (2) первый интегралъ

—  y " sin {]гг/ ~ р )  sin ,lv ^  ( /  —  V ^ d h . d v . .  . (4 )
О О

Чтобы получить второй интегралъ, положимъ

Я =  в ‘€?*+ п ',

S  обозначаешь функщю s и 7  функщю и. Отсюда выводимъ

GeSu+n ( v 2 -+- Р  =  О.

Но этому уравненио мы можемъ удовлетворить, полагая

S =  —  2  J  ~р у V—a —  У и* —  а.

Следовательно мы можемъ написать значеше z въ виде

10*
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а такъ какъ
, со  со

__  о ГГ пл.at* ___
Q e - b \ \ ' - a  _ _  _ _  I  ^  f - + 4t)5 ** I cp ( ^  _|_ ^  | / -----1 )

0 0

и- cp (x — к ] /—1)} dk dv,

то женерализащ я по частямъ доставите новый частный интегралъ 
уравнеш я (3)

■ + 9 ^/——2 f  -р- —  к У— 1 j dv dt, . . . . (5)

гдй <р обозначаетъ произвольную функщю. Сумма интеграловъ (4) и 
(5) будете полпымъ интеграломъ уравнеш я (3)i

§ 78. К ъ типу уравнеш я (1) § 76 принадлежитъ еще уравнеш е—

д* s  
ds . dt в ^ ч - Л г = ° . О)

въ которомъ Q и В  выражаю тъ собою функщю s.

Въ этомъ случай для уравнеш я. (3) § 76 мы ймйемъ

г Rds
z = Ge J”+ ^ ................................ (2)

выражеш е вполне удовлетворяющее данному уравнен1ю.

Ж енерализащ я этого вы раж еш я очень сложна въ томъ случай, 
когда И и Q даны въ общемъ видй; но при нйкоторыхъ ихъ част- 
ныхъ значеш яхъ это удается довольно легко.

1°. Пусть Q =  as и  В  — Ъ, тогда мы имйемъ

д2 z 
ds . dt

dz i л as -гг -+- bz =  О, ot
частный интегралъ котораго есть

z  =  Ое
u t

ds r.U t

G U
(as ч- и)~а

=  s dv . (3 )
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2°. Пусть Q есть постоянная равная а, тогда предложенное урав- 
неше будетъ

д% z dz р 
W 7 d i^ a Ts

а частный интегралъ его—
Гд ds со со

% ?= &еь~«и-* — ср (/) — J*e~av s i n smhvy(t—v)dv.dh.
O O  *

§ 7 9 . Предположимъ интегрировать у р авн ете

3 ^  =  » W - X « « ........................................( I )

Полагаемъ въ этомъ случай

z =  Geu{8+T)................................(2)
гдй S  есть функщя s n w ,  функщя t  и и .

Отсюда выводимъ

н ы р аж ете , которому можно удовлетворить, полагая

Ж № _Ч*)гУ)......................(3)
ds dt и?

Изъ этого уравнешя выводимъ слйдующш равенства:

dS 6 (s) дТ , а (л,W = " /5Г=*М.................(4)
д8 а , \ дТ х ( 0  /К1_  _  6 (s) и _  - р - » ................ (5)

^  =  „  д4 = — ' ........................■(•)OS и от и
Система уравненш (4) даетъ намъ

S -~-^fHs)ds,  T = f x (t)dt,
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поэтому значение z выразится въ формй

~ « (x(t)dt + ±-(Qis)dSss = Ge J м ■
женерализуя это выражеш е, получимъ частный интегралъ:

ю 03,

Z =  f [ j  ■/.[£) dt] —  \ j  J  sin — sin flv <P (J 7. № (tt -+- v) dv . dh.
0 0

Система (5) даетъ

~ u f в 0) d s -f — x (0 d t
z = G e  J

и послй ж енерализацш

со  со

s  =  ф [|0  ($) d s ]—  ̂J *  J  sin ^  smhvty($§(s)ds +  v)dv >dh (8)
о о

При помощи этихъ двухъ частныхъ интеграловъ (7) и (8) мы имйемъ 
обпцй интегралъ уравнеш я (1)

2 =  ® [J X (0 ] М -+- Ф [ / 6 00  Л ] —

~ ^ f  f sin hv { sin~ 9 dS ?  [ /  x  (*)] d t - i - v - i

sin i  y- ( 0  ^  ф [ J 0 (s) cfe »] . dh , . . . (9)

0 0

гдй <p и  ф обозначаютъ двй произвольныхъ функщи.

Здйсь мы не приняли въ разсчетъ системы (6) именно потому, 
что въ этомъ случай значеше z выражается уравнешемъ

j  e(s)ds + fxv.dt f y ( s ) d s  + jx(t)dt
z=-uC L/C

которое, не заключая въ себй произвольной функщ и, есть не что иное, 
какъ частный интегралъ.
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§ 8 0 . Дано интегрировать уравнете

д2 z
+ P i d̂ f - ^ Q ~ ^ R t z  =  0,  at ^ ds

гдгь Р : Q и R  суть функцги перемгьннаго s'.

Обозначивъ черезъ К  я Н  дв$ неизвйстныя функцщ перемйн- 
ныхъ s и и, положимъ, что внтегралъ даннаго уравнешя будетъ

z  —  6femt E .............................................(2 )

Подстановка этого значеш я въ у р ав н ете  (1) доставить

&еШ (0  д- § + к * н +т  ( Q w  + Р К + Я )) = 0
равенство, которому удовлетворить, полагая

дК
ds

В
Q

- о (3)

адЯ +  к * Н =  о.^ ds 00
Интегрируя у р авн ете  (3), мы будемъ ииАть, обозначивъ черезъ и 
произвольное постоянное

_  f P d s

К = е  J *

выражение, которое можемъ написать въ формй

К  =  ctU—-

Такъ какъ у р авн ете  (4) сверхъ того даетъ

CK'ds
Я = Р Т ,
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то Значеше я выразится формулою

( « «  ~  Р) 2 _
Q d s ~

а . r?2ds /  ля/3 ds\ г<х? ds
= ве~? \ $~0~)и~$ ~(Гw,

женерализащ я которой дастъ

_ . со
rp*ds- is -  / Й-**« pt j « I e v' <? ( a t 2J " d s 2v y /  J ~ ^ Y ~ 1) • (6)

-CO

интегралъ даннаго уравнены.

§ 81 . Пусть требуется интегрировать уравнеше

д* z , D тл & z i - o ^ z  „ m
• 2 ^  — 0 ,  . . . (1)ds' dt2

которомъ Я  есть функцгя перемгьннаго s 2, а  Ь—  постоянное 
количество.

Е сли  зам^тимь, что это уравнеше есть результатъ исшночешя К  
изъ двухъ уравненш

dz ,  _
d s ~ ° d t ~ (2)

д К
ds +  R

дК
dt

(3)

то интегрируя второе изъ нихъ, получимъ

K = b ( t  — j  Rds),

гдй 6 обозначаетъ произвольную ф ункцш , а положивъ $ В  d s = x ( s)> 
можемъ написать уравнеше (2 ) въ вид^

............................ (4)
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Чтобы интегрировать это уравнеше, полагабмъ

z  =  Gem,+tv'

G-e™Jriv =  F  ($, t) =  ® (t —  x ( s)•

Отсюда слйдуетъ, что уравнен1е (4) можетъ быть написано слй- 
дующимъ образомъ

а е ^ { и ! —  Ъо') =  в е ш+ь\

а стало быть

z  =  Q-esu,+tv’ —  Gf------ *-т- •
и —  OV

Но такъ какъ
со со

в- у  — Gf J  e ~ 0)U~ b(av du> ~ J * F  (— ©. boy) f/co, 
о 0

то женерализащ я по частямъ доставить

ч -  boy —  y ( s -— <*>))^ю? (5 )

интегралъ даннаго уравнеш я.
Зам ечая, что уравнеше (1) не изменится, если перемйнимъ въ 

немъ знаки s и t, мы получимъ второй частный интегралъ; сумма же 
двухъ полученныхъ интеграловъ дастъ

в

оэ

= J {0[#ч-й(о—y [s—со)] ч- <р [—/ч-Ьоу х(— ©)]}*/© . (6)

полный интегралъ даннаго уравнеш я.

Въ немъ 9  и 6 обозначаютъ произвольныя функдш.

Е сли  положимъ В — Ъ въ уравн ен ^ (1), то съ помощью значе- 
ш я  z (6) получимъ

£  =  б [t —  bs) ч -  9  (t ч -  bs) 

интегралъ уравнеш я

д* г
ds* ~  дР *
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§ 82. Тотъ же способъ можетъ иногда привести къ интегриро­
ванно смйш анныхъ динейныхъ уравнеш и съ конечными разностями 
и съ переменными коэффищентами.

Пусть дано интегрировать уравнете

и -  Q - г - - ь  R tz  =  О,
*  ds

въ которомъ Q и В  суть функцт $.

Обозначивъ черезъ К  функщю 5, положимъ, что интегралъ урав- 
неш я будетъ

z  =  GeKt.

Поставимъ это вы раж еш е въ данное у р ав н ет е , тогда получимъ, на- 
звавъ черезъ h конечное приращ еш е t ,—

— у р ав н ете , которому удовдетворимъ, полагая

Я н - е кк—  1 =  0 .

Н азвавъ thK черезъ v, получимъ >

dv h (1 — В) h „
3-----------— П----- - » П v =ds Q Q

интегрируя это у р а в н е т е , находимъ

где и есть произвольное постоянное, которое мы будемъ считать пе- 
ременнымъ женерализащ и. Такимъ образомъ
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Ж енерализуя нолучимъ интегралъ даннаго уравнешя

t  1 —77— dsе J я
z

Г

со

! - /

ГЛ-1
J-Q -'„ 0 dsе * Я . м

(Ол

<Р здгЬсь—-произвольная функщ я. 

Въ частномъ случай

/ Д г 0  - 4 - . $ ds fa —  О

иийемъ интегралъ, полагая h —  1
СО

=  Щ )  Iе~ ̂ ** “ i_1 ?  ^  * * ’r ( f ) и
въ чемъ легко убедиться.

§ 83. Разсмотримъ еще уравнете

Д*2я - н  Ptbtz ч -  Q-̂ -+ -lltz =  0 9
въ которомъ Р , Q и В  суть фупкцт одной перемтънной s .

Пусть интегралъ этого уравнеш я будетъ'

z = GeKtE ,
К  и Н  здйсь обозначатотъ двй неопредЬденныя функцщ 5 и и. Н а- 
звавъ черезъ h конечное приращ еш е перемйннаго t, мы отсюда вы- 
ведемъ

ktz = GeKtE  (ehK— I)

b?z=GeKtE{ekK—. I)2

dz n  Kt\dE '  . yrdK)
d s = f f e \ щ * ш  m V

Такимъ образомъ мы можемъ писать данное уравн$ше* въ формй

GeKt[Q ^ + H X e ™ -iy + H t(Q d-fs -ь Р  ( ^ - 1)н -д )}=  0.
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Это последнее можетъ бить удовлетворено, если

„ d E
ds +- Н  (ehE—  l)2 =  О (2)

Qi- §  +  P ( ^ - i ) + B  =  o....................... (s)

Чтобы удовлетворить у р авн ен ш  (8 ), достаточно положить

ekK= v
и мы выведемъ отсюда

dv h (R  — Р) hP 2 
ds Q Q

интегралъ этого уравнеш я будетъ

е J я

• .(4)

• . ( 5 )

V =

и - hJ - q e Q -d s

гд4 w есть произвольное постоянное, которое примемъ за переменное 
ж енерализацш .

Такимъ образомъ съ помощью уравнен1я (4)

' P  —  R  .

• f f = r i g
‘ р .

- * д
*  * /

р  — /г
0

Это значеше, поставленное въ уравнеш е (2), дастъ

2

« J в

Q
И нтегрируя это уравнеш е, получимъ

Р  л-  е J я . ds
0.

SР  — R  

Я ds
ds
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Съ помощью значенш К  ж Н  уравнете (1) можетъ быть написано 
въ виде

z = G
.  Г Р - Я  ,
ч - з - л

" Я

. с р — в  . \  t

« J в V s V

' Р  —  К

е  "  Я
h J* л- "  ds

' о » 4 '
Р — Л .
Т “л . *

1 I <&

Ж енерализащ я этого вы раж еш я дастъ интегралъ даннаго уравнешя 
съ одной произвольной функщей.

§ 84. Интегрированге уравнешя

d*z n dz Pdz
(О

гдгь Р  и Q сушь фушцги перелтннаго s.
Полагаемъ

z ~  6fest,
при чемъ 8  есть неопределенная функгця переменнаго s.

Подставивъ это значеше въ данное у р авн ете , будемъ иметь

dSи
Для определешя S  у насъ получится у р ав н ете

интегралъ котораго

dS Q а 
S

S  =

р  — О,

ы&уК
CQds

Въ немъ G есть произвольное постоянное и К  =  вJ * 

Такимъ образомъ интегралъ даннаго уравнеш я будетъ
t

z = Ое °+ $
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Н олож ивъ G —  an постоянному относительно знака G, получаемъ

___е_г___
d s

это сумма безконечнаго числа членовъ безъ произвольной функцш.

Н о если мы положимъ С =  — и и станемъ женерализовать по 
отнош енш  къ и выражеш е

то получимъ

~  Г d s  >
=  Gre -кр

>
t .

0 = z < p ( O ) — ^ J* f  ev J* r p  s i n - ^ - s i n ^ c p  ( — -v)dv.dh
о 0

или въ болйе простомъ вид'й

z

V-AJ

= ' J *  J * ** s in  ~]ijb s*n  9  ( — v )d v .d h  . . . (2 ) ,
о 0

при чемъ ^  обозначаете произвольную функцш . 

§ 85. Интегрирование уравнены

dnz  ' <f($) dz
dtn

Достаточно положить

t ds
az.

z  =  Gest. / ..................................

Подставивъ это з н а ч е т е  въ данное уравнеш е, выводимъ

dS

( 1)

(2)

вб S t

Въ этомъ случай для опредйлеш я 8  имйемъ ypaBHeHie

ds=  гJ S n — a J cpO)
•  •  « (3)
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Интегрироваше этого уравнеш я дастъ намъ значеше S  съ одннмъ 
производьнымъ постояннымъ; вставивъ его въ уравнеше (2) и жене- 
рализуя полученный результата, найдемъ частный интегралъ даннаго 
уравнеш я съ однимъ произвольнымъ постояннымъ.

Частные случаи:

Пусть- п =  1] уравнеше (1) превратится въ

dz _  у (g) dz_ 
dt t ds az,

а уравнен1е (3) посл'й его интегрировашя дастъ

а Г  ds
/S —  а -+- U /  —^ ;J <p(s)’

при помощи же уравнеш я (2) мы будемъ иьгбть

z = G e at +  nt 5 i { s ) = e atс?

какъ интегралъ уравнеш я (4).

(5)

ПредполЬжимъ затймъ, что п —  2; тогда уравнеше (1) можетъ 
быть написано ,

d2z сp(s) dz „
W ~ ~ T  d t ~ ^ a z ' («)

Интегралъ уравнеш я (3) имйетъ видь

1 -+- UĈ a /  ©(5)S  -  а
т Г - *г не j ер

Съ помощью же уравнеш я (2)

1 -+- и е 2 а  j ds
?  ( 5

z = Ge \ г - ш
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Ж енерализуя это выражеш е, получимъ

я = й “г[® ( 0 ) —

у о о

— ■ ? (— * — Т ^ ~  l ) \ dvdJl] ‘  (7 )

Замйтивъ, что уравнеш е (6) не изменится, если заменить въ немъ 
а черезъ — а, мы будемъ имйть второй янтегралъ

z =  е—
№ ( 0 ) -

1

7Zf/---  1

2а ( J L
ч № s in  hv

Y  v -  l)}rf® . dh\ (8)

Сумма этихъ двухъ интеграловъ (7) ж (8) будетъ общимъ инте- 
градомъ у р а в н е т я  (6).

§ 86 . Иногда бываетъ возможно найти интегралы н4кото- 
рыхъ уравненш  съ частными производными и съ переменными коэффи­
циентами, пользуясь обратнымъ способомъ, то есть определяя— какимъ 
уравнешямъ можетъ удовлетворять данное вы раж еш е.

Предположимъ, обозначнвъ черезъ Т  функщю перем енна го t и 
черезъ S  —  функщю перемйннаго s, что мы имйемъ

Пусть

О =  й ! + Р

dS

z = Gel‘+as)u (Т -i- Su)........................... (1)

О =  2 а

О ==

ds 
d*S

Та2 -+- QS н- РТ -+- RSa

ds R d S
ds 2 P dT

и > dt

dt

I T .

Q T + L S  +  RTa (2 )
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Тогда изъ (2) при помощи (1) мы выведем!, уравненге

д*г
ds* +-Р

d ẑ „  dz
Ж * ~ * д 8

L z  —  0 (3)

Если мы опред&лимъ значешя В,  Q , В , L , Т  и $  такъ, чтобы 
уравнешя (2) были удовлетворены, то значеше я, данное формулой (1 ), 
удовлетворить уравнение (3). Но эти уравнеш я удовлетворяются: 

1Р. Полагая
Ол2 1

Р = — а%, Q = 0, В = 0 , L = ? = ^ж .8 = — 1 ;

следовательно мы будемъ иметь выражеше
f

Z  —  ^ 6 V i  +  a s ) t t  —  (xU6{;t+tu,)u =  — ; < p '  ( / - H  0 $ ) ,

которое будетъ удовлетворять уравнешю

d2z  2 d 2#  2a2
d s * ~ a (*)

Такъ какъ это уравнеше не меняется отъ перемены знака коли­
чества а, то мы можемъ написать второй интегралъ

z =  -£ф(# — as) — ф' (tf — as).

Следовательно полный интегралъ уравнения (4) выразится фор­
мулой

* =  j  {ср (i -ь as) ч- у (£ — a s )} — {ср; (i -+- as)ч-<р* (£—as)}. (5 )

2°. П олагая Р  =  —  а\ Q =  О, Р  =  —  i = 0 ,  T - = l ,  /S = —a s ,

получимъ выражеше

z = 6fe{t+as)и (1 — asu) =  у  (# ч- as) — ay' {t -+- as),
которое удовлетворить уравненш

d2z  __
ds2 а dt2 s ds ~~

В . Обреимовъ. И
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измЗшивъ знакъ а, будемъ имйть полный интегралъ этого уравнешя 

z = ф (#-ьй5)-ьф (t — as)— as {ср' (^ч- aw) — с[/ (t— as)}. (7)

И нтегралы  (5 ) и (7) были даны въ первый разъ Лакруа (Calc, 
d iff. et in te g r .  §§ 783 и 790).

И н тегр и р ов ате н& которыхъ уравнений, который мо- 
г у т ъ  быть приведены  к ъ  у р а в н е т я м ъ  линейнымъ.

§ 8 7 .  Пусть требуется определить функцт ?  (х) такъ, чтобы 
она удовлетворяла уравнент

?  О » )  <Р О »  - ь  в )  =  J F  ( я ) , ................................( 1 )

где F  {х) есть фушщгя данная.

В зявъ догариемы огь обеихъ частей, им^емъ

lg 9 (ж)-b ig«р (х -+-а) =  lgF(x) . . . . . (2)
Подагаемъ

lg ср (х) =  G f e lg F  (ж) =  Grexu' ................ (3 )
Тогда данное уравнеш е напишется въ форме

Gexu (1 -+- Г') = G<?4'
и следовательно

tfvu'
lg ср (х) = Ger = G - j ~ - p  •

Произведя ж енералищ ю , получимъ

lgcp {х) =  — l ) " l g  F(x-+-an)
«=0

, , __ F ( x ) F { x ^ 2a) . . . _  F  \хч- 2ап\__
'  F  (х -+- а) . F  (х -+- За) . . . „Zo _F [#-+-« (2?м-1 )]

что можно написать еще въ виде
rFjx +  a y V -!) 

6  \ F ( x ~ a y  V —

• е v —  I X  е  * — е  *^[х) = у  F  (х)
Это и есть частный интегралъ даннаго уравнеш я.



—  1 6 3  —

Чтобы получить полный интегралъ этого уравнешя, найдемъ инте* 
гралъ уравнешя (2) безъ второго члена.

Въ этомъ случай мы имйемъ

-+~еаи) =  О,

уравнеше, которое можетъ быть удовлетворено, если подожимъ

еГ =  — 1 .
Обозначимъ черезъ ря одинъ изъ а корней единицы, тогда

еи =  $«У—  1

это значеше еи послй его подстановки въ уравнеше (3) дастъ

lg® (х)С($п} / — 1)%
откуда путемъ женерализацш получается

<?(«) =  Cn{' ° V- lY .

Если р2 . . . Рв обозначаюсь а  корней единицы, то

= . . . С а * ^ ’
а полный интегралъ даннаго уравнешя будетъ

/ \ /у оз/̂ Гг Л' (ftyi:i)x л y ^ yF{x)F(x+^)F(x+^a ) ._ . .  
ф ) = С \ ^  > . . . с а Ч Я ( х + а Щ х ^ а Щ х + Ь а ) . .Л 5

§ 8 8 . Возьмет уравнеше въ болгье общемъ видгъ

ср (х  -+- а)т . ср ( #  —  А)* =  J?7 (а;),

I?  (а?) обозначаешь данную функцт.
Логариемуя обй части, подучимъ

Полагая

ср (л? —  а )  и -  тг lg  ср (л; —  Ъ) =  1 g F  {х) > . . (2 ) 

lg ср (ж) =  6 V M' ,

= Ог,
п*
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будемъ иметь? символическое уравнеш е

Gexu' {те* чъпг**)  =  6гехи, 

и, следовательно, какъ частный интегралъ уравнеш я

-- ig  ср (х) =  a  nUmr -  -п_ й  г 

который после ж енерализацш  превратится въ

1  р ^ °  (  7П \ Р— Z (— —) (р+1) ч
у { х )  =  епр=*К п]

П олагая въ уравнеш и (2 ) вторую часть равной, нулю, имеемъ

шеа* ~л-пе~ь*■== 0,
откуда

е (а + Ъ)и' _ _ _____*
ж

следовательно
а - \ ~ Ъ

е''" = v - H
2/сп

c o s -------г  - н  sin  -------7
04-0 04-0

О+Ь ___

/ - г ) / -

Это значеш е п осле его подстановки въ тождество (3) дастъ

отсюда

fc=a+&—1

2<Ч
* = о

X

П \  а - л -Ь

m j

X

С Н -Ь  1&—г-1 а-+-Ъ

<Р {х) = е к~ 0 m
П олный же интегралъ даннаго уравнеш я выразится формулой

к=й~̂-Ь—1
2  с*<р (х) = ек==0 ( ~ Э ~ *

a-ibb
1/— ■ 1 ”~v° /i - ь — 2  — —

п p —Qv п > 1)4
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которую можно еще написать въ видЬ

[F  (х -ь 6)] w [ F  {х  ч- 2 а ч -  36 )]"’ ...
Я» ТВ*

[1>7(жч- Зам-4 &)]"\..

c=a-fb—1
Е 3

fc=0 (-3
ж 2 й*

a-ьЬ a-f-6
а: К !

§ 89. Определить значенье функцт <р (ж), удовлетворяющей 
уравненгю

[<р (ж - н  1) ] -  [<р(ж—  1) ] " - * - ^ ,< * ) [ т . ( * ) ! Г — о , . . ( ! )

где F  (ж) данная фунпцгя,

Возьмемъ догариемы отъ об&ихъ частей равенства. Будемъ им4ть: 

ш lg  9 (х- -+- 1) -+- п lg  9 (л; —  1)—  2 a  lg  9 (#) == lg (a;) . (2 )

(3)

(4)

Полагая / v
lg  9  ( ^ )  =  Gexu' . . . . . .

1 g F { x )  =  Gexu , . . . . ,

подучимъ символическое уравнете

'  Gexu’ (ш и' -+- чиГ* —  2 a )  = # * -  ‘ 

и следовательно частный интеградъ уравнен1я (2) будетъ

1ё * (ж )  =  &<Г' =  б7 •

Чтобы подучить общш интеградъ того же уравнешя, мы подо- 
жимъ вторую часть его равною нулю и найдемъ интеградъ уравнешя

т\%ч{х+ 1)-+-̂ lg9(a; — 1) — 2alg9(#) == О, ; ; (б)
а  зат^мъ возьмемъ сумму обйихъ найденныхъ интеградовъ.

Полагая какъ и раньше

1 щч{х) =  &<Г\,
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будемъ иметь

откуда

1 т т 1 5

е*' н-----е~и> 2а
= О.

Р е ш е т е  этого уравнеш я даетъ

^  I ________

е"  =  т - м

Такимъ образомъ при помощи уравнешя (8)

lg  * =  С  й  "*■ \ь ^  —  » » » ) +  ^  ( ^  —  ^  l / f l*  —  1ЯЯ )  *

интеградъ уравнешя (5).

Следовательно общ ш  интегралъ уравнеш я (2) будетъ 

l g У(я)  =  С  +  —  m

С1 ------- — 1/ а 2 —  тп \ -+ - (if1 \т  ш v ) те
е
пе~и —  2а

Такимъ образомъ уравнеше (1) можетъ быть удовлетворено зна- 
чешемъ

Ё  +  ̂ Г V°2-  тпУ ]/а'-пт)* в
<р (* ) =  0

me“ -4-we—« — 2а •

Въ частномъ случае, когда м  = 1, п =  1 и а =  1, уравнеше, 
которое предполагается решить, будетъ

Ф (#-ь  1)<р(#— 1) =  F ( x ) y  {%у.

G

Но тогда
еГ

те* -ь  пе~*—  2а (1 —  еи)
*(*+« « ( ) 

== & ТГ— —о =  GV*+1)tt jl -+- 2*4- 8^*4-... )
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и значеше <р (ж) выразится въ форме

9 (х) = ^ C F (x ~ v - l )  . \F{oc-+- 2 )]2 . [F(x-*~  З )]2 . . .

§ 9 0 .  Пусть требуется определить функцгю ц> (ж), удовлетво­
ряющую уравненгю

< р (ж -н 1 )* — <р(я —  1)*‘ =  0 , ........................... (1 )

где X  и Х г суть данныя функцт х.

Взявъ логариемы, получимъ

lg  . l g ( p ( # - t - 1) —  lg , l g ср(л:-— l )  =  l g - ^ -  . . . (2 )  

Е с л и  п о л о ж и м ъ

l g l g ? ( 'x) =  Q d *9

\ g X * .= e * ~ ,

то будемъ иметь

Gfem‘ =  lg lg  <p (x) =  G e«__e-» =  —

_______ I___

следовательно частный интегралъ даннаго у р авн етя  будетъ

!** ^(05

? ( « )  =  «

4 |/ ь л ______ 2/1/—1.)

Полагая вторую часть уравнешя (2) равною нулю, имеешь

(еи>— е~и') — О,

уравнеш е, которое можетъ быть удовлетворено значешемъ

О,
откуда
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и следовательно

lg  . lg  ср (х) =  С - ь  Сi ( —  1 )я.

Такимъ образомъ полный интегралъ уравнен1я (1) будетъ

C -b O tC -i)#

ср’ (ж ) =  е

1 Г г — о
4 |/^ I  J 1-+-е

— , XjfaM -y ! /  — 1)
Ig Х (ж ч-у } / — 1)^*.

§ 9 1 . Пусть требуется определить функцт у (х) тащ чтобы 
она удовлетворяла уравнент

[ F { x y \ ?{a*-a) — [ F i { z ) f {-X- V) = 0 ,  . . .  (1 )

въ которомъ F  (х) и F  (х) дв?ъ данныя
Логариемуя данное уравнеш е, получимъ линейное уравнеш е съ 

конечными разностями

log <р (х - I -  и) lg ср (х Ь) — lg , . • (2)

которое можемъ интегрировать следующимъ образомъ: полагаемъ

б'в™' =  i g ? ( « )  ■ . . . . . . . .  ( з )

_  J q. ]g ( Ж )  .  .

Ш  -  g  l g ^ ( ^ ) 5

тогда уравнен1е (2 ) безъ второй части намъ дастъ

6fexu'(eau'— е~ъи') = 0 ,

откуда
еа*' — е~Ьи' = 0

(О

О г \ - Ъ, 2АтСеи =  т/ I  =  co s-------- 7 -H s i
2кп

s in а -+- #

и следовательно при помощи отношешя (3)

2тсА# „ 2я4а?

l / -  1

п=о4-Ь—1

1§ ¥ (Ж) =  2  • (5 )
п=0
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Это интегралъ уравнешя (2) безъ второй части. 
Тоже уравнеше со второй частью доставить

&еш' (ет< —  е~Ьиу =  &еш\ ''

а потому

ср (%) =  &ехи>
11— со

a r  - V io-4 i\ \ x — a— {a 
еаи — б~ы jU  ъ \g F  [х —  а — (а

п— О
[а ■ ВД(6)

будетъ частнымъ интеграломъ уравнешя (В) со второй частью.

Полный же интегралъ логариемованнаго уравнешя выразится 
суммой двухъ найденныхъ интеграловъ (5) и (6), а именно:

lgcp(.«) =  ' 2  С к
' л=о •

2Ы х - 2Ы х  у 1cos------г ч-sm —— Ту  — 1 ч-
а -л- о а ч -  о у

п=со

* 1 1*
«=0

l g j Wy\x —а — (а-ь-Ъ)п\ 
lg F  \x —a—(a -h b) n\

Следовательно интегралъ даннаго уравнешя (1) будетъ

« = ° о

=  \  io- I g - P J a ; — я - ( д ч - й )  
^  2d ё lg F  [х — а — (а-л-Ь)

fc=o-{-&—I .
ъ Ск 

п\ *=°

Ъ&х
1----1 •а-\-Ъ

2л 1сх , / -----г
s i n -----г V —  1

w=0
( а ч - 6 )  w]

Вычиелете подъинтегральныхъ Функций.

§ 92. Опредйлеше значешя функцш, находящихся подъ знакомь 
определенна™ интеграла, въ сущности есть не что иное, какъ инте- 
грироваш е дифференщальнаго уравнешя съ постоянными коэффи­
циентами и безконечнымъ числомъ членовъ, каждый изъ которыхъ 
представдяетъ собою весьма малую величину; следовательно въ этомъ 
случае можно поступать какъ было указано при определена част- 
наго интеграла линейныхъ уравнений.

Предложимъ следующш вопросъ:

пусть ср (х, у, z . . . )  — данная функцгя нгъсколтихъ перемгьн-
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ныхг, и попробует определить F  (ж, у, z . . . )  таю, чтобы
Р

J f {x — я, у — z . . . ) Z d z  =  <?{x,y, . . . ),
«

гдгь Z  е с т ь  функцгл z.

Положнмъ въ этомъ случай, что

F  (х, у  . . . ) =  б?«",'+*,'+- 

у ( х , у  . .

мы можемъ написать данный интегралъ въ форме
Р

(те?п'+у'+~ J уe~(u'+v'+-')‘ Z  dz =  #«*»+»•+-
ж

и следовательно

G e ^ ’+- =  F { x ,  у,  z.. .) =  G — —-------------

Частные примеры . —

1) Требуется определить функцт F  (ж), которая удовлетво­
ряла бы определенному интегралу

F  ( х —  й2/) -ь-е~ънF  (х  —  а2 /)} dt =  9 (ж).

П олож им .

F ( x )  =  G r ',  ср {x) =  Ge*\

Тогда данный интегралъ напиш ется въ видй

Gd
со

|  J ег  ‘ -+- е~ <ь'+аи,> ‘ ! dt =  6r<fu,

а  после интегрироваш я

( а 2 +  ^ ) ( 1  -»-«<') =  ^
(л2 -+- 62 w) (62 н- а? и) ?
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откуда

Gemt = 1
а2 ч- й2 

Если замйтимъ, что

q (а2 ч- й2 w) (Ъ2 ч- a2 w)
1 ч- w

(я2ч- й2и) (Ъ2 ч- a2и) « 7 ж 4, a aA +  bA±----- ' ------------ — аА ч- ЬА ч- а2#2---- --------,
1 ч - «  1 ч - и

то женерализуя, будемъ имйть

Gexu,= F (x) = а4 ч- а2 Ъ2 ч- ЪА
Ъ2

со

' P O O - ' -

функцш , удовлетворяющую данному интегралу.

2 )  Определишь F  (х ) такъ: чтобы она удовлетворяла интегралу

, со

J F  {ос — z) sin <jz . z dz =  cp (ж),
0

9 (x ) есть данная ф ункцгя .

Полагаемъ
F (x) = &*"', <f(oc) = Ge*%

тогда символическое уравнеше

въ которомъ

со

Ge™1 J  eu's sin qz . z dz =  Gex9 
0

r  , . ,  2gw'i sm qz , z  dz = (q2+ u f2)2 ?
доставитъ

(£ * -* -* '2)* 2?2 9,/y ^  ’

GeBM/ =  ^  Ge™ ч- 2 q2 Г4 -  —  
u

откуда



—  172 —

а  после женерализацш

F  О ) =  ^ ( ж )  -+- 2§-2 <р' (ж) -+- <р (#) а Ц ,

искомое значеше .F  (ж).

3) Предположим*, ч т о  требуется найти функцт F  (%), у до- 
влетворятцую интегралу—

со

У * .F  (ж  —  г )  £ -рг’+ 5г ds =  у (ж ),
■ . —со

гдгь ф (ж) & ш а.

Полагаемъ
I 7 (л?) =  < 9 ^ ',

ср [ос) — Gexu;

тогда данный интегралъ выразятся въ форме
оо

G ^ ' Г eiq- u')g- p3' dz = Gexu.

Н о такъ какъ

/
—оо

Л /С  Са-цуj  e{q- " ’)E- pg2 d z = y  - е  *  ,

то

0 *
ж^+ ^ = 1 / г

» те

и следовательно

& ? *  =  ] / Р в е '
г те

Ж енерализуя получимъ

(2-и)1

/— а 03
(ж) == |/^ у * e-i’<p ж У *

4 --7 =  у — 1 di.
2р \/р
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4) Опредгълимъ еще функцт двухъ перемгьнныхъ F  (х, у), ко­
торая удовлетворяла бы интегралу

со

J F  (х  —  z, у —  z) erp'z+i!‘ dz =  <р (х, у).
—с»

Положимъ

F  (%, у) =  Qexu/Jryv' , ср {х, у) =

Тогда можно будетъ написать данный интеградъ въ формй
со

Q ew'+v*' J dz =  OexuJryv •
— со

такимъ образомъ мы будемъ им$ть

* тс •

Ж енерализуя по частямъ, подучимъ

ве(в+&* ' ^  =  4 =  f r p' l ( x - + - l  -\/к J  \ 21
i

‘Р Урт / — 1 У ) dt

1 00
6 !Д ‘'+ | ) ' - 5 -  =  Х (ж , «/) =  ^  (ж , у X  . JC  7____л

2р  У р * — 1 ) ^

со со со
^ е2^ =  Н-(^ </) =

X, / / / -
— со — оо — со

Отсюда сл&дуетъ, что вначеше Gê '+yv.

v ~p  V v v Гч
V p  У р К - 1 ) Л . л г вД1

выражешемъ (®, у ) ^УДетъ
СО СО СО СО CQ

F{x, у) = Ще~Ьф J  J  J  J
дано

•и»
— со — оо — СО ■— ОО — оо ¥  ж

t  —f- h t— — ([ № w ■+■
^  —  ~ b — —  у — 1, у  -Ь- — - Ь - 7 = Ч -  *

2 р

V jP У > 2? Vf
d k -dk’ . (uc»
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§ 93. Задача \, Определить функцт двухъ переменныхъ F  (p,q), 
такъ, чтобы она удовлетворяла выражетю

Ь Ъ'

Т , Z) T i . Z x. d t. dz =  ф(а?), . (1)

Т  и T t сушь функцт перемгьнпаго t, Z  и Z x— функцт пере- 
мгьннаго z и ф (х)— функцт перемгьнпаго х.

Замйтимъ, что такъ какъ функщя ф (х) можетъ быть представ­
лена безчисленными способами, въ виде функцш двухъ перем^н- 
ныхъ <р (# , у) , въ которой мы подагаемъ % =  у, то задача представ­
ляется неопределенной, и мы будемъ иметь безчисленное множество 
реш еш й , если удастся определить функщю F  (р , g) такъ, чтобы она 
удовлетворяла более общему уравненш

Ь  Ъ '

J J F  (x-t-T , y - t-Z )T i Z i dt .dz = <?(x, у). . .(2)
a o'

Для р е ш е т я  этой задачи, положимъ

F ( p ,  q) = О6 ^  \

<? (х, у) = &ет'+^\...........................1
Тогда уравн ен ш  (2) можно будетъ дать форму

Ь ЫJ ети  ̂J  ег, £  ()z _  @4*4*ш
a а/

П олагая для краткости
Ъ Ъг

j T , d t  =  l  ( и ) , J  в*> Z ,  dz  =  х  (» ),
а я '

будемъ иметь решение уравнеш я (2 )—

F  (Х, y ) ~ G  , -уг---- 7-ЛГ-
v '  5 (« О  X («>)

П ри женерализацш  этого вы раж ены  надо принять уравнеш е (3) за 
характеристическое.
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Пусть требуется определить функцию F  (р , д) такъ, чтобы она 
удовлетворяла уравненш

со со

J  J  F  (х — t, у — z) dl  , ( Ь = : ф {%, у ) .
■—со —со

Мы знаемъ, что
с о  / —  2 СО г

J *  е  u t — a t1 J *  0 - * * - Ъ к *  _  у  ^  ?e~ut~at* ^

следовательно

F{x,  у) = ^ р - т „ - \4 а 4 Ъ —

.— -  со  со

=  9  И  7 5  v ' - f ’ у  *  i / i V = J ) * “ * • ’ ■
----СО — ОО

§ 94. Задача 2. Определить— какое должно существовать отно- 
гмеше между F  (ж) и ср (ж) чтобы возможно было равенство

ь ы
J F  (ос ч - Т) Т — J*у(х-+- Z) Z± dz,

где Т  и Т х суть данныя фу нищи t, a Z  и Z — данный 

Полагаемъ, какъ обыкновенно

F  (х ) =  6геш/, ср (х) =  6nf\
Тогда будемъ иметь

6-е™'

V  иI

J еы T l М =  f/exuJ e Zv Z, dz.

JV“ Z t dz
G(T' = F(x)  = G a-b----------

feT« T l dt

откуда выводи».
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Ж енерализащ я второй части послйдняго равенства должна быть 
произведена при условш , что (# ) =  Сгв*** есть характеристическое 
уравнеш е.

Въ частномъ случай:

легко получить

F  (ж ) =  1  <р' (ж ) -+-
а2 —  $ 2

- 4 -  0  l / —  1 )  —

—  у ( х  —  v ] / — 1 )}  ck.



П р и м о ч а т  я.

Къ § 13-му. Ж енерализащю функщи многихъ переменныхъ можно 
произвести более общимъ споеобомъ, не прибегая къ разделенно пе- 
ременныхъ, а женерализуя по отношешю къ каждой изънихъ отдельно. 
При этомъ для каждой женерализацш нужно брать одно н то же ха­
рактеристическое уравнеше и относить къ г* женерализащю по и, 
къ у женерализащю по v и  т. д.

Такимъ образомъ, если дана функщя ф (и , v, го,...), то

6rl> {и, v, w, . . . )  = GfuGrvGw. . .  ф (и, v, w, . . . ) , .  . (1 )

Чтобы доказать точность этого выражеш я, примемъ за характери­
стическое уравнеше

@е™+ы+сю+ -  =  ср - ь  0 , у  - ь  Ъ, Z Н - с . . .) 

и положимъ
ф (и, V, W . . . ) =  9

где G' показываешь, что женерализащя должна быть произведена 
относительно uf, vl, w\...

При этомъ усдоши мы можемъ написать уравнен1е (1) въ виде

G =  Gu Gfv Gw . . .  @*еии'+™,+и)из!+-"

или, изменивъ порядокъ женерализацш,

G' = ffi (Guewt') (Gvew') . . .
В. И. Обренмовь. 12
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Ж енерадизуя последнее выражеш е, нолучимъ

G1 ср (x-h и] у y - t - v 1, z - t- to 1, . . .) =
— G ' ф (x- i-  и1, у,  # . . . ) .  X (х, у  ч -г ? ',  я . , . ) . О ( # ,  у, z  w'

Примгьръ. Пусть требуется определить значеше (т
1

/м г ч -  qv
нявъ за характеристическое уравнение Geau+bv =  y ( а н - а ,  $ м -6 )  

По доказанному выше

)• 

при-

G, = f  е~р1и' 9 (я, у —  г Ори* ч- qv
и  следовательно

1
ри1 ч- qv — 6%,.#,

1

Ч—
 ̂ со со

=  -r J  J е~г' {у (х-+-  2 . « l / — 1, у  —  gtf) -+-
'  О О

ч- 9 (#  —  2 ] /j^  » я / — 1, у  —  qt)} dz dt.

Такимъ образомъ мы нолучимъ значеше (? — , выведенное 

нами раньше [см. § 13 (3)].
Осрбенныя удобства имеетъ этотъ способъ въ томъ случае, когда 

разделеш е переменныхъ представляетъ некоторы я трудности.
_  у

Предположим^ напримеръ, что требуется женераЛизовать е «■«+&», 
принявъ за характеристическое уравнеше Geau+bv=zy (ж -ь  а, у-\~Ь). 

Ж енерализуя его относительно и (формула 7 , § 25), нолучимъ
V

Gn е «И-** =  ср (х,  у) —
со со

2 {* Г’ _  ъ2_ t р
—  ~  /  I е а ‘ sin ^  sin id  у (х  —  t , у )  dh . dt

о о

и следовательно
___ Р _ У

Ge ™+ь* =  GvGue ™+ы =  ср (#? j/) —
со со

• - 1 / У  ч» 5О О
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Последнее замечаше приводитъ насъ къ весьма простому спо­
собу женерализащи некоторыхъ функцш одной переменной помощью 
преобразоващя ея въ функцш несколькихъ переменныхъ.

Н е вдаваясь на этотъ счетъ въ подробности, пояснимъ сказанное
у

нами прим^ромь. Пусть требуется женерализовать вы раж ете е ««+&»*• 

Положивъ въ немъ u2 =  v, найдемъ
V V

Gt6 a u + b v  =  @ u ( } v e  а и + Ъ »  %

Женерализуя это вы раж ете относительно и, получимъ

_  V
Gue w+t* =  ср [х, у) —

—  ^ j  J  е Г * sin J r  sin U <р (х —  t, у — — j dh dt.
О О

Поставивъ въ это в ы р аж ете  и2 вместо v и женерализуя снова отно­
сительно и, будемъ иметь

_  уGfe «*+*** =  <р (х , у) —
ОО СО СО /—----

- i r j  I  I е" ' йПШ ’ Ь и  { < ? ( * - '  +  2 ] / ^  / - 1 ) )  ч -
О О О

+  ( p |a i  —  t  —  2 я?) / — Г) | dz , dh . dt .

Къ § 26. Сравнивъ выведенныя здесь формулы съ полученными 
въ § 40 и следующихъ за нимъ, получимъ рядъ равенствъ

«=<х>

$  1 ^ = = 2  ?  (ж — «*»)■=— ^  ?  о*о +
я=0

°° ^  _  ИЁ

^T/ZTf /  l g У (ж +  У V ^ )  dy . . (3 )
“* '  J  Л& / > ае — е

12*
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«=*со

$  Y T ^ >  =  2  T ^  "b  m ) =  2 ® ( * ) —
«=0

cc

Ф / <р ( ж - ь у т / — 1 )
л  г/ л? /  ™ У • (4)

в а —-е “

1 /*' 
=  —  <7 *

1— 1—  <*г

“ *у

=  —  5  ? ( * - * - « » ) = ?  <р(«) —

1 Р  еа ч- е а 
2 a V ~ l  /  " Э

ь /  л  а  л  а

п= I 

-2/

СОр (ж  ч - г / 1 / — ! )  %  . . ( 5 )

6 ---  в

<? 1J e- ^ = & ~ = 2 ( — 1),,_1 * (ж + ®*>= |  ? и
Я = 1

а
_ 1 ___  /  ^  (ж -

у = т /  з
У V — О

ъу
е а — е а

dy. . . . .  ( 6)

И т.
Къ § 37. Отношете между определенными интегралами. 

Изъ формулъ

sin  (а ч -  Ъ) у —  sin ay . cos by ч -  sin  by . cos ay 

sin (a —  b) у  =  sin ^  , cos fo/ —  sin by . cos « у

выводимъ

2 sin  я у  . cos by — sin ( a  ч -  &) у  ч -  sin  ( 0  —  &)

Помноживъ оба члена равенства на dy, а затймъ интегрируя между 
границами 0 и о о , получимъ

со

J* sin  ay cos by dy
a

d2 ч - Й2



— 181 —

Женерализуемъ это выражеш е сначала по а, а потомъ по Ъ, — бу- 
демъ имйть два тождества

оо

j  [ ср ( д; - 1 ау ]/— 1) —  СО ( Х —  ау ] / —  1)} cos by dy —
О

--------  со

V п ] f  “* {с? (ж +  0  — ср (ж — /)} dt . . . (1)
o'

оо

У  {ср (ж -+- by ] / — 1) -+- ср (ж —  by - |/  — 1)} sin ay dy =
О

со

= i ̂  т' {ср (ж -ь 0  — <р (ж — 0 } di.
О

Перемйнивъ въ послйднемъ а на 6 я  6 на а ,  получимъ

со

{ ф (ж -+- а #  у7—  1) -+- ср (ж  —  ау ]/ —  1)}  sin by dy —
О

оо .

=  -  f  е~ ^ г {ср (ж - ь  0  ср (ж —  t)}dt. . . . (2 )  
a j

о

Женерализуемъ (1) формулу относительной, принявъ Creaw =  ф 
за характеристическое уравнеше; будемъ имйть

со

У  {ср (ж -+- ау У— 1) — ср (ж — «у у7—Г)} {ф (а ■-+- by у711̂ ) -+-
О

- ь  Ф (я  —  by у7— ! ) } dy =

2 у/— 1 ° °  7

f ф ( *  — -  . / ) { т ( л я - 0  —  ? ( ж — * ) ) # •  • • (3 )

ГГодобнымъ же образомъ, женерализуя уравнеше (2 ), придемъ къ 
новому—
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с о

f  { ?  О  +  ay Y —  1 ) ■+■ <P 0* “  ay Y —  1 ) )  {ф (*  -+- %  —
U

— Ф 0  — % l / 13! ) } =
- 00 7

- 1" Ф (*  —  -  * j  j  <P (ж  +  0  +  T (Ж —  о }  dt.
_  2 l / —  1 
_  Я

Перем'Ьнивъ въ последней формул^ <р на ф, а  на 6, а; на г  и на- 
оборотъ, получимъ формулу

оо

J  {ф (ж  -+- %  | / — 1) Ф (ж —  %  ф/— 1)} {<Р (ж -Н fflj/]/--1) —
U

—  ср (ж  —  а у  i / — 1)} 4  =
--------- со

=  — ^  ]- f v  ( ж —  |  У  |Ф  ( в -+- 0  -+■ Ф (»  —  о )  dt> • • ( 4 )

изъ сравнеш я которой съ формулой (3) выводимъ
оо

t

р
[<? (ж  -ь  0  — ■ ср (ж — #)} dt =/ Н

о о

=  р  j  у (ж  —  {ф ( я  - н  0  - ь  Ф («  —  0 1  dt (5)

а
гд$ р =  ^

Положивъ въ у р ав н етях ъ  ( 1 )  и  ( 2 )  ? ( # )  =  —, будемъ е м $ т ь
X

[ у-J  Xо

сс

/

2
у  cos by dy

а* У2

ж 2 -+- а 2г/2

1 Ге~°ЧИ
a2J ж2—/2

0

. . . (6)

со &1 rf#
ж2-  /2: ■ • • • • ■ со
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женерализуя которыя относительно Ь, получимъ
со

J  {ср (х  -+- by ] / —  1) -+- ср (ж —  Ъу У —  1) } У dy _
-Ь  W2 «/2

Я' X2 ---  t*
t d t (8)

оо

у 4 { ср ( ж - t - %  l / ^ l )  —  9  (Ж —  l / — 1

О
со / £

/ 1 '

й?г/ _
# 2 ч -  « 2у а

=  2 ] / —  1 dt ,
^ 2 —  tf2

Для второго примера возьмемъ формулу (4) § 31:
оо

sin аи 1 у ср (#  ч -  #) —  ср ( я  —  /)

(9)

cos д а  а ■ nt
F a —  e

те*
2а

dt

Ж енерализуя первый членъ равенства по частямъ, получимъ 

Gt sin aw =  ^ ( я  -+- a  y 7—  1) —  X (a; —  a ] / — 1)}
j  1 / — i

Х (я) _ e _ ! _____ I  / *cos aw a f
ср (а? 4 -  if) -+- cp ( #  —  #)

те t те £
„2а , „ 2a

dt ,

откуда

sin cm 
br

cos aw

cc

2« j / — T  /

ср (ж — l/~T ) со(ж~/ ft |/ l)
Tit

e2a -не
r t t

2a

<? ( x  - + - 1 -+- a  Y — 1 )  —  <p (ж  7+ - /  —  « ] /  — 1)
“ i  те t

<?2 «  _ H  £  2 a

<й.
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Такимъ образомъ мы найдемъ следую щее уравнеш ё'

V f o ± t )  —  ? ( ?  —  й  a t -
tr t

f a- e
TCt 
2 a

CO

1

2 ] / и

w (x  —  t - i-  a ■ ■ /— 1) —  cp (x  —  t —  а У — 1
T it  7t t

<Fa <T¥a

)

<P ( i +  i  +  а У— 1 ) — cp {x -+- t — а У— 1)
rrt irt ~~

^2a $ 2a

деженерализуя которое, будемъ ем4ть отношеше между двумя инте­
гралами

, пи р еы— егиЬ
s m 2 b j

о
Му

значеш е каждаго изъ этихъ интеграловъ намъ известно, и получен­
ное уравнете устанавливаетъ именно существующее между ними 
OTHomeiue.

Изъ этихъ примйровъ достаточно ясно видно, что такое отыскаше 
отношешй между интегралами не представляетъ никакихъ трудностей.

Къ § 4 5 .  Женерализад1онное вычислен!е даетъ весьма дегкш  спо- 
собъ выразить значеше нйкоторыхъ строкъ въ форме бол^е простой, 
ч’Ьмъ это удается сделать, пользуясь другими пр1емами анализа.

П усть требуется найти зн ач еш е. суммы членовъ ряда

z — (р (я) ч- а у1 (я) ч- а2 <р" (я)
Дифференцируя по х,  находимъ

(I
—  rpf -+- а (я) н— а2 (я)

п следовательно для определеш я z мы имеемъ линейное уравнеше

(1% Z __ у  (я)
clx а а ’
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интеградъ котораго выражается въ

х  J Г* __ х

z == Gea — "  ea J  е a ср (х) dx.■ z

не вполне удобной для определения

Но если йоложимъ ср (х) =  Gexu, то будемъ-иметь

0 — ср [х) ч- a о' (#)'-+■ а*уп(х) н- . ...
оо

&хи 1 г  -=  G -------- =  -  е «"© (х -+- v) dv,
1 — cm a J  • .

. о

что можетъ быть написано въ виде
со

0 =  /  e~v ср (х ч- av) civ. . .

• « • • (2)

(3)

Чтобы привести въ co o ac ie  (1) и (3) формулы, положимъ

х  -ч- av =  со,

тогда
о) —  X

—  , ■ '--------а  «

и следовательно
со £в со ж а:

/ е'а Г  ы Г  __л . ,
e~v ср (X  Ч -  tffl)  dv =  —  / ^ с р  (со) с/оз =  —  —  /  <? я ср (со) ш о

О \ и ! ОЭ

ж ж ж а?0

=  —  ^ f e ~ ~ z < t ( x ) d x  —  ~  J *  в- 7 ?  ( « ) & ) .

Но

1 Г <»— - J e_T?(“)rf<0.
со

есть величина постоянная, следовательно
СО ! ж ,

/ ж_ 1 г Л _ X . s
с~д' ср -j- да) tffo =  6V./—-eti I е ср (.г-) </.г.
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Къ § 4 9 .  Е сли въ формулу (1) поставимъ — \/а вместо то 
получимъ:

1
а аж ас

- У
£, 2 V  a cos t ( Ц

I s (1 . 2 ) 2 (1  . 2 . 3 ) :!
О

Ж енерализул это уравнеш е относительно а, будемъ имйть—

?  (ж ) -+- а -  }
< ? ' ( # )  , <р" ( ж )

(1 . 2)
Г . +  » '

<рт  (ж )

( 1 . 2 .  З ) 8

зс оо

* f itf r ' A x- -IF1)*-
г о —  оо

Ж енерализуемъ относительно а еще разъ, причемъ получимъ

. I ( /уМ 2
[ т М Р  +  « [ ^ ]

«г ел СО 03

• II _________ ПЛ

(1 . 2).

■V— E1J К — 1

+  а 8
г y"(x) 1
.1 . 2 ■ з ]

1 /у CLZ COS2 t  \

U — со — со — со

поставимъ въ немъ а1 вместо а , тогда оно приметъ видъ—

h с * ) ] * -  рщ-[ " р щ - -  ■ .
со со со

~  471= yb f dt f f f е ‘ ’ 1 ? [Х г>2 ) dv •dy • ск-
о — ОО — со — со

Это— сумма квадратовъ всйхъ членовъ формулы Тейлора. 
Задача. Даны деть строки, происходящгя отъ разложенгя функ­

ций Ф (ж +  а ) и б (у  ч~ Ъ) по формулгь Тейлора, а  именно—

ф (ж )  +  ^ М - н ^ д а н -  . . .  . . .

0 О )

1 1 . 2  ..................  1 , 2 . 3 . . . »

й 6'  ( у )  62 0" ( у )
1 . 2

й . е(я)( у ) _ .  
1 .  2 . 3 . • -п
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Найти сумму произведены членовъ одного и того оюе порядка, т. е.

4 ф ) <%>ч- л ЩШ̂ , , ( . М + . . . +
1- (1  . I)

. ,«z„fe)(«) • 01п)(у) .
r< b ’( 1 . 2 . 3 .  T 7 n f  +  '

Для р $ ш е т я  этой задачи п о с т а в и т  въ тождеств^ (\ )— Vab 
вместо а,— будемъ имйть

. аЬ« а? Ъ2
1 —I— -— 1

аI3 й3
1 ( 1 .2 ) *  ( 1 .  2 . З )5 - - i /

— 2 V ab cos i dt.

Замйнимъ въ этомъ последнемъ а произведешемъ аи и женерализуемъ 
относительно и , принявъ

&е?и == ф ( ж + в )

за характеристическое уравнеш е, тогда придемъ къ новому вы раж енш

ф ̂  ай ф' (ж) а2 й2 фй (я?) ^ а3 й3 фда(я)
I 2

те оэ

(1 . 2)2 (1 ,2.3)s

ай  cos2 i

О —оэ

гд4 поставимъ вместо й и произведемъ женерализацш  обйихъ ча­
стей, принявъ за характеристическое уравнеше

Gfebv =  6  [у - н  й ) .

Послй этого мы будемъ имйть

Ф( * ) е ( У) +  ^ (f l 6 ' Ф - ь ч -  . . .  =

=  f  dtf e х * Ф  ( ж

(1 • 2 ) ; 

йй cos2 t

*)
<fe.
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Теперь остается лишь женерализовать

, ( ah cos2 t \
1 ’

но это легко производится по формуле (7) § 7 , которая даетъ не­
посредственно

~ , , аЪ cos2 t 
( r ^ \ x --------- - V

со ос

- и / ф [х ab cos2 1
h\b{y - ь о)}/—

следовательно

■Ф(®)-®(у)
я 5 <|>( (д;) б' (у) я2 £2 фн (ж) 9" (у)

Л ОО со со

t  Ф I X

I 2 (1 . 2)

ab cos2 t
h I0 ( у  ч- ш ] / — 1)g_<"A’ _1 d m . dh .dz.k f ' v f f Pо ——ОО —оо -мх>

Къ § 53. Въ виде прим ера изложеннаго здесь принципа, по- 
пробуемъ исключить <р (ж) изъ двухъ уравненш

y ( x ~ h a )  — со (ос — Ъ) ~  F  (х)

<Р (iк -ь  8) -+- <р (ж —  г) =  ^  (а?),

где F {x)  и 2 ^  (а )  суть данныя функцш.

Полагая
F  (ж) =  F i (ж) =  б ^ ’*', f  (ж) =  Я**,

имеемъ ■ ,
вгеГ (е°п — еЬи) =  6^*”

Gexu («“ -ь й™) =  6VoTU1'

0хи'
Gezu =  <р (ж) =  <7 »

-  9  И  =  6 s — у
лХиИ ;

г  — г >

Отсюда
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следовательно
■ x u f

в £fau' __ &̂и/ - 6 s
yXU1'

^  егп«

Gem" = Gf* —ет'-\- еП1'
^o,uf__ ghu

Ж енерализуя это выражеше [формула (15) § 26], получимъ
я = о э

F,{x) =  —Ъ-\-{а—Ъ)п]—F[x;—г—Ъ-\-(а—Ъ)п]).
п—О

Это уравнеш е представляетъ собою исключеше <р ($) изъ, двухъ дан- 
ныхъ уравнений. Оно устанавливаетъ отношеще, которое должно су­
ществовать между функщями F{x)  и F t {x) для того, чтобы пред­
ложенный уравнеш я были совместными.

Къ § 6 7  i Пусть требуется опред?ълитъ интегралъ уравпети

д Ч  д Ч  д Ч
ds% dt2 др2

=  m V ,

Если положимъ, что

то получимъ символическое уравнеше

( jf t f u + t v + p w  ^ 2  _ |_  ДО2 ----- —  О ,

которому удовлетворимъ, положивъ

и2 V2 -*-го2— т — 0 .

Изъ последняго выводимъ

и == — у ж — v2 — w*у
вследств1е чего значеше V  будетъ выражено формулой

Y  ~s  ̂ т ~v*~'м>5*

Чтобы ироизвести разделеше переменныхъ, разсмотрымъ интегралъ

,- s V
I Г  » S-U
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-h e

П олагая въ немъ и =  м —  г/2 — го2 и женерализуя, будемъим'Ьть

со
f______  1 /» -О)1V tn-v'-w* _  _  I е

l/тс JGe- 4&)2 rfco 6rtf4o>2 4w*

и следовательно

7 г
х /  ТС Jl / ТС
f  — с .

а  после ж енерализацш  —

W S 2 , s2v2 s2w2

^ d < *G e

со со со

— со — со — со

4ог - W  dk.dk,
ш /

частный интегралъ даннаго у р ав н етя .

Поставивъ въ  этой формуле сначала 5 вместо £ и t вместо 5 , а 
потомъ t вместо р и р вместо t , получимъ два новыхъ интеграла. 
Сумма ж е этихъ трехъ интеграловъ дастъ полный интегралъ предло­
ж е н н а я  у р а в н е т я

— со — со — со

н -  е
т р 2 ,

4»-,0 [t  -+-
р к
ю

do), d k . dh ,

гд4 9 , ф, 6 о б о з н а ч а т ь  произвольная функцш.

Предположила еще, ч т о  требуется найти полный интегралъ 
дифференцгалънаю уравнетя съ частными производными

а2
дЧ
№

д2г  „ <)2*  
ds*^'C др2

гдгъ F  (t, s, р) есть данная функцгя.
Полагаемъ вторую часть даннаго уравнеш я равною нулю и инте- 

грируемъ

а-
d2z
W

Ь2
ds2

2 d2z  а
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Пусть

тогда данное уравнеше напишется въ ввдй

(а 2 и2 ^  С2108)  =  о

которому удовлетворимъ, полагая

a V  н -  6 V  - ь  Л 2 =  О,

откуда

и =  —  ^  1 т /  ч~ £2̂ 2 •

0  =

По вставкй послйдняго выражеш я въ значеше z придемъ къ 
равенству

, t y = i  ________ '
Z —  Qe sv+pt0------ —  у  w +л»1 ;

которое посл4 указанной женерализацш приметъ видъ

/ / /
—со —сю —со

е р —  2 — )  da. da!. dau (л )  
4 яо > ? г  4 аа  4

Такъ какъ не изменяя даннаго уравнеш я мы можемъ поставить Ь 
вместо а, s вместо t и наоборотъ, а  также с вместо а , р вместо t 
и наоборотъ, то сд'Ьдуюгщя два выражешя

Я /
—оо —со —со

, as а 11 а»--С̂Г (*)

оо со оо

я я * ' ~ — e(s

11 а̂ ”\ da. da* dm", («)
—со —оо —со

гд4 4 и 6 суть произвольный функщи, будутъ два другихъ частныхъ 
интеграла, сумма же ихъ дастъ полный интегралъ даннаго уравне­
ш я безъ второй части.

Послй этого, чтобы получить частный интегралъ того же уравнешя
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со второй частью, равною F  (£, s) р), мы должны положить 

г =  Getu+sv+pw, F  (t, s,p) =  G-etu'+sc’+tm'; 

тогда данное уравнеш е напишется

Getû + vw (а2 и 2 -+- 6 2 ®8 н -  с 2 м 2)  =

откуда

£  =  Geiu+sv^ inB=  &
я г и Й2 # '2 ^ 2 ^ /2

Ж енерализовать это вы раж еш е весьма легко, замйтивъ, что

1

G

ч 2 ц _  й2 V;? 2 - н  ё 2 эд12
о

Въ такомъ случай

сю
- (а««= +  Ь=*'” +  » ”) -

сг2# '2 -+- 52#' с 2 г# '2 =  * . / ■

,<«я -Ь8©/3-|-рад'2—а2ю«,а-4-Ь W *  ■-+-с2ыю'2

а  поелй ж енерализащ и по частямъ —

со со со сю

s = - L f d u  J  J  J е~1' ~ *" _ *"г F [t  -+- 2ак |/"ю Т, s
—со —со —сю

-+- 2М' ]/ w у7 — 1, р  -+- 2сА" ]/ ш | / — 1) «й. Ж'. dk". . 1. {cl)

Сумма интеграловъ (а ) ,  (£), (с) и (d) дастъ полный интегралъ 
даннаго уравнеш я.

К ъ § 68 . Попробуемъ интегрировать уравнеше

¥  (х , у) =  <Р (х  —  1, у) -+■  у {х  -+ -1 , «/ —  1).

Е го  изслйдовалъ Л акруа (C alc. diff. e t  in teg r. К- 1095) и до-  ̂
вольно простынь способомъ наш елъ, что интегралъ его выражается 

въ  форм*

= 2  +(*)•■
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Весьма легко убедиться, что это выражеше, въ самомъ д4л4, удо- 
влетворяетъ данному уравненш . Но нредставляетъ ли оно полный 
интегралъ со входящей въ него произвольной функщей Ф (ж), это 
еще вопросъ, на который намъ можетъ ответить пока только жене- 
рализащонное вычислеше.

Въ этомъ случай, какъ увидитъ читатель, способъ основанный 
на женерализащонномъ вычисденш оказывается бол'йе-плодотворнымъ 
по своей однородности и  по формЗз своихъ р&шешй.

Если мы положимъ
ф , у )  =  0ег*", . ....................(1)

то данное уравнение приметъ символическую форму

Gfe*u+yv — e~u~v) =  О ,..................(2)

и ему нельзя удовлетворить иначе, какъ положивъ

откуда

1 — е~и-— 6~u~v =  О,

еи= 1 +  e~v

ev = еи— 1

■ ( 3 ) 

. (4)

Поставимъ значеше е“, данное уравнешемъ (Б), въ выражеше (1); 
тогда будемъ имйть

женерализуя которое, придемъ къ равенству

ср(ж ,«/) =  < ( % ) - ь ж ф ( ^ —  1) -*~ ~ Г . 2 ~ ~Ф(У — 2)  -f *

И ( , - 1 ) ( Ж- ю Н у - 8)
(5)

Вставка въ то же равенство (1) значею я е% даннаго уравнешемъ 
(4), и женерализащя полученнаго выражены нриведетъ насъ къ p i -

в. Я . Обренмовз^ 13
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ш ен ш

9  (ос,у) =  6fe(x ^ “ ( I  —  е иу  =  б (о? —  уУ~+-

ЗД̂ СЬ ф и б суть две произвольныя функщи.
Данное уравнеш е имйетъ линейную форму, поэтому ему можно 

удовлетворить, взявъ сумму этихъ интеграловъ, и такъ какъ между 
переменными ж енерализацш  не можетъ быть установлено другихъ 
о тн о ш етй  кроме тех ъ , которыя выражаю тся формулами (3) и (4), 
то сдедуетъ заключить, что сумма интеграловъ (5) и (6) представ- 
ляетъ собою полный интегралъ даннаго уравнеш я.

Возьмемъ еще примеръ: Пусть требуется интегрировать уравнеш е

? ( * + ! >  у - ь  1) =  ау{х,  у — 1).

Полагаемъ

у {ос,у) — Gre™̂  ; 

тогда данное уравнеш е выразится въ форме

— ae~v) =  О
и следовательно

eu+v =  ае~\

Изъ этого посдеДняго уравнеш я выводимъ

и

Первое изъ этихъ значенш даетъ

ф(ос,у) =  Gem‘̂  =  &ах е<"-*х) • =  а* ф {у — 2х).

Помощью второго получается
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Полный же интегралъ даннаго уравнешя будетъ

? (я> у) = аЦ (У — 2ж) -+- (У аУ 0 у  — ]>) =

=  Й* К У  —  2л?) ч -  0 (у —  2а;),

где <р и б суть две произвольный функщи.
Въ томъ случай когда а =  1, полный интегралъ будетъ заклю­

чать въ себе только одну произвольную функщю и выразится фор­
мулой:

? ( я » У )  =  ф (^  —  2ж ).

Окончимъ эту заметку сл'Ьдующимъ прим4ромъ:
Пусть требуется определить значеше функщи 7=ср  ($, р )такъ , 

чтобы она удовлетворяла совместно двумъ уравнещямъ

d37 d37 d3V
-Ь-тттгН-

^ 7

05

ч - m F  .== О,

=  0 .

dt3 * etyr

d F  dV
dt dp

придемъ къ двумъ характеристическимъ уравнешямъ:

Положивъ

и3 н- v3 ч- до3 ч- m =  О
и

fl-4-ДО — О

изъ которыхъ выводимъ 

и

V =  V ,  

W

v 1 1 /
2 +  2 Г

4 т
~8гГ

4 т 
"3® ’

такъ что интегралъ уравнеш я выразится формулой

7  =  Л
4 Я !

з7 •

13*
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Ж енерализовать это в ы р а ж ете  не трудно. Въ еамомъ д-Ьл-Ь, возь- 
мемъ интегралъ

с о  J

у  и J
Положивъ въ немъ

р — S 2 4-м
а =  ' 2 ’ U =  V +  M ’

получаемъ

е т ' =  —=  I е
У 71 еу у О

со

= - L  Г
l /  7W

_ * r £ l / V  +  ̂  2 /*9 2 ' 3d __ i /> . *• 4 s  J

и следовательно

(p—s) гт 1
12,1 'T dz

V=-4= f  e~*' dz Ge ^ ” " W ’ ’ -  iJLS ^  ■ \ •
Т/ ТГе/'  0

Ж енерализуя по частямъ, им4емъ
со со 

О О

S  Ч -  р  р  —  $

? ( *  ~  S~ 2 l - IIr s1  “  /  -  * ) )  *  • <*• —

со со со со

( j?  —  s ) 2m  Г  Г  Г  Г  е ~ ^

бтит/тс J J J J #2 -

(У — S)2
6г2

0 0 0 0

g  — р  р  —  S (О

2 0
] /  —  1 - Ь  Ж | /  —  1 ч -

<р(̂  — - 2~ — ~̂~2 g ~ l /  — 1 — ^ — т)}й&.«?а).<й.й?/г.
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Отсюда можно получить два друие интеграла переменой буквъ. 
Сумма ихъ дастъ полный интегралъ данныхъ совмйстныхъ урав- 

яеш й.

К ъ § 7 2 . Примтате а . Частный интегралъ уравнешя 

¥  (ж -+-р, у -+- q) — а ср (%,у) =  (ж)
въ которомъ 
будетъ

вторая часть есть функщя одной лишь переменной,

11= со

, v V I #  (Я  -+" w p)
? ( я > У ) =  2  V + 1 *

п=О

Въ самомъ д ед е , полагая вторую часть даннаго уравнешя рав­
ною произведение F  (ж), F \  (?/), будемъ иметь при помощи фор­
мулы (6) интегралъ этого новаго уравнен1я въ виде

п=о

а затемъ, сделавъ F x (у) =  1, получимъ значеше, указанное выше 
и представляющее собою функцш  независящую отъ у .

Примтате Ь. Если бы вторая часть была равна постоянной 
величине, то уравнеш е приняло бы видъ

<?(х-+-р, y-+-q)-̂ a<?{x,y)= Ъ.
Здесь слйдуетъ различать два случая, смотря по тому— будетъ ли 

а равно 1 или не равно ей.
Въ первомъ случай частный интегралъ не зависитъ ни отъ ж, ни 

отъ у, т. е. величина постоянная.
Въ самомъ д е л е , полагая <р (ж, у) =  С  и подстановляя эту ве­

личину въ данное уравнеше, получимъ

С  —  аС  =  Ъ,
откуда

Во второмъ случай уравнеш е является въ форме

У-+-9 ) — ч(х ,у)  =  Ь.
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Частный интегралъ его получается безъ особеннаго затруднешя. 
Въ самомъ д е д е , обоз’начимъ черезъ X общш наибольший делитель 
между р и q, въ томъ случай когда эти числа не первыя между 
собою. Тогда будемъ иметь р =  q=z\qf. Кроме того, мы можемъ 
всегда определить значеше т и п такъ, что равенство

р'м-ь-д'п =  1,

будетъ удовлетворено. П ри такомъ условщ  частный интегралъ дан- 
наго уравнеш я выразится формулой

=  ^ ( м х ч - п у ) ,

въ чемъ легко убедиться поставивъ это значеше ср (ж, у) въ данное 
уравнеш е.

К ъ § 73. Пусть требуется найти рпшете двухъ совмгьст- 
ныхъ уравнены —

I?  ( я , у )  =  ® 0  —  — i , у — о »

|«р(я;н-1,у - н  1) =  ау{х ,у— 1)
Положимъ

Сo(x,y) = G-em+yt .............................( 1)
.тогда вместо данныхъ получатся два следующихъ символическихъ 
уравнеш я —

G - e ^ X  1 —  < гм —  e~u- v) =  О, 

0 Г + 'а(б'Ч* —  а г ' ) =  О,

въ которыхъ еи и ev должны быть определены такъ, чтобы равенства

1 — er- — e~u~v =  О,
e'l+v — ae~v =  О

были удовлетворены. Р еш ая  эти п оследи л, находимъ

V ие“ —
— i / i  ч- 4 «2 2

1 1
2 ^ 2

.  1 1 . ---------—
ь — 9 *+-п 1 / 1 ч - 4 й

ае“ =
а 1

Я V1 4  а

1 1 / ------- 4—
—  о —  я l / 1 ^
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• Отсюда сл4дуетъ, что, подставивъ эти зн ач етя  въ уравнеше (1) 
и женерализуя полученный результату найдемъ два частныхъинте­
грала

<?{х.у) =  'Gexu+v* =  С хах
У  1 -г- 4 а

- - ь  а
1
о / 1 4 й

Сй(х_,у) =  бг<г“ +8л’ =
+ ^ 1 / 1 - ь  4 а )

сумма которыхъ дасть его полный ингегралъ съ двумя произволь­
ными постоянными С , и С2.

Къ формуле (3) § 7 8 . Вам^тимъ, что данное уравнеше не м е­
няется отъ перемены 5 въ — 5 и 6 въ — Ь, а потому мы можемъ 
написать второй интегралъ его въ форме

Ь со ^

z = { — s ) af e T vv~lr~ ' < b ( t 4 - ^ j d t . .  . . (4)

О

Сумма же этихъ интеграловъ даетъ обпцй интегралъ уравнешя

о

—г




