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ВВЕДЕНИЕ

Учебная дисциплина «Математика» -  важнейшая часть сис
темы подготовки к профессиональной деятельности студентов по 
специальности 1-01 02 01 «Начальное образование».

Знание основ математики обеспечивает формирование соот
ветствующих компетенций, необходимый уровень подготовки к 
практической деятельности и служит базой для дальнейшего са
мообразования будущего учителя.

Универсальность математических знаний и умений заключа
ется в том, что они обеспечивают успешность решения многих 
профессиональных проблем и задач.

Целью учебной дисциплины «Математика» является: форми
рование у студентов знаний и компетенций для описания и объ
яснения процессов, предметов и явлений окружающего мира, 
оценки их количественных и пространственных отношений.

Предложенный курс лекций по геометрии должен оказать 
помощь студентам педагогического факультета в достижении 
этой цели. Курс состоит из двух разделов: «Планиметрия», «Сте
реометрия». Каждый раздел основан на теоретическом материа
ле. Теоретический материал разбит на темы в соответствии с 
учебной программой, содержит образцы решения задач и кон
трольные вопросы к каждой теме.

При создании курса лекций по геометрии были использованы 
следующие источники:

1) Азаров, А.И. Математика для старшеклассников. Методы 
решения планиметрических задач. 8-11 классы: пособие для 
учащихся учреждений, обеспечивающих общ. сред. образование / 
А.И. Азаров, В.В. Казаков, Ю.Д. Чурбанов. -  Минск: Аверсэв, 
2005. -336 с.

2) Крамор, В.С. Повторяем и систематизируем школьный 
курс геометрии / В.С. Крамор. -  М.: Просвещение, 1992. -  320 с.Ре
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ПЛАНИМЕТРИЯ

Треугольники
Углом называется фигура, которая состоит из двух различных полу

прямых с общей начальной точкой. Эта точка называется вершиной угла, 
полупрямыми -  сторонами угла.

Если стороны угла являются дополнительными полупрямыми одной 
прямой, то угол называется развернутым.

Углы с соответственно параллельными сторонами либо равны 
(рис. 1),либо в сумме составляют 180о (рис. 2).

Углы с соответственно перпендикулярными сторонами либо равны 
(рис. 3), либо в сумме составляют 180о (рис. 4).

Рис. 3

180° - а

Рис. 4

Треугольникомназывается фигура, которая состоит из трех точек, не 
лежащих на одной прямой, и трех попарно соединяющих их отрезков. 
Точки называются вершинами треугольника, а отрезки - его сторонами.

Треугольники равны, если у них соответственные стороны и соответ
ственные углы равны.

Признаки равенства треугольников.
Два треугольника равны, если выполняется одно из условий:

1. две стороны и угол, заключённый между ними, одного треугольника 
равны двум сторонам и углу, заключённому между ними, другого тре
угольника;
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2. сторона и прилежащие к ней углы одного треугольника равны сторо
не и прилежащим к ней углам другого треугольника;

3. три стороны одного треугольника равны трём сторонам другого тре
угольника.

Задача. Отрезки АВ и СВ пересекаются в точке О, которая является сере
диной каждого из них. Чему равен отрезок BD, если отрезок АС равен 6 м? 

Решение.
1. Пусть условию задачи отвечает рисунок 5.
2. Треугольники АОС и BOD равны (по первому признаку): ZAOC = 
ZBOD (вертикальные), АО=ОВ, CO=OD 
(по условию).
3. Из равенства названных треугольников 
следует равенство их сторон, т.е. АС = BD.
Но так как по условию задачи АС = 6 м, то 
и BD = 6 м.

Рис.5
Средняя линия треугольника -  это отрезок, соединяющий середи

ны двух сторон треугольник
Свойства средней линии треугольника:

1. Средняя линия параллельна одной из сторон треугольника и равна 
половине этой стороны (рис. 6).

2. Средняя линия делит пополам любой отрезок с концами в вершине 
треугольника и на противоположной стороне.

3. Три средние линии треугольника делят его на четыре равных тре-
1

угольника, подобных данному с коэффициентом подобия-(рис. 7).

B в

Рис. 6 Рис. 7

Биссектриса внутреннего угла треугольника -  это отрезок прямой, 
заключённый внутри треугольника и делящий данный угол пополам.

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Свойства биссектрис:
1. Биссектриса -  есть геометрическое место точек равноудалённых от 

сторон угла.
2. Во всяком треугольнике биссектрисы пересекаются в одной точке, 

которая лежит внутри треугольника. Эта точка является центром окружно
сти, вписанной в треугольник (т.е. касающейся всех его сторон).

3. Биссектриса делит противолежащую сторону треугольника на отрез
ки, пропорциональные двум другим сторонам.

4. Длина биссектрисы треугольника может быть вычислена по форму
лам:

2 Ьс • cos -

1“ = ь + с 2 , ^  =  ЬС~  Ь1 °1’
где Ь1 ис1 -  отрезки, прилежащие соответственно к сторонам b и с ,на ко
торые биссектриса разделила сторону а.

5. Биссектрисы внутреннего и внешнего углов перпендикулярны.
М едиана треугольника -  это отрезок, соединяющий вершину тре

угольника с серединой его противоположной стороны.
Свойства медиан:
1. Медиана -  есть геометрическое место точек, являющихся середина

ми отрезков прямых, заключённых внутри треугольника и параллельных 
той его стороне, к которой проведена медиана.

2. Три медианы пересекаются в одной точке, которая является центром 
тяжести треугольника. Эта точка делит каждую медиану в отношении 2:1, 
считая от вершины.

3. Каждая медиана делит треугольник на два равновеликих треугольни
ка (одинаковой площади), а все медианы делят треугольник на шесть рав
новеликих треугольников.

4. Длина медианы может быть вычислена (через стороны треугольника)
по формуле: т а = -  V2 Ь2 + 2 с2 — а2.

Высотой треугольника называется отрезок перпендикуляра, опущен
ного из вершины треугольника на противоположную сторону или её про
должение.

Свойства высот:
1. Прямые, содержащие высоты треугольника, пересекаются в одной 

точке. Эта точка называется ортоцентром. Если треугольник остроуголь
ный, то эта точка лежит внутри треугольника; если прямоугольный, то 
совпадает с вершиной прямого угла; если тупоугольный, то вне треуголь
ника.

2. Высоты треугольника обратно пропорциональны его сторонам:
hn: hu: hr = ~ : ~ : ~.а b с а Ь с
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Взаимное расположение медианы, биссектрисы и высоты треуголь
ника.

Биссектриса лежит внутри угла, образованного высотой и медианой, 
проведёнными из той же вершины. В равнобедренном треугольнике ме
диана, биссектриса и высота, проведённые к основанию, совпадают.

Все три серединных перпендикуляра пересекаются в одной точке О, яв
ляющейся центром окружности, описанной около треугольника (т.е. про
ходящей через все его вершины).

Если треугольник остроугольный, то центр вписанной окружности ле
жит внутри треугольника; если прямоугольный, то центр описанной ок
ружности лежит в середине гипотенузы; если тупоугольный, то центр опи
санной окружности лежит вне треугольника.

Свойство серединного перпендикуляра и биссектрисы.
Продолжение биссектрисы Z# треугольника ABC  пересекаются с сере

динным перпендикуляром к стороне АС в точке, описанной около тре
угольника.

Задача. Медиана, проведенная к одной из боковых сторон равнобед
ренного треугольника, делит его периметр на две части длиной 15 и 6 м. 
Найдите стороны треугольника.

Решение.
1. Пусть АВС — данный равнобедренный треугольник, АВ — медиана 

(рис. 8).
2. Так как АD — медиана к стороне ВС, то ВО = D C  Обозначим BDчерез 
х, тогда АВ содержит 2 х.
3. По условию задачи АВ + BD = 15, или 2 х+ х = 15, откуда х = 5. Следо
вательно, АВ равно 10 м, а BD равно 5 м.
4. По условию задачи АС + DС = 6, подставив найденное значение D Q  
имеем АС + 5 = 6, откуда АС = 1.
5. Стороны треугольника 10 м, 10 м, 1 м.

Контрольные вопросы
1. Дайте определение биссектрисы треугольника.
2.Что общего между биссектрисой угла и биссектрисой треугольника?
3.Какой отрезок называют медианой треугольника?
4. Дайте определение высоты треугольника.

а

с
Рис. 8Ре
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5. В каком треугольнике высота, биссектриса и медиана, проведенные из 
одной вершины, совпадают?
6. Верно ли, что в равнобедренном треугольнике медиана, проведенная к 
основанию, является высотой и биссектрисой?
7. Докажите, что в равностороннем треугольнике три медианы, высоты и 
биссектрисы равны.

Признаки подобия.

1. По двум углам. Два треугольника подобны, если два угла одного 
треугольника равны дум углам другого треугольника.

2. По двум сторонам и углу. Два треугольника подобны, если две сто
роны одного треугольника пропорциональны двум сторонам другого, а уг
лы, заключённые между этими сторонами, равны.

3. По трём сторонам. Два треугольника подобны, если три стороны од
ного треугольника пропорциональны трём сторонам другого треугольника.

Следствия.
1. В подобных треугольниках углы между любыми сходственными ли

нейными элементами равны, а длины этих элементов относятся как коэф
фициент подобия к.

2. Площади подобных треугольников относятся как квадрат коэффици
ента подобия.

Задача. Углы В и В 1 треугольников АВС и А 1В1С1 равны. Стороны АВ 
и ВС треугольника АВС в 2,5 раза больше сторон А 1В1 и В 1С1 треугольни
ка А 1В1С1. Найдите АС и А 1 С1, если их сумма равна 4,2 м.

Решение.

1.Пусть условию задачи отвечает рисунок 9.

А С A j С,

Рис.9

2. Из условия задачи 1) z fi = z 5 1;2) =  2,5;3) АС+А1 С1=4,2 м.

Следовательно, ДАВС ~ Л А1В 1С1. Из подобия этих треугольников следует
Л Я

—  = 2,5, или АС =  2,5 • А 1 СьА1В1 > 1 1

3. Так как АС =  2,5 •А1 С1, то АС+ А 1 С1= 2,5 • А1 С1+ А1 С1=4,2, откуда А 1 
С 1=1,2 м, АС=3 м.
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Прямоугольный треугольник.
Признаки равенства прямоугольных треугольников.
1. Треугольник называется прямоугольным, если у него есть прямой 

угол.
2. Острые углы прямоугольного треугольника дополняют друг друга до 

90°.
3. Сторона прямоугольного треугольника, противолежащая прямому углу, 

называется гипотенузой, две другие стороны называются катетами. (рис. )
4. Прямой угол обозначается так, как показано на рисунке 10.

Катет
Рис. 10

5. Признаки равенства прямоугольных треугольников. Два треуголь
ника ABC и A 1B 1C1, где zC  = z C 1 = 90°, равны, если выполняются сле
дующие условия (рис. 11 ):

1) AB = A 1B1 и zA  = z A 1 (по гипотенузе и острому углу);
2) BC = B1C1 и zA  = z A 1 (по катету и противолежащему углу);
3) АВ = А\В\  и ВС = BiCi (по гипотенузе и катету).

Рис.11
6. В прямоугольном треугольнике катет, противолежащий углу в 30°, 

равен половине гипотенузе.

Задача. Найдите углы прямоугольного треугольника, зная, то острые 
углы относятся как 1 : 2.

Решение.
1. В прямоугольном треугольнике угол A равен 90° , а сумма двух дру

гих углов составляет также 90°.
2. По условию zC  : zB  = 1 : 2.
3. Обозначим градусную меру угла C черезх, тогда угол B содержит 2х
4. Составим уравнение и решим его:

.х + 2х = 90, т.е. Зх = 90, или х = 30.
5. Следовательно, zC  = 30°, zB  = 60°.
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Контрольные вопросы.
1. Какой треугольник называется прямоугольным?
2. В каком треугольнике одна из его сторон является проекцией другой 

стороны?
3. Точно ли сформулирована теорема: “Все точки биссектрисы угла 

одинаково удалены от сторон этого угла” ?
4. Известны углы прямоугольного треугольника. Как найти углы, об

разуемые катетами с высотой, опущенной на гипотенузой?
5. Сформулируйте признаки равенства прямоугольных треугольников.

Теорема Пифагора.
В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квад

ратов его катетов.
Два треугольника называются подобным, если углы одного треугольни

ка равны углам другого треугольника, а противолежащие равным углам 
стороны пропорциональны.

Задача. Найдите высоту треугольника, стороны которого 13, 14 и 15 м. 
Решение.

1.Пусть данным задачи отвечает рисунок 12.
2. Из прямоугольных треугольников ABD и BDC составим равенства: 
х 2 =  132 -  у 2 (из ЛАВВ); (1)
х 2 =  142 -  (15 -  у )2 (из ЛВИС). (2)
Левые части равенств (1) и (2) равны, значит, равны и правые, т.е.
132 -  у 2 =  142 -  (15 -  у )2. (3)
3. Равные (3) найдем у:
169 -  у 2 =  196 -  225 +  30у -  у 2; 
откуда 30у=198, т. е. у=6,6.
4. Вернемся к равенству (1), найдем х: 
х 2 =  132 -  6,62 =  169 -  43,56 =  125,44,
Откуда х =  ^125 ,44  =  11,2 м. А у D 15-у с

Рис.12
Контрольные вопросы
1. Может ли проекция отрезка быть равной самому отрезку? Может ли она 
быть больше отрезка?
2. При каком условии проекция отрезка вдвое меньше самого отрезка?
3.В каком треугольнике одна из его сторон является проекцией другой 
стороны?
4. В каком треугольнике имеет место равенство ЛБ2 =  ЛС2 +  БС2, если 
АВ, АС и ВС его стороны?
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Теорема синусов.
Во всяком треугольникеЛВС отношение любой стороны к синусу про

тивоположного ей угла есть постоянная для данного треугольника величи
на, равная удвоенному радиусу окружности, описанной вокруг треуголь
ника ЛВС,

АВ _ ВС . АС г, „ пт.е. —  АС =  — а А = — АВ =  2 R.sin sin sin

Задача. В треугольнике АВС угол А равен 30°, угол В равен 30°. Най
дите отношение а : с.

Решение.
1 тт а с1.По теореме синусов = ----- .sin A sin В
2. Используя теорему о сумме внутренних углов треугольника, имеем 
АС = 180° — (30° + 30°) = 120°.

3. Так как sin 120° =  sin (180° — 60°) =  sin 60° =  —, то -г =  -щ,
2 2  —

или а : с =  1: л/3.

Теорема косинусов.
Во всяком треугольнике ЛВС квадрат одной из сторон ВС  равен сумме 

квадратов двух других сторон ЛВи ЛС минус удвоенное произведение 
длин этих сторон на косинус угла между ними, т.е.

ВС2 =  А В 2 +  АС2 — 2 - А В - А С -  cosaA.

Задача.Даны диагонали параллелограмма с ик  и угол между ними. 
Найдите стороны параллелограмма.

Решение.
1. Из треугольника OCD (рис. 13) имеем:

2 2
DC 2 =  ©  +  © — 2 •§ ' 2 cos “ •
2. После упрощения получим DC =  0,5Vc2 +  к 2 — 2ск • cos а.
3. Аналогично из треугольника ФЩВ имеем:

2 2
АО2 =  ( 2) +  (2) — 2 ■§ . i c o s (18°° — о).

AD =  0,5Vc2 +  к 2 — 2ск • cos а •
4. В параллелограмме противолежащие стороны равны, следовательно, 
DC=AB и AD=BC.

Рис. 13
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Контрольные вопросы
1. Какие основные элементы треугольника можно определить с помощью 
теоремы косинусов?
2. Сформулируйте теорему косинусов.
3. Дан треугольник со сторонами a, Ь, с, причем угол а, противолежащий 
стороне с: а) острый; б) прямой; в) тупой. В каком из этих трех случаев 
длина стороны с будет наибольшей? наименьшей?
4. Как с помощью теоремы косинусов, зная стороны треугольника, можно 
найти его углы? Покажите, как это делается, на конкретном примере.
5. Как по трем сторонам треугольника установить, будет он прямоуголь
ный, остроугольный или тупоугольный?
6. В треугольнике АBС известно, что а : Ь : с = 2 : З : 4. Как относятся си
нусы углов треугольника?
7. Синусы углов треугольника относятся как 3 : 4 : 5. Как относятся сторо
ны? Какой это треугольник?
8. Могут ли синусы углов треугольника относиться как: а) 3 : 4 : 5; б) 5 : 7 : 13?

Площадь треугольника.

1. По стороне и проведённой к ней высоте:
1 1 1  S =  -  а - Я а =  -  =  -  с - Я с.

2. По двум сторонам и углу между ними:
1 1 1  S =  -  b - с - s in a  =  -  а - с - sin#  =  -  а - b - siny.2 2 2

3. По трём сторонам (формула Герона):
5 =  7 р (р  -  а )(р  -  Ь)(р -  с),

1
где р =  -  (а  +  Ь +  с).
4. По полупериметру и радиусу вписанной окружности: 5 =  рг.
с тт - с а -̂ -с5. По трём сторонам и радиусу описанной окружности: S  = ----- .4Д

Задача. Найдите площадь треугольника, если две его стороны соответ
ственно равны 27 и 29 м, а медиана, проведенная к третьей стороне, равна 
26 м.

Решение.
1. Треугольник АСВ достроим до параллелограмма АСЕВ, стороны кото
рого 27 и 29 (рис. 14).

2. Площадь треугольника АВС составляет половину площади полученного 
параллелограмма, но и площадь треугольника АВЕ также составляет поло
вину площади параллелограмма АВЕС.

3. Следовательно, площадь треугольника АВС равна площади треугольни
ка АВЕ, стороны которого равны: АВ = 27, ВЕ = 29,АЕ = 52.
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4. Площадь треугольника АВЕ можно вычис
лить по формуле Герона:

SM 5£=V54(54 -  27)(54 -  29)(54 -  52 =  270

Следовательно^ДЛ5С=270 м2.
А В

Рис.14

Четырехугольники

Произвольный четырехугольник.
Четырехугольник называется выпуклым, если он расположен по одну

сторону от любой из прямой, содержащей сторону четырехугольника.
Если диагонали четырехугольника равны d1 ий2 и образуют угол а , то

1
площадь четырехугольника: S =  -  d1 d2 • sin а.

Середины сторон произвольного четырехугольника являются вершина
ми параллелограмма. Стороны этого параллелограмма параллельны соот
ветствующим диагоналям четырехугольника.

Средние линии (т.е. отрезки, соединяющие середины противоположных 
сторон) четырехугольника в точке своего пересечения делятся пополам.

Четырехугольник можно описать около окружности тогда и только то
гда, когда сумма противоположных сторон равны. В этом случае его пло-

а +Ь +с +dщадь равна: S =  р • г, где р = -------   , г  — радиус вписанной окружности.
Четырехугольник можно вписать в окружность тогда и только тогда, 

когда сумма противолежащих углов равна 180о. В этом случае справедлива 
теорема Птолемея: сумма произведений противоположных сторон равна 
произведению диагоналей (ас +  bd =  d1 d2), и площадь:

S  =  V(P -  а )(Р  -  ^)(Р  -  с)(р  -  d), где р =  а+Ь +с+d.
П араллелограмм -  это четырехугольник, у которого противоположные 

стороны попарно параллельны. Справедливы следующие свойства и при
знаки параллелограмма: противоположные стороны попарно равны; про
тивоположные стороны равны и параллельны; сумма углов, прилежащих к 
любой стороне равна 180о; диагонали точкой пересечения делятся попо
лам. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов 
всех его сторон (d 2 +  d2 =  2 а 2 +  2Ь2).

Площадь параллелограмма вычисляется:
1. Через сторону и опущенную на нее высоту: S  =  а • =  b • .
2. По двум сторонам и углу между ними: S =  аЬ • sin а.

1
3. Через диагонали и угол между ними: S =  -  d1 d2 • sin ф.
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Задача. Четырехугольник ABCD — параллелограмм с периметром 10 
см. Найдите BD, зная, что периметр треугольника ABD равен 8 см. 

Решение.
1. Пусть условию задачи отвечает рисунок 15.
2. Обозначим АВ через х, а ВС через у.
3. По условию периметр параллелограмма равен 
10 см, т. е. 2(х+у)=10, или х+у=5.
4. Периметр треугольника ABD равен 8, так как 
АВ + AD =х +у = 5, то 8D=8-5=3. Таким образом, 
диагональВО=3 см.

Рис. 15

Задача. В параллелограмме угол между высотами «.Найдите высоты 
и площадь параллелограмма, если стороны его равны b и с (рис. 16). 

Решение.
1. Сумма внутренних углов четырехугольника BKDE равна 360°. Следова
тельно, 360° =  90° +  90° +  а + a EDK, откуда a EDK =  180° —
—а, т. е. i'.ADC =  180° — а.
2. Сумма углов, прилежащих к од
ной стороне параллелограмма, равна 
180°, т.е. a BAD + a ADC =
180°, откуда a BAD = 180° —
(180° — а) = а. Следовательно, и 
a BCD = а.
3. Из прямоугольного треугольника 
АВЕ находим ВЕ:

BE
Рис.16

sin а = ——, или BE = b sin а. 
b

4. Из прямоугольного треугольника BKC находим BK:
ВК

sin а = — , или ВК = с sin а.
с

5. Площадь параллелограмма
S  =  AD • BE =  cb sin а.

Контрольные вопросы
1.Что такое параллелограмм?
2. Может ли один угол параллелограмма быть равным 40°, а другой — 50°?
3. Сформулируйте свойства углов параллелограмма.
4. Сколько можно построить параллелограммов с вершинами в трех дан
ных точках?
5. Как дополнить треугольник до параллелограмма?
6. Как измерить расстояние между большими сторонами параллелограмма?
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Прямоугольником называется параллелограмм, у которого все углы 
прямые.

Длины диагоналей прямоугольника равны между собой.
Квадратом называется прямоугольник, у которого длины всех сторон 

равны.
Ромбом называется параллелограмм, у которого длины всех сторон 

равны.
Диагонали ромба и квадрата взаимно перпендикулярны и являются бис

сектрисами углов.
В ромб и квадрат можно вписать окружность, цент которой находится в 

точке пересечения диагоналей.
Задача. Биссектриса одного из углов прямоугольника делит сторону 

прямоугольника пополам. Найдите периметр прямоугольника, если его 
меньшая сторона равна 10.

Решение.
1. Условию задачи отвечает рисунок 17.
2.BE = ЕС по условию. В Е С
3. Треугольник АВЕ прямоугольный и рав
нобедренный. Следовательно,
АВ = ВЕ = 10. ВС=2-ВЕ=2-10=20.
4. Периметр прямоугольника ABСD состо
ит из суммы всех его сторон и равен 2 
(АВ +ВС)  = 2 (10+ 20) = 60

Рис.17

Трапеция.
1. Трапецией называется четырехугольник, у которого только две про

тиволежащие стороны параллельны. (рис. 18 )
2. Параллельные стороны в трапеции называются основаниями трапе

ции. Две другие стороны называются боковыми сторонами.
3. Трапеция, у которой боковые стороны равны, называется равнобокой 

(равнобедренной).
4. Отрезок, соединяющий середины боковых сторон трапеции, называ- 

етсясредней линией.
5. Средняя линия трапеции параллельна основания и равна их полусумме:

ВС +AD
ЕК||ВС||AD; ЕК=— -— (рис. 19), где ЕК -  средняя линия.

A D
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6. У равнобокой трапеции углы при основании равны.
7. На рисунке 20 изображены некоторые виды выпуклых четырехуголь

ников:
а) четырехугольник общего вида -  параллельных сторон нет;
б) трапеция -  такой четырехугольник, у которого две противоположные 

стороны параллельны, а две другие не параллельны;
в) прямоугольник -  такой параллелограмм, у которого все углы пря

мые;
г) ромб -  такой параллелограмм, у которого все стороны равны;
д) квадрат -  такой прямоугольник, у которого все стороны равны, и та

кой ромб, у которого все углы прямые.

Задача. Диагонали трапеции делят углы, прилежащие к большему ос
нованию, пополам. Периметр трапеции равен 36 м, а средняя линия 
11,7 м. Найдите стороны трапеции.

Рис.20
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Решение.
1.Пусть условию задачи отвечает ри
сунок 20.
2. По условию AC -  биссектриса 
ZBAD, следовательно, ZCAD = ZCAB.
D B - биссектриса ZCDA, поэтому 
zADB = zBDC.

Рис.21
3. Треугольники ABC и BCD равнобедренные, значит, их боковые стороны 
равны: AB = BC, BC = CD. Из последних равенств следует,
что AB = BC = CD.
4.Обозначим AB через х, а AD через у.
Используя данные условия задачи (EK = 11,7, а P = 36 ),составим систему 
уравнений:

X +V л л „
— — — 11 ,7  (х +  у  — 23,4

2 илж „ _  0 ,
х  +  х  +  х  +  у  — 36,  ̂ +  У — 6

Откуда х= 6,3, а у= 17,1.
AB = BC = CD= 6,3м, AD= 17,1 м.

Площадь трапеции вычисляется:
1. Через полусумму оснований и высоту: S — “ +“ h.
2. Через среднюю линию MN  и высоту: S — MN • h.

1
3. Через диагонали и угол между ними: S — -  d1 d2 • sin ф.

Задача. В равнобокой трапеции большее основание равно 3,7, боковая 
сторона равна 1,5, а угол между ними равен 60°. Найдите среднюю линию 
трапеции.

Решение.
1. Пусть условию задачи отвечает рисунок 21 .
2. Из точек В и С опущены перпендикуляры на AD. Получили два равных 
прямоугольных треугольника АВЕ и CKD, у которых углы АВЕ и KCD 
равны 30°.

АВ3. AE=KD=— , и, следовательно,
EK=AD—2АЕ, т. е. ЕК=2,2.
4 Так как EK=DС, то средняя линия тра-

2,2+3,7 п пспеции равна — -—  — 2,95.

дс

/ ? ° ° \
К

Рис.22
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Контрольные вопросы
1.Дайте определение трапеции.
2. Как называют стороны трапеции?
3. Какая трапеция называется равнобокой?
4. Какая трапеция называется прямоугольной?
5. Дайте определение средней линии трапеции,
6. Какие свойства средней линии трапеции вы знаете?

Окружность

1. Окружностью называется фигура, состоящая из всех точек плоско
сти, находящихся от данной точки. Данная точка называется центром ок
ружности.

2. Расстояние от точки окружности до ее центра называется радиусом 
окружности.

3. Радиусом называется также любой отрезок, соединяющий точку ок
ружности с ее центром.

4. Отрезок соединяющий две точки окружности, называется хордой.
5. Хорда, проходящая через центр окружности, называется диаметром.
6. Окружность называется описанной около треугольника, если она 

проходит через все его вершины (рис.23).
7. Центр окружности, описанной около треугольника, является точкой 

пересечения перпендикуляров к сторонам треугольника, проведенных че
рез середины этих сторон (рис.23).

Рис.23 Рис.24

8. Прямая, проходящая через точку окружности перпендикулярно к ра
диусу, проведенному в эту точку, называется касательной. При этом дан
ная точка окружности называется точкой касания. (рис.24)

9. Окружность называется вписанной в треугольник, если она касается 
всех его сторон. (рис. 25)
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Рис.25

10. Центр окружности, вписанной в треугольник, является точкой пере
сечения его биссектрис. (рис.25.)

11. Две окружности, имеющие общую точку, касаются в этой точке, ес
ли они имеют в этой точке общую касательную, (рис.26)

Рис.26

12. Касание окружностей называется внутренним, если центры окруж
ностей лежат по одну сторону от их общей касательной.

13. Касание окружностей называется внешним, если центры окружно
стей лежат по разные стороны от их общей касательной.

14. Две окружности являются концентрическими, если они имеют об
щий центр.

15. Если из точки А проведены две касательные к окружности, то отрез
ки АВ и АС равны, а центр окружности лежит на биссектрисе угла между 
ними (рис.27).

Рис.27

Круг -  часть плоскости, ограниченная окружностью. Длина окружно
сти: L =  2nR.

Площадь круга: S =  n R 2.
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Измерение углов, связанных с окружностью.
Угол в один радиан равен центральному углу, опирающемуся на дугу, 

длина которой равна радиусу окружности. Центральный угол равен угло
вой величине дуги,на которую он опирается 
(рис.28).

Вписанный угол равен половине угловой
величины дуги, на которую он опирается
(рис. 28). Вписанный угол равен половине
центрального угла (рис. 28), опирающегося

1
на ту же дугу, =  -  а. Все вписанные углы, 
опирающиеся на одну и ту же дугу, равны.

Рис.28
Все вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же хорду, вершины ко

торых лежат по одну сторону от этой хорды, равны (рис. 29).
Любая пара углов, опирающихся на одну и ту же хорду, вершины кото

рых лежат по разные стороны хорды, составляет 180о (рис.30), 
а  +  =  180о

Рис.29 Рис.30 Рис. 31

Все вписанные углы, опирающиеся на диаметр, прямые (рис. 31).
Угол между пересекающимися хордами окружности (рис. 32) измеряет-

а+В
ся полусуммой дуг, на которые он опирается: у  =  —р .

Угол между секущими, пересекающимися вне окружности (рис. 33), из-
В—амеряется полуразностью дуг, заключенных между секущими:/ =  ——

Угол между касательной и секущей (рис.34) измеряется полуразностью
В—адуг, заключенных между касательной и секущей: у  =  —р .

Угол между касательной и хордой (рис.35) измеряется половинной ду-
аги, заключенной между касательной и хордой: у  = -.
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Рис.32 Рис.33 Рис.34 Рис.35

Соотношение между длинами хорд, отрезков касательных и секу
щих. Если хорды АВ и CD (рис. 36) пересекаются в точке М, то отрезки 
пересекающихся хорд связаны соотношением:

AM • ВМ — СМ • DM.
Если из точки А к окружности проведены две касательные АВ и АС 

(рис.37), то отрезки касательных равны АВ — АС.
Если из точки М к окружности проведены две секущие (рис.38), пересе

кающие окружность соответственно в точках А, В и С, D, то произведения 
отрезков секущих равны: МА • MB — МС • MD. Если из точки М к окруж
ности проведены касательная МА и секущая, пересекающая окружность в 
точках В и С (рис.39), то квадрат отрезка касательной равен произведению 
отрезков секущей: AM2 — MB • МС.

Рис.36 Рис.37 Рис.38 Рис.39

Длина дуги:/ — а •г  (угол в радианах).

Площади:
1. Площадь сектора: S  — 1 а г 2 (угол а  в радианах).

2. Площадь сегмента: S — 1 (а — sin а ) г 2 (угол а  в радианах).

Задача. В круге даны две взаимно перпендикулярные хорды, каждая 
из них делится другой на два отрезка 3 и 7. Найдите расстояние от центра 
до каждой хорды.
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Решение.
1.Пусть условию задачи отвечает рисунок 40.
2. Отрезки OK и OM и есть расстояние от центра круга до хорд CD и AB.
3.Треугольник COD равнобедренный, основание которого CD равно 10. 
Отрезок OK -  высота треугольника COD, он же будет и медианой, поэтому 
CK = KD = 5.
4. По условию CE = 3, следовательно, EK =
KC -  EC = 2.
OMEK -прямоугольник (три угла по 90°), 
поэтому EK = OM = 2.

Аналогично находим отрезок OK, ко
торый тоже будет равен 2.

Рис.40
Контрольные вопросы.

1. Что называется окружностью?
2. Что называется радиусом?
3. Что называется хордой?
4. Что называется диаметром?
5. Что называется касательной?
6. Какая окружность называется вписанной в треугольник?
7. Какое касание окружностей называется внешним, какое -  внутрен

ним?
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СТЕРЕОМЕТРИЯ

Призма
1. Призмой называется многогранник, который состоит из двух пло

ских многоугольников, лежащий в разных плоскостях и совмещаемых па
раллельным переносом, и всех отрезков, соединяющий соответствующие 
точки этих многоугольников (рис.1а). Многоугольники 
ABCDE и А1В1С1D1Е1 называются основаниями призмы. Многоугольники 
АА1В1В, ВВ1С1С, ... (параллелограммы) называются боковыми гранями 
призмы. Отрезки АА1, ВВ1, СС1, ... называются боковыми ребрами. Пер
пендикуляр НН1, опущенныйиз какой-нибудь точки верхнего основания 
призмы на плоскость нижнего основания, называется высотой призмы 
(рис.1б).

2. Призма называется треугольной, четырехугольной и т. д, когда ее 
основание -  треугольник, четырехугольник и т. д

D,

а) б)
Рис.1

3. Призма называется наклонной, если ее боковые ребра не перпенди
кулярны основаниям (рис.1б).

4. Призма называется прямой, если ее боковые ребра перпендикулярны 
основаниям (рис.1а).

5. Призма называется правильной, если она прямая и ее основания -  
правильные многоугольники.

6. Площадь поверхности призмы -  это сумма площадей всех ее граней.
7. Площадь боковой поверхности призмы -  это сумма площадей вех 

боковых граней.
8. Плоскость, перпендикулярная к боковому ребру призмы, пересекает 

ее грани. Полученный в сечении многоугольник называют перпендикуляр
ным сечением призмы.

Площадь боковой поверхности прямой призмы равна произведению пе
риметра основания на высоту призмы (на длину бокового ребра), т.е.
5 =  PH.
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Задача. В кубе с ребром апроведено сечение через середину ребер AD и 
В1С1 и вершины А 1 и С. Найдите площадь сечения (рис. 2)
Решение.
1.Изпрямоугольного треугольника MCD, в 

котором CD = a, MD= | ,  найдем СМ = ^ ^ .

2. Но, А 1Е 1 = ЕС = СМ = МА 1 = ^ .
3.Так как А 1Е1||МС, значит А 1ЕМС -  ромб.
Его диагональ МЕ = DC1, и поэтому 
ME=Va2 +  а2 = aV2. А
4.Отрезок А 1С1 -  диагональ куба, 
и, следовательно, А1С1 = Va2 +  а2 +  а2 = aV3 Рис.2

5.Теперь находим, что8а ! e c m = 1mE-A1C1 =а V  

Контрольные вопросы
1. Сколько диагональных сечений можно провести в кубе?
2. Имеем модель наклонной призмы. Какие размеры необходимо опре

делить, чтобы вычислить площадь боковой поверхности призмы?
3. Что такое высота призмы?
4. Что такое диагональ призмы?
5. Что такое диагональное сечение призмы?
6. Какая прямая называется прямой, наклонной?
7. Какая призма называется правильной?

Параллелепипед
1. Параллелепипедом называется призма, у которой основаниями слу

жат параллелограммы. Параллелепипеды, как и всякие призмы, могут быть 
прямые и наклонные.

2. Из определений следует:
-  у параллелепипеда все шесть граней -  параллелограммы;
-  у прямого параллелепипеда четыре боковые грани -  прямоугольники, 

а два основания -  параллелограммы;
-  у прямоугольного параллелепипеда все шесть граней -  прямоугольни

ки.
3. В любом параллелепипеде:
-  противоположные грани равны и параллельны
-  диагонали пересекаются в одной точке и делятся в ней пополам.
4. Квадрат длины диагонали прямоугольного параллелепипеда равен 

сумме квадратов трех его измерений.
5. Все диагонали прямоугольного параллелепипеда равны.
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1

Рис.3

Задача. В прямом параллелепипеде стороны основания 3 и 6 см, а 
одна из диагоналей основания 4 см. Найдите большую диагональ па
раллелепипеда, зная, что меньшая диагональ образует с плоскостью ос
нования угол 60°.

Решение.
1. Условию задачи отвечает рисунок 3 .
2. Так как основанием прямого параллелепи
педа служит параллелограмм, а у параллело
грамма сумма квадратов диагоналей равна 
сумме квадратов его сторон, то неизвестная 
диагональ равна:
AiCi=V2 • 32 +  2 • 64 -  42 =  л/74 >  4.
3. Из прямоугольного треугольника 
В 1Б 1Бнайдем ребро:

B 1B = 4 tg60°= 4 Л3
4. Большая диагональ параллелепипеда A 1C является гипотенузой пря
моугольного треугольника A 1C1C тогда

A 1C 1 = J А1С12 + С1С2 = V74 +  16 • 3 = л/122см.

Контрольные вопросы.
1. Что называется параллелепипедом?
2. Какое свойство у диагоналей параллелепипеда?
3. Какой параллелепипед называется прямым, прямоугольным?
4. Чему равны диагонали прямоугольного параллелепипеда, если из

вестны его измерения?
5. Как изменится площадь полной поверхности куба, если увеличить 

его ребро в два раза?

Пирамида

1. Пирамидой называется многогранник, который состоит из плоского 
многоугольника -  основания пирамиды, точки, не лежащей в плоскости 
основания, -  вершины пирамиды и всех отрезков, соединяющих вершину 
пирамиды с точками основания. На рисунке 4 изображена пирамида 
SABCD, где ABCD -  основание, точка S -  вершина. Треугольники 
SAB, SBC, SCD, SDA называются боковыми ребрами пирамиды. Перпенди
куляр SO, опущенный из вершины на основание, называется высотой пи
рамиды и обозначается Н.
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2. Сечение пирамиды, проходящее через вершину и диагональ основа
ния, называется диагональным сечением пирамиды. Например, треуголь
ник ASC -  диагональное сечение пирамиды.

3. Пирамида называется треугольной, четырехугольной и т. д., если ее 
основание -  треугольник, четырехугольник и т. д.

4. Пирамида называется правильное, если ее основание -  правильный 
многоугольник, а высота ее проходит через центр основания.

5. Боковые грани правильной пирамиды -  равнобедренные треугольни
ки, равные между собой.

6. Высота боковой грани правильной пирамиды называется апофемой 
пирамиды.

7. Треугольная пирамида называется также тетраэдром. 
Если все четыре грани тетраэдра -  правильные треугольники, то и тетраэдр 
называется правильным.

в
Рис.4 Рис. 5

8. Если пирамиду пересечь плоскостью, параллельной основанию, то 
получится новый многогранник, который называется усеченной пирами
дой (рис.5). Многоугольник ABCDE -  нижнее основание, многоугольник 
А1 Ег -  верхнее основание.

9. Площадь боковой поверхности правильной пирамиды равна полови
не произведения периметра основания на высоту.

10. Площадь боковой поверхности правильной усеченной пирамиды 
равна произведению полусумму периметров ее оснований на апофему.

11. Если в пирамиде все боковые ребра равны, то вершина ее проектиру
ется в центр описанной около основания окружности.

12. Если в пирамиде все двугранные углы при основании, то вершина 
проектируется в центр вписанной в основание окружности.

Задача. Основанием пирамиды является прямоугольник со сторонами 
3 и 4 см. Каждое ребро пирамиды равно 13 м. Найдите высоту пирамиды и 
площадь боковой поверхности.
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Решение.
1.Условию задачи удовлетворяет рисунок 6.

2. Так как по условию все боковые ребра равны, то вершина проектиру
ется центр описанной около основания окружности, т.е в точку Опере- 
сечения диагоналей.
3.Следовательно, высота пирамиды равна катету прямоугольного тре
угольника OSD, у которого другой катет равен половине диагонали 
прямоугольника, а гипотенузой является боковое ребро.
4. Найдем диагональ прямоуголь-

ника BD = л/З2 +  42 =  5.

SO5. Высота пирамиды

=д/132 -  2,52 = д/ 162,75.

6. Для нахождения площади боко

вой поверхности нужно знать дли

ны апофем S ^  SM:

Рис.6

Из прямоугольного треугольника SKDнайдем

SK= Д 132 -  1,52 = Д 166,75; 

Из прямоугольного треугольника SMDнайдем

SM = л/169 -  4= л/165. 

Найдем площадь боковой поверхности

г _ о г  , г - о  4лДб5 , 0 ЗлДб б ^
^бок 2^Д ASD + DSC 2 ' 2 + 2 2 ’

5бок = 4 л/165 + 3 Д 166,75м2

Контрольные вопросы
1. Какой многогранник называется пирамидой?
2. Какая пирамида называется треугольной?
3. Какая пирамида называется правильной?
4. Что такое апофема правильной пирамиды?
5. Какая пирамида называется тетраэдром?
6. Какая пирамида называется усеченной?
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7. Как относятся площади сечения пирамиды и основания, если пира
миду пересечь плоскостью, параллельной основанию?

8. Чему равна площадь боковой поверхности правильной пирамиды?
9. Чему равна площадь боковой поверхности усеченной пирамиды?
10. Что такое высота пирамиды?

Цилиндр

1. Цилиндром (точнее, круговым цилиндром) называется тело, которое 
состоит из двух кругов, не лежащих в одной плоскости и совмещаемых па
раллельным переносом, и всех отрезков, соединяющих соответствующие 
точки этих кругов. Круги называются основаниями цилиндра, а отрезки, 
соединяющие соответствующие точно окружностей кругов, -  образующи
ми цилиндра.

2. Поверхность цилиндра состоит из оснований цилиндра -  двух рав
ных кругов, лежащих в параллельных плоскостях, и боковой поверхности.

3. Цилиндр называется прямым, если его образующие перпендикуляр
ны плоскостям оснований. (В настоящем пособии будем рассматривать 
только прямой цилиндр, называет его для краткости просто цилиндром).

4. Прямой цилиндр можно рассматривать как тело, полученное при 
вращении прямоугольника вокруг его стороны как оси (рис. 7).

Рис.7
5. Радиусом цилиндра называется радиус его основания.
6. Высотой цилиндра называется расстояние между плоскостями осно

ваний.
7. Осью цилиндра называется прямая, проходящая через центры осно

ваний. Она параллельна образующим.
8. Сечение цилиндра плоскостью, проходящей через ось цилиндра, на

зывается осевым сечением.
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9. Цилиндр, осевое сечение которого квадрат, называется равносторон
ним.

10. Плоскость, перпендикулярная оси цилиндра, пересекает его боковую 
поверхность по окружности, равной окружности основания.

11. Плоскость, проходящая через образующую цилиндра и перпендику
лярная осевому, проведенному через эту образующую, называется каса
тельной плоскостью цилиндра.

Задача. Высота цилиндра 8м, радиус основания 5м. Цилиндр пересечен 
плоскостью так, чтов сечении получился квадрат. Найдитерасстояние от 
этого сечения до оси.

Решение.
l.ABB'A' -  квадрат (рис. 8)

2. Фигура OABO'A'B' -  прямая треугольная призма, в которой боковые
ребра равны по 8 м, стороны основания OA = OB = R = 5 м, боковая
грань AA'B'B -  квадрат.
3. На рисунке 8 призма OABO'A'B' вынесена из цилиндра.
OKI AB.Найдем длину (h) перпендикуляра OK.
4. По условию AB = A'B' = AA' = 8. В прямоугольном треугольнике
АОК катет АК = 4. Тогда по теореме Пифагора:
h= OK = Л АО2 -  А К 2= л/25 -  16 = 3м.

и

Рис.8

Контрольные вопросы
1. Объясните, что такое круговой цилиндр (образующая цилиндра, ос

нования и боковая поверхность цилиндра).
2. Какой цилиндр называется прямым?
3. Что такое радиус цилиндра, высота цилиндра, ось цилиндра, осевое 

сечение цилиндра, касательная плоскость цилиндра?
4. Какая фигура является осевым сечением цилиндра?
5. Какой цилиндр называется равносторонним?

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Конус
1. Конусом (точнее, круговым конусом) называется тело, которое со

стоит из круга -  основания конуса, точки, не лежащей в плоскости этого 
круга -  вершины конуса, и всех отрезков, соединяющих вершину конуса с 
точками основания. Отрезки, соединяющие вершину конуса с точками ок
ружности основания, называются образующими конуса.

2. Полная поверхность конуса состоит из основания и боковой поверхности.
3. Конус называется прямым, если прямая, соединяющая вершину ко

нуса с центром основания, перпендикулярна плоскости основания. (В дан
ном пособии будем рассматривать только прямой конус, называя его для 
краткости просто конусом).

4. Высотой конуса называется перпендикуляр, опущенный из его вер
шины на плоскость основания. У прямого конуса основание высоты совпа
дает с центром основания.

5. Осью прямого конуса называется прямая, содержащая его высоту.
6. Сечение конуса плоскостью, проходящей через его ось, называется 

осевым сечением.
7. Прямой конус можно рассматривать как тело, полученное при вра

щении прямоугольного треугольника вокруг его катета как оси. На рисун
ке 9 изображен прямой конус с его элементами, где: а) В -  вершина кону
са; б) АВ = ВС = I -  образующая конуса; в) OB = Н -  высота, ось конуса;
г) К -  основание конуса, круг; д) АО = ОС = R -  радиус основания;
е) АС -  диаметр основания; ж) треугольник ABC -  осевое сечение конуса;
з) ААОВ = 90о.

Рис.9 Рис.10

8. Плоскость, перпендикулярная оси конуса, пересекает конус по кругу, 
а боковую поверхность по окружности с центром на оси конуса.

9. Плоскость, перпендикулярная оси конуса, осекает от него меньший 
конус. Оставшаяся часть называется усеченным конусом (рис. 10).

10. Пирамидой, вписанной в конус, называется такая пирамида, основа
ние которой есть многоугольник, вписанный в окружность основания ко
нуса, а вершиной является вершина конуса. Боковые ребра пирамиды, впи
санной в конус, являются образующими конуса.
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11. Пирамида называется описанной около конуса, если ее основанием 
является многоугольник, описанный около основания конуса, а вершина 
совпадает с вершиной конуса.

Задача. Высота прямого кругового конуса равна радиусу основания R. 
Через его вершину проведена плоскость сечения, отсекающая дугу 60°. 
Найдите площадь сечения.

Решение.
1. Секущая плоскость пересекается с поверх- £ 
ностью конуса по образующим EA и EB и 
хорде AB (рис.11).
2. Искомая площадь есть площадь треугольни
ка AEB.
3. Основание AB треугольника AOB стягивает 
дугу 60°, следовательно, AB = R(сторона пра
вильного вписанного шестиугольника).

Рис.11
4. Высота сечения EC является гипотенузой треугольника EOC, в кото

ром EO = R, а OC = . ПоэтомуEC = л/EO2 +  CO2 =R площадь тре-
1 /? 2л/7

угольника ABE = -AB- EC =-----J 2 4

Контрольные вопросы
1. Что такое круговой конус, вершина конуса, образующая конуса, бо

ковая поверхность конуса?
2. Какой конус называется прямым?
3. Что такое высота конуса, ось конуса, осевое сечение конуса?

Шар
1. Шаром называется тело, которое состоит из всех точек пространства, 

находящихся на расстоянии, не большем данного от данной точки. Эта 
точка называется центром шара, а данное расстояние -  радиусом шара.

2. Г раница шара называется шаровой поверхностью или сферой.
3. Отрезок, соединяющий две точки шаровой поверхности и проходя

щий через центр шара, называется диаметром.
4. Шар, так же как и цилиндр, конус, является телом вращения. Он по

лучается при вращении полукруга вокруг его диаметра как оси.
5. Всякое сечение шара плоскостью есть круг. Центр этого круга есть ос

нование перпендикуляра, опущенного из центра шара на секущую плоскость.
6. Плоскость, проходящая через центр шара, называется диаметральной 

плоскостью.
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7. Сечение шара диаметральной плоскостью называется большим кру
гом, а сечение сферы -  большой окружностью.

8. Касательная плоскость имеет с шаром только одну общую точку -  
точку касания.

9. Многогранник называется вписанным в сферу (а сфера -  описанной 
около многогранника), если все вершины многогранника лежат на сфере.

10. Для того, чтобы около пирамиды можно было описать сферу, необ
ходимо и достаточно, чтобы около основания пирамиды можно было опи
сать окружность.

11. Для того, чтобы около призмы можно было описать сферу, необхо
димо и достаточно, чтобы призма была прямая и чтобы около ее основания 
можно было описать окружность.

12. Центр сферы, описанной около пирамиды, лежит на перпендикуляре 
к плоскости основания, проведенном через центр окружность, описанной 
около основания.

13. Центр сферы, описанной около призмы, является серединой отрезка, 
соединяющего центры окружностей, описанный около оснований призмы.

14. Из указанных выше утверждений следует, что около любой правиль
ной пирамиды и около любой правильной призмы можно описать сферу.

15. Сфера называется вписанной в многогранник (многогранник -  опи
санным около сферы), если ока касается всех его граней.

16. Центр вписанной сферы является общей точной биссекторов всех 
внутренних двугранных углов многогранников. Отсюда следует, что если 
вписанная сфера существует, то только одна.

Задача. Через середину радиуса шара провелена перпендикулярная ему 
плоскость. Как относится площадь полученного сечения к площади 
большего круга?

Решение.
1. Пусть радиус шара R, радиус круга в сечении 
АО1 (рис.12)
2. Треугольник ОО1А прямоугольный, Z0 0 1A =
90°. Найдем радиус сечения:

А° 1 =Jff '2 - ( f ) 2=r |

Рис.12
3. Отношение площади этого круга к площади большего круга равно:

п (4 )2_ з
n R2 4 .

Контрольные вопросы
1. Что такое шар (шаровая поверхность или сфера)?
2. Что такое радиус шара, диаметр шара?
3. Какие точки шара называются диаметрально противоположными?
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4. Какая плоскость называется диаметральной плоскостью шара?
5. Какая плоскость называется касательной к шару?
6. В каком случае многогранник называется вписанным в сферу?
7. Любой ли многогранник можно вписать в сферу?
8. В каком случае сфера называется вписанной в многогранник?
9. Чему равен радиус шара, вписанного в куб, ребро которого 3 дм; 

описанного около этого куба?
10. Можно ли утверждать, что через две точки шаровой поверхности 

проходит один большой круг?
11. Сколько общих точек может иметь шаровая поверхность и прямая?
12. Сколько общих точек могут иметь две шаровые поверхности?
13. Можно ли к любым двум шарам провести общую касательную прямую?

Объём прямоугольного параллелепипеда
1. Объём прямоугольного параллелепипеда будем называть число, рав

ное произведению трёх его измерений, взятых в одних и тех же единицах. 
Если измерения прямоугольного параллелепипеда равны а, Ь, с, тоК =  abc.

2. Если а =  b =  с, то прямоугольный параллелепипед будет кубом, то
гда его объём будет: Укуб =  а 3.

3. Объёмы геометрических тел выражаются в кубических единицах.
4. Объём любого прямоугольного параллелепипеда равен произведе

нию площади его основания на высоту: V =  S - Н.
5. Два многогранника, имеющие равные объёмы, называются равнове

ликими.
Задача. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна d  и состав

ляет с основанием угол а, а с боковой гранью угол р. Найдите объём па
раллелепипеда.

Решение.
1. Имеем В 1В l ABCD, поэтому BD -  проекция В ^ ,  значит 
zВ 1DВ =а (рис. 13).
2. Любую грань прямоугольного параллелепипеда можно принять за ос
нование, поэтому DC1 -  проекция В ^  и 
zВlDCl=p.
3.Итак, В ^  = d,z В1DВ = а, zВ 1DC1=p.
4. Измерения а,Ьиснам неизвестны. Най
дем их.
а) Из прямоугольного треугольника 
В1ВDимеем с= В1В = В ^ 5 т  a  = dsin a.
б) Из прямоугольного треугольника В ^ ^  
имеем Ь = В ^  = В1Dsin Д = dsin Д.

Рис.13
в) Из прямоугольного треугольника ABD имеем а = АВ = л/BD2 -  AD2.
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г) Из треугольника B 1BD найдем BD = B 1Dcos а, а AD = 

dsin f i , поэтомуа= ^ d 2 cos2 а — d 2 s in2 = dJ 1* ^  2~ — 1 ^  ^  =

d / cos 2a+cos 2p =d^cOЩa+~fijcOЩa— fi).

V=abc=d^cos;'(fo +  fi)cos;'(fo — fi)d  sin fid  sin a= 
d 3 sin a  sin ^ co s ;(a  +  fi)cos;(a — fi)

Контрольные вопросы
1. Чему равен объём параллелепипеда?
2. Какие два тела называются равновеликими?
3. Что служит единицей измерения объёмов?
4. Во сколько раз увеличится объём куба, если его ребро увеличить в 2 

раза?

Объём призмы
Объём призмы равен произведению площади ее основания на высоту: 

V =  SH.

Задача. В правильной шестиугольной призме площадь наибольшего 
диагонального сечения 4м2, а расстояние между двумя противоположными 
боковыми гранями 2 м. Найдите объем призмы.

Решение.
1. Рассмотрим лежащий в основании данной призмы шестиугольник 
ABCDEK. (рис.14 )
2. Меньшая диагональ AC перпендикулярна ребрам CD и KA, а значит, 
она перпендикулярна боковым граням, которым принадлежат ребра 
A ^  CD. Следовательно, ее длина и есть данное в условии расстояние 
между противолежащими боковыми гранями, значит, AC = 2 м.
3. Так как ABCDEK - правильный шестиугольник АО = ОС = СВ = 
АВ = R, а следовательно, четырехугольник ABCO (точка O -  центр ос
нования) является ромбом. По свойству 
диагоналей ромба AM = 0,5AC = 1м и 
ZABO = 120 : 2 = 60°. Из треугольника 
AMB найдем сторону основания а = AB=

AM _2-1 
sin 60° V3.
4. Большее диагональное сечение приз

мы содержит большую диагональ осно
вания, например AD.

Рис.14
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5. Так как AD = 2а, а если H -  высота призмы, то из условия задачи
с 4 /“

имеем: Sce4 = 2aH = 4, откуда H= —  =—т = л/3.
2а 2-ллз

Найдем площадь основания призмы: S0CH = 6- = 2л/3.
Искомый объем призмы:

V = 50сн -H = 2л/3 - л/3, т.е. V = 6м3.

Контрольные вопросы
1. Напишите формулу объема прямой призмы и объясните смысл вхо

дящих в нее букв.
2. В призме проводятся сечения, параллельные ее основаниям. В каком 

отношении находятся объёмы данной призмы и вновь полученных призм?

Объем пирамиды
1

1. Объем любой пирамиды равен -  произведения площади основания
1

на высоту: К =  -  SH.
2. Две пирамиды равновелики, если их равновелики их основания и 

равны их высоты.
3. Формула для вычисления объема усеченной пирамиды:
V =  -  H ( S i +  5 2 +  У а д ),
Где Н — высота пирамиды, 51 и52 — площади оснований.
4. Объемы подобных многогранников относятся как кубы сходствен

ных ребер.

Задача. Одно ребро тетраэдра равно 4, каждое из остальных равно 3. 
Найдите объем тетраэдра.

Решение.
1. Пусть BC = 4,AB = AC = EA = EB = EC

1
2. V = -SH, гдеН = EO.

3. S = -  BC- AD, где BCl AD и BC = 4 .
Из прямоугольного треугольника ADC 
найдем AD = л/AC2 — DC2 =V 9 — 4= лЛ5.
Таким образом, S = 1 - 4 - л/5 =  2л/5.
4. AE = EB = EC, следовательно, точка О 
-  центр описанной окружности около ос
нования ABC и AO = R.

= 3 (рис. ).

£

С
Рис.15
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5. Из прямоугольного треугольника AEO находим H = EO= 
л/AE2 — AO2, гдеАЕ =  3. ТаккакАО =  R, то AO =  —  = 433 = , тогда45 4-2V5 2V5

H=E= J 32 — Ф2=

- 2V5 - JH=VT- .

Контрольные вопросы
1. Напишите формулу объема пирамиды и объясните смысл входящих 

в формулу букв.
2. Напишите формулу объема усеченной пирамиды и объясните смысл 

входящих в формулу букв.

Объем цилиндра и конуса
1. Объем цилиндра равен произведению площади его основания на вы

соту, т.е. V =  n R 2 Н.
1

2. Объем конуса равен -  произведения площади основания на высоту, 

т.е. V =  1 n R 2 Н.3
3. Объем усеченного конуса равен:V =  - пН - (R2 +  R% +  R1R2), 
где R1 иД2 — радиусы оснований, Н -  высотаконуса.

Задача. Найдите объем цилиндра, вписанного в правильную шести
угольную призму, у которого каждое ребро равно а .

Решение.
1. Высота цилиндра равно боковому ребру призмы, т.еН = а.
2. Радиус основания цилиндра равен радиусу окружности, вписанной в

„ „ а  aV3правильный шестиугольник со стороной а, т.е. г= ---------=—  .^ 7 ^ ’ 2 tg30° 2
3. Объем цилиндра

V =  n R 2Н = п~—3 - а =  3па3.4 4

Контрольные вопросы
1. Напишите формулу объема цилиндра и объясните смысл входящих в 

нее букв.
2. Как изменится объем цилиндра, если его высоту и диаметр его осно

вания увеличить в 2 раза?

Объем шара и его частей
1. Шаровым сегментом называется часть шара, отсекаема от него плос

костью (рис. 17 а, в ).
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2. Шаровым слоем называется часть шара, между двумя параллельны
ми плоскостями, пересекающимишар (рис. 17, б).

3. Шаровым сектором шара называется тело, которое получается из 
шарового сегмента и конуса (рис. 18а,б).

Рис.17 Рис.18

4
4. Объем шара определяется формулой V =  -  n R 3.
5. Объем шарового сегмента определяется формулой
V =  n H 2( R —j ),
где Н — высота шарового сегмента.
6. Объем шарового сектора определяется формулой
V =  2 n R 2 Н,3
где Н — высота соответствующего шарового сегмента.
7. Объемы шаров относятся как кубы радиусов.

Задача. Чему равен объем шарового сектора, если радиус окружно
сти его основания равен 60 см, а радиус шара равен 75 см?

Решение.
1. Под основание сектора в задаче понимается основание соответст
вующего сектору сегмента. Пусть R -  радиус шара, г -  радиус основа
ния сегмента.
2. Наша задача сводится к отысканию высоты этого сегмента: H = 
Р 0 1(рис.19 ). OP -  радиус шара, перпендикулярный основанию сегмен
та.
3. Из прямоугольного треугольника 0 0 1M (z M 0 10  = 90°) найдем:
O 1O = VOM2 — O1M2 = VR2 — г 2 = V752 — 602 = 45,
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ПоэтомуН = POi = OP -  OOi = R - OOi = 75 -  45 = 30.

Рис.19
4. Объем шарового сектора
V =  2 n R 2H= 2 n752 - 30 = 112 500псм3.3 3
5. Примечание. Поставленнаязадачаимеетдва решения:
1) Шаровой сектор, который мы рассматривали, называется выпуклым, 

и его высота равна R - 0 0 1 .
2) Шаровой сектор, высота которого равна R + 0 0 1 , называется невы

пуклым (рис. ). Найдем его объем.
6.Рассмотрим второй случай, где высота сектора H = R + 0 0 1 = 120, так 
что полученный объем будет в 4 раза больше, чем вычисленный:

V = п45-104см3.
Таким образом, искомый объем равен либо 112 500псм3, 

либо  450 000псм3.

Контрольные вопросы
1. Напишите формулу объема шара.
2. Как относятся объемы шаров.
3. Как изменится объем шара, если радиус увеличить в 2 раза?
4. Напишите формулу объема шарового сегмента.
5. Как найти объем шарового слоя?
6. Напишите формулу объема шарового сектора.

Поверхность цилиндра
1. Площадь боковой поверхности цилиндра равна длине окружности 

основания, умножения на высоту, т.е.
5 =  2nRH,
где R — радиус цилиндра, Н — высота.
2. Чтобы найти площадь полной поверхности цилиндра, достаточно 

прибавить к площади боковой поверхности сумму площадей двух основа
ний, поэтому площадь полной поверхности цилиндра будет равна:

Sn =  2nR(R  +  Н).
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3. Цилиндр называют вписанным в шар, если окружности оснований 
лежат на поверхности шара (рис. 20). Если цилиндр вписан в шар, то центр 
шара лежит на оси цилиндра.

4. Шар называют вписанным в цилиндр, если его поверхность касается 
боковой поверхности и оснований цилиндра (рис. 21). Центр шара, впи
санного в цилиндр, лежит на оси цилиндра.

L

Задача. В цилиндре площадь основания равна А, а площадь осевого 
сечения М (рис.22 ). Чему равна площадь полной поверхности цилинд
ра?

Решение.
1. Искомую площадь полной поверхности 
цилиндра можно вычислить по формуле:

5цил = 2Босн + = 2kR2 +  2nRH
2.Таким образом, задача будет решена, ес
ли найдём R и H.
3. $осн = лД2 = A, Sce4 = BE-ED = 2RH = M, 
тогда£цил =  2nR2 +  2nRH = 2А +  nM -  
искомая площадь поверхности

Рис.22
Контрольные вопросы
1. Какой вид имеет разверстка боковой поверхности цилиндра?
2. Центр шара лежит на оси цилиндра. Какую фигуру образуют общие 

точки шаровой и цилиндрической поверхностей?
3. Можно ли описать шар вокруг цилиндра?
4. Во всякий ли цилиндр можно вписать шар? Какими свойствами дол

жен обладать цилиндр, в который можно вписать шар?
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Поверхность шара (сферы) и его частей
1. Площадь поверхности шара (сферы) находится по формуле
5 =  4nR2,
где R — радиус шара.
2. Конус называется вписанным в шар, если окружности его оснований 

лежат на поверхности шара (рис. 23).
3. Конус называется вписанным в шар, если его вершина и окружность 

основания лежат на поверхности шара (рис.24).
4. Если конус или усеченный конус вписан в шар, то центр шара лежит 

на оси конуса или усеченного конуса.
5. Шар называется вписанным в конус (или усеченный конус), если его 

поверхность касается боковой поверхности и оснований названных тел 
(рис.25, 26).

6. Центр шара, вписанного в конус или усеченный конус, лежит на оси 
этого тела.

7. Площадь поверхности сферического сегмента равна:
5 =  2nRH,
где R — радиус сферы, Н — высота сегмента.

Рис.23 Рис. 24
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Рис. 25

8. Площадь сфер относятся как квадраты их радиусов.
9. Площадь сферического пояса равна произведению длины окружно

сти большего круга на высоту пояса:
5 =  2nRH ,
где R — радиус шара, а Н — высота пояса.
10. Если шар описан около параллелепипеда, то все его грани должны 

быть прямоугольными, т.е. параллелепипед должен быть прямоугольным, 
а центр этого шара должен лежать в точке пересечения его диагоналей.

11. Если шар описан около призмы, то эта призма прямая, а ее основа
ниями служат такие многоугольники, около которых можно описать ок
ружность.

12.Если шар описан около правильной пирамиды, то его центр лежит 
на перпендикуляре к плоскости основания, проведенном через центр ок
ружности, описанной около основания.

13. Шар называется вписанным в многогранник, если его поверхность 
касается всех граней многогранника.

14. Радиусы шара, проведенные в точки касания, перпендикулярны со
ответствующим граням многогранника.

15. Центр шара, вписанного в многогранник, равноудален от всех его 
граней.

16. Если шар вписан в правильную четырехугольную призму, то эта 
призма есть куб.

17. Центр шара, вписанного в правильную пирамиду, лежит на высоте в 
точке пересечения высоты с биссектрисой угла, образованного апофемой 
пирамиды и ее проекцией на плоскость основания.

Задача. Высота сферического пояса равна 7 см, а радиусы оснований 16 
и 33 см. Найдите площадь поверхности этого пояса.
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Решение.
1. По условию задачи 
HA = 33 см, HiAi = 16 см, HiH = 7см 
(рис.27).
2. Площадь шарового пояса находится по 
формуле S = 2nRH, значит, необходимо най
ти R.
3. Пусть радиус сферы OA = R.
4. Из прямоугольного треугольника OAH на
ходим OH= VR2 — 332.
5. Из прямоугольного треугольника A 1H 1O
находим H 1O= VR2 — 162.

Рис. 27
6. Так как H 1H= H1O-OH = 7, то можно составить уравнение:
VR2 — 332 - VR2 — 162 = 7.
Решив данное иррациональное уравнение, получим что R = 65 см. 
Площадь шарового пояса

S = 2nRH = 2п • 65 • 7 = 910п см2

Контрольные вопросы
1. Как относятся между собой поверхности двух шаров?
2. Напишите формулы площади сферы (поверхности шара), площади 

сферического сегмента, площади сферического пояса.
3. Во всякий ли конус можно вписать шар? Как определить положение 

центра шара, вписанного в конус?
4. Какими свойствами должен обладать усеченный конус, чтобы в него 

можно было вписать шар?

Поверхность конуса
1. Площадь боковой поверхности конуса равна половине произведения 

длины окружности основания конуса на его образующую, т.е.
S =  nRl,
где R — радиус основания конуса, I — образующая конуса.
2. Чтобы найти площадь полной поверхности конуса, достаточно к 

площади его боковой поверхности прибавить площадь основания, т.е.
S =  nRl  +  n R 2 =  nR(R  +  I).
3. Площадь боковой поверхности усеченного равна:
S =  nl(R1 +  R2),
где I — образующая, ^ 1 и R2 — радиусы оснований.
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Задача. В конусе сумма высоты и образующей равна k, наибольший 
угол между образующими равен а. Найдите площадь полной поверхности 
конуса.

Решение.
1. По условию задачи BD + OD = k, a ADB =  а, (рис. 28).
2. 5 =  nRl  +  n R 2 =  nR(R  +  I). (1)

ft
3. a ADO =  -,так как высота, проведенная из вер
шины равнобедренного треугольника, есть бис
сектриса угла при вершине.
4. Пусть BD = l, OD = H, тогда из прямоугольного

&треугольника ODB находим H = DBcos - , или

H =lcos - .2 ft
5. Так как H + l = k, TOlcos -  + l = k, или2
l( 1 +  cos -  ) = k, т.е
l = . k 2 k

Рис. 28

1 + cos J n 2 a2cos2— 
4

6. Из этого же треугольника ODB найдём R: R = OB = DBsin -, 

т. е. R =l sin -  = k tg - .2 4
1. Вернемся к равенству (1):

rv

S =  n R (R +  I) = nk tg 4(k tg -  +  j^ -2  - ) = nk2 tg - ('
sin-

л\ a4 cost4 2cos2y  
4

) =

nk2 tg -
- 1+ sin - _ nk2 tg? cos2 (45°—4 )
4 2cos2у  

4
COS

Контрольные вопросы
1. Напишите формулу площади боковой поверхности конуса. Объясни

те смысл входящих в формулу букв.
2. Напишите формулу площади боковой поверхности усеченного кону

са. Объясните смысл входящих в формулу букв.
3. Какой вид имеет развертка боковой поверхности конуса?

4

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



СОДЕРЖАНИЕ

В В Е Д Е Н И Е ................................................................................................ 3

П Л А Н И М ЕТ РИ Я ....................................................................................  4

Треугольники....................................................................................  4

Четырехугольники............................................................................  13

Окружность........................................................................................  18

С Т Е РЕ О М Е Т РИ Я ................................................................................... 23

П ризма................................................................................................. 23

Параллелепипед................................................................................  24

Пирамида............................................................................................  25

Ц илиндр..............................................................................................  28

К он ус.................................................................................................... 30

Ш а р ...................................................................................................... 31

Объём прямоугольного параллелепипеда................................. 33

Объём призмы .................................................................................... 34

Объем пирамиды..............................................................................  35

Объем цилиндра и конуса...............................................................  36

Объем шара и его частей ................................................................  36

Поверхность цилиндра...................................................................  38

Поверхность шара (сферы) и его частей ...................................  40

Поверхность конуса.........................................................................  42

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Учебное издание

МАТЕМАТИКА. ГЕОМ ЕТРИЯ

Курс лекций

Составители:

УСТИМ ЕНКО Владимир Викторович 

ТИТОВА Татьяна Васильевна

Технический редактор Г.В. Разбоева
Компьютерный дизайн И.В. Волкова

Подписано в печать 29.01.2018. Формат 60х84 1/16 . Бумага офсетная. 
Усл. печ. л. 2,62. Уч.-изд. л. 1,54. Тираж экз. Заказ .

Издатель и полиграфическое исполнение -  учреждение образования 
«Витебский государственный университет имени П.М. Машерова».

Свидетельство о государственной регистрации в качестве издателя, 
изготовителя, распространителя печатных изданий 

№ 1/255 от 31.03.2014 г.

Отпечатано на ризографе учреждения образования 
«Витебский государственный университет имени П.М. Машерова». 

210038, г. Витебск, Московский проспект, 33.

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



МАТЕМАТИКА. 
Г Е О М Е Т Р И Я

Витебск 2018

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ




