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Предиелов1е проф. А. В; Васильева.

Трудность и важность вопроса о характере мате- 
матическаго метода заставляютъ приветствовать по* 
явлен!е оригинальнаго и обдуманнаго изслТдовашя, 
посвященнаго этому вопросу. Такими, несомненно, 
является изслфдовате И. Д. Менделеева. Его исход
ная точка зреш я совпадаетъ со взглядомъ Пуанкаре 
на математическое разсуждеще, изложенными знаме
нитыми французскими учеными ви сочиненш „Наука 
и Гипотеза". На простейшихи положешяхи ариеме- 
тики Пуанкаре выясняети необходимость процесса 
разсуждешя по способу „повторешя" (resonnement 
par recurrence), разсуждешя, которое концентрируетн 
ви одной формуле безчисленное множество силлогиз- 
мови и позволяети переходить оти конечнаго ки без- 
конечному. И. Д. Менделеевп подробно останавли
вается на этоми вопросе. „Конечной" математике, 
вполне достаточной для целей естествознашя, они 
противополагаети общую математику, которая не мо- 
жетъ обойтись бези понят1я о неопределенномъ воз
растали числа, т. е. бези понятая о безконечномп. 
Переходи оти конечнаго ки безконечному и состав
л я е м  сверхлогическш элементи ви математическими 
методе. Согласно си мнешемп Пуанкаре и противно 
шгЬнио некоторыхи изследователей, математическая 
индукщя не можети быть сведена на законы логики.



Для автора обобщенный методъ математической ин- 
дукцш является посл’Ьднимъ основашемъ математиче- 
скаго знашя и въ идеально обоснованной математи
ческой теорш  единственнымъ сверхлогическимъ эле- 
ментомъ является полная математическая индукщя. 
Эти результаты изсл'Ьдовашя автора, конечно, привле- 
кутъ на себя внймаше лицъ, интересующихся мето
дологическими вопросами.

и  П р е д и с л о в х е  п р о ф . А , В .  В а с и л ь е в а .

Проф. А, Ваеильевъ.



Предислов1е автора.
Изучеше метода математики им^етъ самое суще

ственное значеше съ различныхъ сторонъ. Прежде 
всего, конечно, въ немъ заинтересована сама мате
матика, такъ какъ на известной стАцш развит1я ма- 
тематическихъ теорш человеческому сознание начи- 
наетъ не хватать того естественнаго инстинкта, ко
торый велъ безошибочно впередъ по верной дороге 
шонеровъ математическихъ знашй. Въ сложныхъ со- 
временныхъ услов1яхъ гармотя естественныхъ стре- 
мленш легко можетъ нарушиться и, не руководимый 
разумнымъ сознашемъ, эти стремлешя могутъ привести 
математическое знаше къ уродливыми и неестествен- 
нымъ формамъ развитая. Чтобы удержаться на верномъ 
пути, необходимо дать себе полный отчетъ, къ чему 
должно стремиться математическое знаше, какими мо
гутъ быть его средства и цели, словомъ, необходимо 
съ самой общей, точки зреш я изучить методъ мате
матики.

Но, кроме этого прямого значешя, изучеше метода 
математики имеетъ еще и самое существенное значе
ние для развштя гносеологш. Математика являлась 
всегда образцомъ точнаго знашя. Поэтому, чтобы изу
чить методы познащя вообще, надо прежде всего обра
титься къ изучешю метода математики, какъ къ про
стейшему и типичнейшему познавательному методу.
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Найденные результаты прольютъ намъ св^втъ на цели 
и средства всего познашя. И наоборотъ—устанавливая 
цели и средства п ознатя  вообще, мы должны прилсь 
жить наши гносеологичестя теорш прежде всего къ 
методу математики, какъ къ простейшему случаю. По
этому методъ математики является одновременно и 
исходнымъ пунктомъ гносеологическихъ изысканш, и 
пробнымъ камнемъ всякой гносеологической Teopin, 
благодаря чему вопросъ объ этомъ методе еще со вре- 
менъ Декарта, Лейбница и Канта.прюбрелъ решающее 
значеше для всей гносеологш.

Наконецъ, изследоваше метода математики само по 
себе имеетъ важное философское значеше, такъ какъ 
въ математике мы поднимаемся въ самыя абстрактный, 
обшдя и вы сота сферы знашя, и потому съ философ* 
ской точки зреш я намъ существенно важно знать, что 
можетъ дать намъ математика въ этихъ сферахъ, а 
этотъ вопросъ можетъ быть реш енъ лишь съ уста- 
новлешемъ общаго характера математическаго метода.

Поэтому математическш методъ всегда занималъ 
внимаше изследователей, и на его пониманш постоянно 
отражался обшдй прогрессъ какъ самой математики, 
такъ и теорш познашя, логики и, вообще, философш. 
Посильный вкладъ'въ теорГю метода математики стре* 
мится внести и настоящее изследоваше, непосред
ственно опирающееся на т е  современный работы, бла
годаря которымъ вопросъ о методе математики столь 
далеко продвинулся впередъ, а именно, съ одной сто- 
роны, на работы логической школы математикбвъ, 
съ другой стороны — на неоценимыя изследовашя 
А. Пуанкарэ.

Въ то же время настоящее изследоваше является 
естественнымъ продолжешемъ нашихъ предшествую- 
щихъ изысканш по общимъ вопросамъ теории познашя. 
Вопросъ о методе математики былъ уже затронуть
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нами ран^е, въ „Мысляхъо познанш" (1908—9), и даль- 
н'Ьйине выводы уже выразились съ достаточной пол
нотой въ доклад^, читанномъ авторомъ настоящей ра
боты 24-го Марта 1911 г. въ частномъ математиче- 
скомъ кружкгк и послужившемъ основашемъ настоя- 
щаго изсл'Ьдовашя.

Авторъ считаетъ своимъ долгомъ выразить зд'йсь 
свою глубокую благодарность проф. А. В. Васильеву 
за н'Ькоторыя указашя, которыми воспользовался 
авторъ при окончательномъ редактированы текста.

Авторъ.
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Введете.

Современное положеше вопроса.

На методъ математическихъ наукъ съ давнихъ поръ 
наметилось два взгляда, которые выразились съ доста
точной ясностью уже въ -учешяхъ Лейбница и Канта.

Съ одной стороны, обращая внимаше на преобла
дающее значеше логическихъ операщй во вс^хъ ма
тематическихъ дисциплинахъ, можно придти къ заклю- 
ченш, что вся сущность математическаго изследова- 
шя и состоитъ въ определешяхъ и логическихъ выво- 
дахъ изъ нихъ,—что вся математика целикомъ сводится 
къ логическому мышлетю. Это—взглядъ Лейбница.

Съ другой стороны, можно заметить, что логиче
ски операцш въ действительности далеко не исчер- 
пываютъ всехъ функцдй математической мысли. Можно 
предположить, что это—фактъ не случайный, завися
щей не отъ временной незаконченности математиче
скихъ теорШ, и можно вывести отсюда, что математика 
черпаетъ еще изъ другого, не сводимаго къ логике 
источника познашя, позволяющая намъ создавать по
знавательный суждешя, не вытекаюнця логически изъ 
предпосылокъ. Это, въ общемъ,—взглядъ К анта1).

Споръ между этими двумя направлешями до сихъ 
поръ не законченъ, а между темъ теперь — бла-

И. Д. МЕНДЕЛФЕВЪ. МЕТОДЪ МАТЕМАТИКИ. 1
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годаря общему ходу развитая математики за послед
нее время—онъ прюбр^лъ особенное значеше. Въ то 
время, когда подъ вл1яшемъ идей Декарта, Лейбница 
и Ньютона только что создавались совершенно новыя 
области математическихъ знашй, о логической стро-* 
гости въ математике не было, конечно, и помину. „Я' 
всеми силами—писалъ Абейь еще въ первой поло
вине д евятн адц атая  столе™  — хотелъ бы внести 
немного ясности въ поразительную путаницу, ко
торую встречаешь въ / настоящее время въ Ана
лизе. Въ немъ такъ мало цельности и плана, что, 
право, удивительно, какъ его могутъ еще изучать 
столько людей, и самое худшее это то, что его изла- 
гаютъ нестрого. Лишь немнопя предложешя высшаго 
Анализа доказаны съ полной строгостью. Везде ви
дишь несчастную привычку заключать отъ частиаго къ 
общему, и очень странно, почему съ такимъ методомъ 
встречается еще мало, такъ называемыхъ, парадок- 
совъ“ *). Съ техъ  поръ преобладающей тенденщей въ 
математике и являлась тенденщя къ логической стро
гости, стрем лете къ обнаруж ент всехъ аксюмъ, ле- 
жащихъ въ основе доказываемыхъ предложенш, и къ 
такому п остроен т математическихъ дисциплинъ, чтобы 
въ нихъ все выводы были просто логическими след- 
ств1ями основныхъ определен^. Вновь завоеванный 
области приводились въ порядокъ.

Это движ ете прошло по всемъ отделамъ матема
тики, начиная съ геометрш и высшаго анализа, раз
ви та  которыхъ все более тесно связывалось съ Точ- 
нымъ .расчленешемъ и определешемъ употребляемыхъ 
понят1й, и кончая элементарной ариеметикой, где поня- 
т!я о числахъ и действ!яхъ надъ ними—въработахъ Кро- 
некёра, Дедекинда, Вейерштрасса, Гельмгольтца, Фре- 
гэ 3)—получаютъ все более строгую логическую обра
ботку. Чемъ дальше, однако, развивались эти теорзи,
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т^мъ требовашя логической строгости все более по
вышались, и прежшя изсл'Ьдовашя казались уже недо
статочными. Эта недостаточность сказывалась темъ 
сильнее, что рядомъ съ логическимъ развит1емъ ма
тематики развивалась и сама логика, въ которой ц-Ь- 
лымъ рядомъ изследователей—Гамильтономъ, Булемъ, 
Грассманомъ, Шредеромъ, II. Пор'Ьцкимъ 4) — было 
сделано много существеннаго для бол-Ье точнаго вы- 
ражешя законовъ мышлешя при помощи подходящаго 
алгоритма. И вотъ, наконецъ, въ последнее время 
появились многочисленный и разнообразный изсл'Ьдо- 
в а т я ,— изслЪдовашя, наприм^ръ, Гильберта, Пеано, 
Ресселя %—въ которыхъ авторы пытаются разложить 
уже до конца на первоначальные логичесюе элементы 
все коренный понят1я математики, и сделать всю ма
тематику простымъ отдГломъ общей формальной ло
гики. Т акое направлеше математическихъ изсл’Ьдовашй, 
конечно, вполне законно, такъ какъ безъ достижешя 
полной ясности въ логическихъ соотношешяхъ раз- 
сматриваемыхъ математикой понятШ не будетъ и пол- 
наго о нихъ знашя. Нельзя назвать это направлеше 
и безплоднымъ, такъ какъ основное стремлеше мате
матики— стремлеше открывать и охватывать все более 
широюя области понятий—во многомъ обязано именно 
ему6). Но если необходимость строгой логической 
мысли въ математике несомненна, то ея достаточ
ность для построешя всего здашя математическихъ 
наукъ еще не очевидна, Безъ спещальнаго изследо- 
вашя мы не имеемъ права постулировать эту доста
точность. Слепое же убеждеше въ ней можетъ па
губно отозваться на характере и направлешй дальней- 
шихъ математическихъ изыскашй, такъ какъ, быть 
можетъ, поведетъ ихъ по ложному пути.

Однако, разъ начавшееся движете, по общему за
кону, должно было, перейдя за точку равновеНя, дока-

1*
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титься до последнихъ возможныхъ пред^ловъ. Д4й-_ 
ствительно, мы видимъ, что логическая школа матема- 
тиковъ не ограничивается однимъ фактическимъ разы- 
скашемъ логическихъ связей математическихъ понятщ. 
Н 4тъ , она именно утверждаетъ, что такое полное 
разложеше математическихъ поняли и зат4мъ воз- 
стано в л е т е  изъ полученныхъ элементовъ всего зда- 
шя математическихъ наукъ средствами о д н о г о  логи
ч е с к а я  мышления вполне достижимо, и даже — что 
оно уже д о с т и г н у т о  въ работахъ ея последо
вателей 7).

Это утверж дете, конечно,, требуетъ прежде всего 
тщательной фактической проверки. Но и помимо этой 
проверки, — часто весьма трудной и кропотливой 
всл4дств1е запутанности употребляемыхъ авторами 
терминовъ и алгоритма, и, главное, не дающей принци- 
шальнаго ответа, — можно попытаться изсл4довать 
проблему о метод4 математики въ ея общемъ виде, 
изучая непосредственно обшдя услов1я нашего позна- 
н1я, и разсмотреть: не принуждены ли мы по н е о б 
х о д и м о с т и  пользоваться въ математике сверхлоги- 
ческими функшями нашей мысли? Не пользуются ли 
ими и сами последователи логической школы, только 
не замечая этого?

Заслуга окончательнаго доказательства,—что это 
именно такъ—принадлежитъ А. П уанкарэs). Произведя 
анализъ простейшихъ примеровъ математическихъ вы- 
водовъ, Пуанкарэ обнаружилъ въ нихъ таюе элементы, 
передъ которыми должна была бы остановиться чисто 
логическая мысль, но которые между темъ не соста- 
вляютъ препятств1я для мысли математической. Этимъ 
онъ показалъ невозможность свести математическое 
мышление къ  одному мышленио логическому и темъ 
положилъ предедъ крайнимъ стремлешямъ логической 
щколы.
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Однако, изагЬдовашя Пуанкарэ еще не исчерпы- 
ваютъ вопроса. Прежде всего, его анализъ матема- 
тическихъ доказательству какъ основанный лишь на 
примЪрахъ, не достаточно полнъ. Выполняя свою отри
цательную роль — роль критики утверждеяШ логиче
ской школы — этотъ анализъ еще не даетъ положи- 
тельнаго знашя о гносеологической структуре мате- 
матическаго метода. Далее, онъ не указываетъ, какое 
именно место среди нашихъ познавательныхъ способ
ностей занимаетъ математическое мышлеше. И, нако- 
нецъ, онъ не даетъ Т'Ьхъ основашй, на которыхъ это 
мышлеше покоится, разъ этимъ основашемъ не яв
ляются одни принципы логики 9).

Поэтому со вс'Ьхъ сторонъ изсл'Ьдовашя Пуанкарэ 
нуждаются въ дополненш и расширенш. Теорш ма- 
тематическаго метода, удовлетворяющую современ
ному положенно вопроса, необходимо еще создать. 
Пеано, Рессель и, вообще, последователи логической 
школы сдвинули методологичесше вопросы матема
тики—какъ и логичесшя теорш вообще—съ той мерт
вой точки, на которой они, было, остановились, и зна
чительно продвинули впередъ въ этой области наши 
знашя. Но, отдавшись всецело новьшъ точкамъ зрешя, 
эти изследователи не удержались до конца на верной 
дороге. Пуанкарэ внесъ необходимую поправку. Теперь 
остается связать въ одно целое и упорядочить прюбре* 
тенныя знашя, и вотъ попытку въ этомъ направленш 
и представляетъ настоящее изследоваше 10).



Г л а в а  I.

Дед\)КдДЯ въ математик.

1. М атематика и естествознаше

Чтобы вполне выяснить характеръ математическаго 
метода, мы должны разсмотр^ть проблему о немъ съ 
самой общей точки зрЪшя, т. е. съ точки зрЪшя по- 
знашя вообще, такъ какъ только такая общая поста
новка вопроса способна преодолеть все частныя за
труднены, который съ точекъ зреш я более узкихъ 
казались бы безвыходными противореч1ями. Только 
разсматривая математику, какъ часть всего нашего 
познавательнаго механизма, мы и можемъ выяснить ея 
настоящую роль, ея цели и средства,—какъ мы мо
жемъ выяснить вполне роль какого-либо органа, лишь 
разсматривая весь организмъ въ целомъ. Такъ какъ 
при этомъ центромъ нашего познашя является изу- 
ч е т е  окружающей насъ действительности, составляю
щее предметъ естествознашя, то мы прежде всего и 
коснемся вопроса объ отношенш математики къ есте
ственно-научному знашю.

Впрочемъ, для р е ш е т я  нашей задачи намъ можно 
не останавливаться на проблеме о методологическихъ 
принципахъ естественныхъ наукъ во всехъ подроб
н о стях ^  такъ какъ для нашей цели намъ необходимо 
знать лишь некоторые наиболее обпце элементы ме- 
тодолопи естествознашя. Именно, намъ следуетъ
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лишь принять во внимаше, что все безъ исключешя 
естественно - научное знаше образуется изъ н 'Ько- 
т о р ы х ъ  г и п о т е з ъ  о действительности, которыя 
мы строимъ для наиболее простого, — иначе говоря, 
н а и б о л е е  в е р о я т н а г о —объяснешя фактовъ на
шего опыта 11Х Для создашя этихъ гипотезъ намъ 
необходимо иметь соответствующей психическш мате- 
р1алъ въ виде некотораго выбора общихъ поняли; 
и чемъ богаче будетъ этотъ выборъ, темъ съ боль, 
шимъ успехомъ мы можемъ строить гипотезы, дей
ствительно, наиболее простыл. Поэтому для возмож
ности естественно-научныхъ изследовашй мы должны 
заранее этотъ необходимый матер1алъ въ себе заго
товить, т. е. должны создать различный простейнпя 
схемы понятш, на которыя способенъ нашъ духъ, и 
изучить ихъ главнейипя логически соотношен1я—не
зависимо отъ вопроса о реальномъ существовали 
этихъ соотношенш и понятш.

Такимъ образомъ, весь процессъ нашего познашя 
долженъ разбиться на две стадш: В о - п е р в ы х ъ ,  мы 
'должны изучить создаваемый нашимъ духомъ. понятая 
независимо отъ ихъ отношешя къ действительности. 
В о - в т о р ы х ъ ,  мы должны изучить действительность 
при помощи опыта и заготовленнаго нами запаса по
нятий. Эта последняя стадгя познашя и образуетъ со
бою знаше о действительныхъ вещахъ, знаше м а т е - 
pi  а л ь н о е, которое мы и называемъ естествознашемъ. 
Первая же стадия состоитъ лишь въ упорядоченш 
внутреннихъ соотношенш нашего сознашя, въ изу
чении техъ  общихъ ф о р м ъ  понятш, которыя оно 
способно выработать, и потому оно составляетъ знаше 
не матер!альное, а ф о р м а л ь н о е ,  какъ можно его. 
назвать, следуя общеупотребительной терминологии 
Э т о  ф о р м а л ь н о е  з н а н i е и о б р а з у е т ъ  с о б о ю  
м а т е м а т и к у ,
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Мы видимъ такимъ образомъ, что математика 
п р е ж д е  в с е г о  служитъ с р е д с т во м ъ  для естество
знашя, оруд!емъ, при помощи котораго последнее лишь 
и можетъ быть построено. Но такъ какъ математи
ческое изучеше логически предшествуетъ изучешю 
естественно-научному, и такъ какъ въ математике 
мы не касаемся внешней по отношение къ намъ 
реальности, а лишь разсматриваемъ создаваемый все
цело нашимъ духомъ формы понятш, то математика— 
какъ средство естествознашя — все же оказывается 
л о г и ч е с к и  н е з а в и с и м о й  отъ посл'Ьдняго. Въ 
математике мы просто должны изучить т е  формы 
понятш, на который фактически способенъ нашъ духъ> 
а будутъ-ли эти формы пригодны для познашя дей
ствительности и каюя именно будутъ пригодны,—это 
должно решить уже естествознаше.

Правда, естествознаше можетъ вл1ять если не на 
внутреннее развитхе математическихъ понятш, то на 
ихъ выборъ, такъ какъ предшествующей опытъ можетъ 
намъ съ некоторою вероятностью указать, развитее 
какихъ именно поняли и ихъ соотношений было бы 
для естествознашя—по крайней м ере сейчасъ и въ 
ближайшемъ будущемъ — всего полезнее. Но такое 
внешнее вл1яше не можетъ иметь для математики 
абсолютнаго значешя, потому что никакое вероятное 
прёдположеше не можетъ гарантировать безполез- 
ность какого-либо отдела математики въ будущемъ 
н а в е р н о е .  Поэтому изъ осторожности въ интере- 
сахъ самого естествознашя математика должна уде
лять некоторое внимаше всемъ направлешямъ, по 
которымъ могутъ естественно развиваться наши об
щая понят1я. И потому естествознаше косвенно все 
же заинтересовано въ возможно широкомъ и свобод- 
номъ развитш математическихъ теорШ — вплоть до 
создашя различныхъ символическихъ счислеьпй, не-ев-
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клидовыхъ геометрш и не-ньютоновыхъ механикъ.
Но математика въ кошгЬ-концовъ освобождается 

и отъ посл'Ьднихъ сл*Ьдовъ иоеторонняго вл1яшя, такъ 
какъ ея значеше для насъ не ограничивается ея слу
жебной по отношешю къ естествознашю ролью. Д ей
ствительно, хотя математика возникаетъ какъ средство 
для естествознатя, но при своемъ развитш м а т е м а 
т и ч е с к и  и н т е р е с ъ  п о л у ч а е т ъ  д л я  н а с ъ  
с а м о с т о я т е л ь н о е  з н а ч е н 1 е .  Достигнувъ неко
т о р а я  уровня развитгя, нашъ духъ не довольствуется 
познашемъ одной внешней действительности, стре
мясь познать и внутреншя свои соотношешя. Тогда 
мы желаемъ изучить наиболее обиця формы, который 
можетъ выработать нашъ духъ, ради нихъ самихъ, 
т. к. ихъ no3HaHie даетъ намъ некоторое непосред
ственное удовлетвореше въ силу присущей нашимъ 
общимъ понят1ямъ, организованнымъ въ математиче- 
скихъ теор1яхъ, внутренней стройности, гармоши и 
красоты.

Въ этомъ развитш чисто-математическаго интереса 
проявляется общш законъ духовнаго развипя, благо
даря которому более сложный психичесшя образо- 
вашя вырастаютъ — какъ бы въ силу инерщи—изъ 
более элементарныхъ, и, въ частности, высппя цен
ности вырастаютъ изъ низшихъ. Стремясь къ каки^гь- 
либо элементарнымъ, грубымъ целямъ, мы, чтобы 
удовлетворить этому стремлешю, часто бываемъ при
нуждены знакомиться съ объектами (т. е. съ фактами, 
идеями, чувствами и т. д.) более сложными, служа
щими намъ сначала лишь средствами достижешя на- 
шихъ ценностей элементарныхъ. Но самое это зна
комство позволяетъ намъ иногда открыть въ новыхъ 
объектахъ более ценный качества, чемъ въ прежнихъ 
нашихъ грубыхъ ценностяхъ, и такимъ образомъ мы 
создаемъ новыя, более высоюя цели изъ техъ
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объектовъ, которые были сначала для насъ лишь 
средствомъ, а теперь сами стали предметомъ нашего 
безкорыстнаго стремлешя. Новое отношеше къ этимъ 
объектамъ приводитъ къ более полному ихгь изучешю, 
и, вообще, къ такому и хъ культивированпо въ нашемъ 
сознанш, которое съ точки зрЪшя прежнихъ целей 
уже не имело бы оправдая1я, и смыслъ котораго откры
вается только съ точки зр"Ьшя достигнутой нами, но
вой стадш духовнаго развиНя. Такъ и въ естество- 
знаны—въ Т'йхъ зачаточныхъ его формахъ, которыя 
мы можемъ проследить въ исторш и этнографы, 
первоначально преобладаетъ утилитарный интересъ 
къ изучению лишь жизненно-применимыхъ явлешй, а 
потомъ мы начинаемъ познавать действительность и для 
нея самой, такъ какъ она обнаруживаетъ внутреннюю 
стройность и красоту, удовлетворяющую насъ непо
средственно.

Перейдя за пределы простого средства, математика 
начинаетъ развиваться совершенно свободно, подъ 
вл1яшемъ однихъ внутреннихъ побуждены. Тогда ни- 
кашя постороння соображ етя уже не могзпгь вл1ять 
на развиНе математики, и математика становится 
в п о л н е  а в т о н о м н о й .  Поэтому въ ея разсмотреше 
могутъ входить и так1я области поняты, которыя даже 
были бы совершенно неприложимы къ познашю дей
ствительности, такъ какъ критер1емъ ценности всехъ 
математическихъ теорш становится уже не приноси
мая ими польза для познашя внеошяго Mipa, а лишь 
внутренняя стройность, красота и порядокъ, дости
гаемые при ихъ помощи въ нашемъ собственномъ со
знаны. Поэтому автономная математика, вообще говоря, 
должна быть г о р а з д о  ш и р е  математики-средства. 
И если некоторая часть выработанныхъ автономной 
математикой поняты какъ разъ оказывается пригодной 
для всехъ нуждъ естествознанзя, то это—какъ бы

И. Д. МЕКДЮЬЕВЪ,
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случайный даръ чистой математики, получаемый сверхъ 
того непосредственнаго духовнаго удовлетворешя, 
которое составляетъ прямую ея цель.

При этомъ не надо упускать изъ виду, что высшш 
интересъ и здесь, какъ и въ естествознанш, не. 
уничтожаетъ низшаго: онъ только п р и с о е д и н я е т с я  
къ последнему. Действительно, какъ утилитарныя 
по отяошешю къ нашей матер1альной жизни — цели 
естествознашя имеютъ для насъ свое значеше даже 
и тогда, когда мы изучаемъ действительность для нея 
самой, такъ и утилитарныя по отнош ент къ есте- 
ствознашю цели математики сохраняютъ для насъ 
все свое значеше и при существовали самостоятель- 
наго математическаго интереса, потому что и мате- 
pianbuan деятельность, т. е. деятельность техниче
ская, прикладная и естественно научное познаше 
действительности суть необходимый звенья нашего 
общаго духовнаго стремлешя, и потому не могутъ 
быть нами изъ него выкинуты. Такимъ образомъ, мы 
приходимъ къ заключенш, что математика имеетъ 
для насъ одновременно д в о я к о е  значеше, двоякую 
ценность: в о - п е р в ы х ъ ,  какъ средство для создашя 
естествознашя; в о-в т о р ы х ъ ,  какъ удовлетворен ie 
безкорыстнаго стремлешя познать наиболее общее 
содержаше нашего духа.

Такъ какъ математика сначала имеетъ для насъ 
первое изъ этихъ значешй, то мы и разсмотримъ 
прежде всего, въ какомъ виде математика необходима 
для естествознашя и къ чему сводится методъ такой 
математики.

2. Опытъ и безконечность.
Легко заметить, что математика въ полномъ своемъ 

объеме въ одномъ отношеши даетъ заведомо более,

ДЕДУКД1Я ВЪ МАТЕМАТИКА.



ч’Ьмъ. требуетъ естествознаше. Именно, въ естество- 
знанш ни въ опыте, ни въ теорш мы не встречаемся 
никогда съ понят1емъ б е з к о н е ч н о с т и .  Мы не 
встречаемся ни съ безконечно-большими, ни съ без- 
конечно-малыми величинами, а только—съ очень боль
шими и очень малыми, но всегда—к о н е ч н ы м и  12).

Наше воображеше подавлено большими числами, 
поэтому мы легко перескакиваемъ въ уме отъ очень 
большого числа прямо на безкокечяость, и въ насъ 
создается иллюз1я о „безконечномъ океане" фактовъ, 
доставляемыхъ опытомъ. Этой иллюзш поддаются даже 
философы. Такъ, Г. Риккертъ говоритъ о „безконеч
номъ многообразна" опыта, которое познаше должно 
якобы преодолеть ,3). Между тем ъ можно убедиться, 
что область и опыта, и естественно-научной теорш 
всегда ограничены конечными пределами.

Прежде всего, ограничена область нашего опыта, 
область BoenpiflTift нашихъ органовъ чувствъ, такъ 
какъ мы непосредственно не познаемъ—какъ въ про
странстве, такъ и во времени—ни слишкомъ боль 
шихъ, ни слишкомъ мелкихъ частей природы, о кото- 
рыхъ мы можемъ составить себе понят1е теорети
чески. Такъ, въ пространстве мы не различаемъ, на- 
примеръ, ни атомовъ, ни сколько-нибудь большихъ 
разстояшй, такъ что въ каждый моментъ мы имеемъ 
всегда лишь конечное число различимыхъ нами нро- 
странственныхъ воспр1ятш. Во времени же нашъ лич
ный опытъ ограниченъ—въ.мелкихъ частяхъ—прибли
зительно десятыми долями секунды, а въ крупныхъ— 
пределами нашей жизни. Поэтому, если мы подсчитаемъ 
всю совокупность отдельно различимыхъ простыхъ 
фактовъ, которые мы не только воспринимаемъ сей- 
часъ, но и вообще можемъ воспринять въ продол
жение всей нашей жизни, всю совокупность различи
мыхъ для насъ промежутковъ времени, частей про-

12 И. Д. МЕНДЕЛЪЕВЪ.
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странства, звуковыхъ, тепловыхъ и т. д. ощущешй,— 
то ихъ всегда окажется, хотя и очень большое, но 
непременно конечное количество.

Но точно такъ же конечна и область нашихъ теоре- 
тическихъ знанш, получаемыхъ нами изъ фактовъ 
нашего непосредственнаго опыта средствами есте- 
ственно-научнаго метода. Действительно, эта область 
ограничена во времени,' такъ какъ при -всякомъ со- 
стоянш нашихъ знанш — въ знанш прошедшаго и 
будущаго—мы должны будемъ всегда остановиться, 
на техъ эпохахъ, вне которыхъ мы уже не будемъ 
иметь никакихъ опирающихся на фaктичecкiя дайныя 
сведенш. Мы ведь судимъ о прошедшихъ и буду- 
щихъ состояшяхъ природы лишь по темъ следамъ, 
каюя мы имеемъ въ настоящемъ ея состоянш, и 
лишь изучеше этого настоящаго состояния можетъ 
намъ дать теоретически сведешя о прошедшихъ и 
будущихъ эпохахъ. Если бы1 мы знали совершенно 
адэкватно,—т. е. до конца, въ малейшихъ подробно- 
стяхъ—современное состоите природы, то, можетъ 
быть, мы могли бы установить ея состоите и 
въ любое время. Но, въ силу конечности нашего 
опыта, мы такого адэкватнаго знашя о настоящемъ 
состоянш природы никогда иметь не будемъ, и по
тому степень вероятности нашихъ знанш о данной 
эпохе будетъ убывать вместе съ удаленностью отъ 
насъ эпохи, оставаясь конечной лишь для конечныхъ 
промежутковъ времени.

Какъ наши знашя ограничены въ сторону увели- 
чешя познаннаго промежутка времени, такъ они огра
ничены и въ сторону делешя промежутка времени на 
части. Въ самомъ деле, если мы предполагаемъ, что 
действительное время имеетъ более мелшя части, 
чемъ те , который мы можемъ различить непосред
ственно, т. е. менышя одной десятой доли секунды,—



14 И . Д . M EНДЕД’Ы ЗВЪ.

то только потом}т, что такимъ образомъ мы проще 
всего можемъ объяснить всю совокупность нашего 
опыта. Ч'Ьмъ обширнее нашъ опытъ, темъ намъ при
ходится для его объяснения прибегать къ все мень- 
шимъ промежуткамъ времени, наприм'Ьръ, къ такимъ 
его промежуткамъ, которые выражаютъ продолжитель
ность самыхъ короткихъ св^товыхъ колебашй. Но, 
какъ бы ни былъ великъ нашъ действительный опытъ, 
мы знаемъ, что онъ всегда конеченъ, и потохму какъ 
бы намъ ни пришлось въ нашихъ теор1яхъ умень
шать разсматриваемые промежутки времени, они все 
равно сохранять некоторую конечную величину, за 
которой наши научныя теорш не дадутъ никакихъ 
положительныхъ св ед етй  о дальнейшемъ деленш 
времени на части.

Точно также и по темъ же причинамъ будутъ 
всегда конечны наши естественно-научныя сведешя 
и о пространстве, какъ въ его самыхъ болыиихъ 
частяхъ,—въ которыхъ въ настоящее время, напри- 
меръ, мы должны довольствоваться лишь знатями въ 
пределахъ звездныхъ разстоянш,—такъ и въ самыхъ 
мелкихъ, где наши знашя въ настоящее время не 
идутъ далее атомовъ и электроновъ 14).

Правда, мы видимъ, что, несмотря на эту необхо
димую конечность всехъ естественно-научныхъ зна- 
шй, естествоиспытатели обыкновенно разсматриваютъ 
процессы природы какъ безконечные и непрерывные,— 
напримеръ, разсматриваютъ движ ете телъ , какъ не
прерывное, а не какъ движ ете прерывистое, внезап
ными скачками. Но, решая таше вопросы, естество
испытатели уже выходятъ изъ области естествознашя, 
потому что, какъ мы видели, естествознаше не имеетъ 
никакихъ положительныхъ данныхъ для суж детя о су
ществовали всехъ процессовъ, такъ или иначе тре- 
бующихъ понят1я безконечности. Когда мы допускаемъ,
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наирим'Ьръ, делимость пространства до величины элек- 
троновъ, и промежутковъ времени—до продолжитель
ности св'кговыхъ колебашй, то мы им'Ьемъ для этого 
основан1е въ томъ упрощенш, которое вносятъ ташя 
допущешя въ объяснеше нашего опыта. Точно также, 
въ силу принципа наибольшей простоты познашя,— 
хотя и съ меньшей степенью вероятности,—мы можемъ 
предположить, что делимость пространства и времени 
простирается еще далее, чемъ на это положительно 
указываютъ наши теорш. Но когда мы переходимъ 
къ бесконечному протяженно и безконечной делимости 
процессовъ природы, мы темъ самымъ безконечно 
удаляемся отъ данныхъ нашего опыта, и потому сво- 
димъ вероятность нашихъ утвержденШ на-нетъ.

Правда, и ташя утверждетя о безконечныхъ про- 
цессахъ—вообще, о природе въ целомъ—могутъ быть 
высказаны нами на основанш нашего опыта в ъ в и д е  
п р е д е л ь н ы х ъ  в ы в о д о в ъ  и з ъ  е с т е с т в о з н а *  
Hi я; но именно вследств!е своего предельнаго поло- 
жешя эти утверждешя не дадутъ намъ знашя, с р а в -  
н и м а г о  съ естествознашемъ, будутъ иметь для насъ 
совершенно другой характеръ, и потому должны быть 
нами выделены изъ естествознашя въ виде особой 
дисциплины—въ виде учетя  о м ! р е  в ъ  ц е л о м ъ ,  
которое можно назвать натурфилософией, философ1ей 
природы или естественной философ1ей 15Х

Когда естествоиспытатели говорятъ о безконеч- 
ности и непрерывности процессовъ или о природе въ 
целомъ, то они именно и примешиваютъ къ естество- 
зн ан т  элементы философш природы, и такъ какъ 
естествознаше и естественная философ!я суть две 
стадш одного и того же стремления нашего духа, то 
такое ихъ смешеше происходитъ въ нашемъ сознанш 
совершенно незаметно и естественно, что и объяс- 
няетъ привычку естествоиспытателей переходить



постоянно въ эту сторону за границы своего предмета. 
Такой переходъ, кроме того, иногда и безвреденъ, 

если онъ служитъ только педагогическимъ средствомъ 
для упрощешя изложешя. Но если при этомъ мы при* 
мемъ выводы естественной философш за действитель
ное естественно-научное знавде, сравнимое, напримгйръ, 
съ теор1ями физики и химш, то мы совершимъ су
щественную ошибку, такъ какъ разсматриваемое раз*’ 
граничете познашя не есть простая тонкость методо- 
логш. Действительно, естественно-философское изсле- 
доваше вследств!е своего предельнаго положешя тре- 
буетъ особенной осторожности, особо-приноровлен- 
ныхъ пр1емовъ мышлешя, а ихъ обыкновенно и 
упускаютъ изъ виду естествоиспытатели въ своихъ 
случайныхъ эксурНяхъ въ эту область, почему ихъ 
заключеше часто здесь и не имеетъ большой позна
вательной ценности. Поэтому, принимая во внимаше 
это необходимое для правильнаго развштя познашя 
методологическое отделеше естественной философш 
отъ естествознашя, мы и можемъ безъ всякихъ ого- 
ворокъ сказать, что области не только опыта, но и 
естественно-научной теорш непременно суть области 
конечный.

16 и. д .  мвндимивъ.

3. Конечная математика.

Итакъ, и нашъ опытъ, и наши естественно-научныя 
теорш по необходимости заключаютъ въ себе, можетъ 
быть, очень большое, но всегда конечное число фак- 
товъ. Поэтому для ихъ выражешя и для выражешя 
ихъ соотношенш намъ достаточно конечнаго числа 
понятш и сужденш. Подвергая обиця формы этихъ 
понятш и сужденш самостоятельному изученто и обра
ботке (для чего мы можемъ обозначить понят1я при 
'помощи особыхъ знакомь, а еуждешя—при помощи дей
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ств]й подъ этими знаками, равенствъ и т. д.), мы и по- 
лучимъ некоторую математику, которая удовлетво
рить вс'Ьмъ требовашямъ естествознашя. Это и бу- 
детъ математика, какъ средство.

Такъ какъ въ этой математике разсматривается 
лишь конечное число понятш и сужденШ, выражаемыхъ 
конечнымъ числомъ знаковъ и ихъ комбинаций, то въ 
этой математике уже вовсе не будетъ мюзета понят1ю 
о безпред'ктьномъ возрастали, въ какомъ бы виде оно 
ни представлялось—въ видели безконечнаго стрем- 
лешя къ пределу какой-либо переменной, или же въ 
виде ея неопределеннаго увеличешя. Такая матема
тика будетъ математикой безъ без конечности, будетъ 
м а т е м а т и к о й  к о н е ч н о й .

Для построешя, напримеръ, такой конечной арио- 
метики следовало бы поступать следующимъ образомъ.

Пусть самое большое число, которое мы въ на
стоящее время фактически встречаемъ въ естество- 
знанш, будетъ Q—напримеръ, число длинъ наиболее 
короткой известной намъ световой волны, измеряю
щее наибольшее известное намъ звездное разстояше. 
Тогда всю область целыхъ чиселъ ариеметика огра
ничила бы конечнымъ числомъ отдельныхъ чиселъ и 
ихъ знаковъ—отъ О до Q полоя1ительныхъ, и отъ О 
до—й отрицательныхъ. Дробныя рацюнальныя числа

Мсоставляли бы тоже конечную область дробей ^  где

М и N—любыя целыя числа до Q. Заметимъ при этомъ, 
что число всехъ такихъ дробей (сократимыхъ и 
несократимыхъ) было бы равно &*, т. е. было бы 
больше, чемъ и, значить, это число уже не вхо
дило бы въ нашу ариеметику: мы могли бы сказать, 
что „совокупность дробей~ не выражается числомъ44, 
что при сделанныхъ нами услов1яхъ не влечетъ за 
собой никакихъ противоречий^ Заметимъ еще,

И. Д. МЕНДЕД'ВЕВЪ.



и число отд'Ьльныхъ дМствШ въ какой * нибудь 
сложной операцш нашей конечной ариеметики — 
иначе говоря: число членовъ въ ея формулахъ, урав- 
нешяхъ и т. д, — было бы ограничено, Наприм'йръ, въ 
сумм'Ь не могло бы быть слагаемыхъ, въ произведе* 
ши—множителей бол^е н^котораго конечнаго числа, 
и это число зависило бы отъ величины слагаемыхъ или 
множителей, такъ какъ в с я к о е  Д ' й й с т в 1 е ,  в е д у 
щ е е  к ъ  ч и с л у  б о л ь ш е м у ,  ч 'fe м ъ Q, н е  и м ^ л о б ы  
с м ы с л а  в ъ  н а ш е й  а р и е м е Т и к ' Ь 16).

Наконецъ, ирращональныхъ чиселъ въ этой арие- 
метик^ н е  б ы л о  б ы  в о в с е .  Всякое вычислеше про- 

* 1изводилось бы съ точностью до -q , и такой резуль-

татъ  считался бы точнымъ значешемъ иррацюналь-

наго числа. Дробь — , такимъ образомъ, являлась бы

наименьшей и неделимой дал^е величиной. Это былъ 
бы  ч и с л о в о й  а т о м ъ ,  изъ котораго слагались бы 
BC'fe остальныя числа.

Но конечную ариеметику можно было бы упро
стить еще бол^е. Принимая „числовой атомъ" за еди
ницу и Т'ймъ переходя къ новой ариеметической си
стем^, мы могли бы вовсе изгнать изъ конечной арие* 
метики поняые о дроби и ограничиться лишь изуче- 
шемъ щйлыхъ чиселъ, число которыхъ было бы въ 
новой систем^ равно Qi == Q2 (т. е. =  числу дробей въ 
старой систем^) положительныхъ, и столько же — 
отрицательныхъ. Переходя, дал^е, опять къ новой 
ариеметической систем^, а именно—начиная счисдеше 
съ наибольшаго по абсолютной величин^ отрицатель- 
наго числа предыдущей системы (т. е. съ—£i), и счи
тая его въ новой систем^ за ноль, мы могли бы из
гнать изъ конечной ариеметики поняые объ о/грица- 
тельномъ числ'Ь и могли бы ограничиться разсмотр'Ь-

1 8  И. Д. МЕЯДШЕфЕВ’Ъ,
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шемъ однихъ цЪлыхъ положительныхъ чиселъ, число 
которыхъ въ нашей системе было бы (не считая 
числа ноль) Q2 =  2 — 2 Q2.

Если теперь за 9 2 мы возьмпмъ число, измеряющее 
наибольшую встречающуюся въ естествознанш вели
чину наименьшей, то все остальныя числа въ естё- 
ствознанш, измеряемый этой же самой наименьшей 
величиной, будутъ меньше, чемъ 92, въ то же время 
дробныхъ чиселъ при такой системе измерешя не 
будетъ, такъ какъ иначе величина, выражающаяся 
дробью, оказалась бы меньше принятой единицы из
мерешя—что противоречив условш ,— а отрицатель- 
ныхъ чиселъ можно всегда избежать, выбирая соот- 
ветствующимъ образомъ начало измерешя. Такимъ 
образомъ мы видимъ, что для е с т е с т в о з н а н ! я  
н е о б х о д и м а  и д о с т а т о ч н а  т а к а я  а р и о м е -  
т и к а ,  к о т о р а я  р а з с м а т р и в а е т ъ  л и ш ь  н е к о 
т о р у ю  к о н е ч н у ю  г р у п п у  ц е л ы х ъ  п о л о ж и 
т е л ь н ы х ъ  ч и с е л ъ  и д е  й с т в i я н а д ъ  ними,  не  
в е д у щ i я з а  п р е д е л ы  э т о й  г р у п п ы .  Въ этой 
ариеметике все вычислешя производились бы съ точ
ностью до единицы — т. е. до числового атома этой 
системы,—а вычислешя, ведущая къ числамъ большимъ, 
чемъ 92, считались бы не имеющими смысла.

Применительно къ такой ариеметике можно было 
бы приспособить и все остальные отделы математики. 
Такъ, въ анализе беконечно-малыхъ, мы разсматривали 
бы не дифференщалы, а некоторый достаточно малый, 
но конечный приращешя переменныхъ. Если за эти 
приращешя независимой переменной мы будемъ брать 
числовые атомы, то все формулы дифференщональнаго 
и интегральнаго исчислений получатся совершенно 
строго изъ общихъ правилъ конечной ариеметики. 
Действительно, если мы придадимъ независимому пе
ременному приращеше, равное одному числовому
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атому, то приращеше функция выразится совершенно 
точно произведешемъ производной на числовой атомъ, 
такъ какъ все следующее за вторымъ члены строки 
Тайлора, содержа числовой атомъ въ степеняхъ выше 
первой, были бы, по общему правилу конечной ариё- 
метики, равны нулю, какъ числа меньнпя, ч'Ьмъ чис
ловой атомъ 17).

Впрочемъ, этого правила конечной ариеметики 
фактически и придерживаются во вс'Ьхъ приложе- 
шяхъ математики къ естественно-научнымъ вопросамъ, 
такъ какъ все вычислешя въ такихъ случаяхъ произ
водятся всегда лишь съ  известною точностью; и въ 
частности, дифференщалы заменяются маленькими 
конечными приращешями, а все конечный величины, 
порядокъ малости которыхъ превосходитъ принятую 
точность вычислешя, отбрасываются ,8)*

Самое исчислеше безконечно-малыхъ при своемъ 
возникновеши носило на себе следы такихъ конеч- 
ныхъ концепщй, что особенно заметно въ „методе 
неделимыхъ“ Кавальери и въ концепцш дифферен- 
щаловъ самого Лейбница. Однако, тогдашшя попытки 
точно обосновать такой числовой атомизмъ были не
удачны потому, что, принимая для чиселъ какъ будто 
предельное н а и м е н ь ш е е  конечное число, тогдашше 
изследователи не принимали въ своихъ системахъ п р е- 
д е л ь н а г о  н а и б о л ь ш а г о  к о н е ч н а г о  ч и с л а  
(т. е. Q), и это упущеше должно было всегда вести къ 
какимъ-нибудь противореч!ямъ. Изъ этихъ противо
р е ч а  существуетъ только д в а  выхода: одинъ со- 
стоялъ въ созданш теорш пределовъ, принимающей 
какъ неопределенное увеличеше, такъ и неопреде
ленное уменьшеше чиселъ, и образующей основу со- 
временнаго анализа безконечно-малыхъ; другой выходъ 
состоитъ въ последовательномъ проведеши п р и н 
ц и п а  к н е ч н о с т и  не только въ наименьщихъ, но и
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въ наибольшихъ числахъ, какъ это мы здесь и указали.
Распространяя далее принципы конечной матема

тики на геометрйо, мы должны были бы разсматривать 
пространство не какъ безконечную непрерывную ве
личину, а какъ некоторую конечную совокупность 
нед'Ьлимыхъ далее простыхъ элементовъ—а т о м о в ъ 
о б ъ е м а .  Все геометричесшя фигуры составлялись 
бы изъ этихъ атомовъ, какъ составляются фигуры 
изъ отд^льныхъ кусочковъ въ мозаике, изъ кирпичей 
въ архитектуре, или—еще лучше—какъ составляются 
физичесшя тела изъ атомовъ и электроновъ. А все 
пространственный соотношешя сводились бы къ раз- 
личнымъ комбинащямъ атомовъ объема, такъ что гео
метрия являлась бы просто особымъ видомъ комбина- 
щоннаго анализа для конечной группы элементовъ. ,

Наконецъ, въ механике мы разсматривали бы лишь 
нрерывистыя движешя, совершаемый въ продолжеше 
н^которыхъ наименьшихъ разсматриваемыхъ конеч- 
ныхъ промежутковъ или а т о м о в ъ  времени. ВНЬхъ 
такихъ атомовъ следовало бы принять лишь конечное 
число (£), такъ что время имело бы абсолютное на
чало и абсолютный конецъ. При равномерномъ дви- 
жеши точка (т. е. атомъ пространства) въ опреде
ленное конечное число атомовъ времени проходила 
бы определенное конечное число-атомовъ простран
ства, при равномерно-ускоренномъ движенш — число 
пройденныхъ атомовъ пространства было бы пропор- 
щонально квадрату соответствующаго числа атомовъ 
времени и т. д. Такимъ образомъ, скорости тоже ме
нялись бы скачками и разлнчныхъ скоростей имелось 
бы тоже некоторое конечное число.

Точно также числами конечной ариеметики выра
жались бы и все остальныя механичесшя величины, 
напримеръ: сила, энерпя, масса. А для последней 
* атомы массы “ и являлись бы теми действительными
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„атомами", которые разсматриваетъ естествознаще., 
если, впрочемъ, сделать необходимый въ настоящее 
врямя поправки и считать истинными, „неделимыми" 
не химичесше атомы, а электроны, или каше-либо 
иные, еще болгЬе мелюе элементы природы.

4. Логика въ математике.

Если теперь задаться вопросомъ о методе такой 
конечной математики, удовлетворяющей требовашямъ 
естеетвознашя, то мы можемъ убедиться, что этотъ 
методъ м о ж е т ъ  быть сведенъ къ одн^мъ логиче- 
скимъ операщямъ.

Въ самомъ деле, такъ какъ въ разсматриваемой 
нами математике будетъ конечное число понятШ и 
ихъ соотношешй, выражаемыхъ конечнымъ числомъ 
сужденш, то можно такъ определить эти поня^я, что
бы все суждешя математики были логическими слФд- 
ств1ями эт,цхъ определены, и такимъ образомъ были 
бы простыми аналитическими суждешями, выводимыми 
изъ определены при омопщи силлогизмовъ черезъ 
одну дедукцш.

Для создашя такихъ определены нЪтъ никакихъ 
препятствШ, такъ какъ въ созданы определены мы 
всегда свободны. Единственное требоваше, которому 
должно удовлетворять всякое опред'Ьлеше, —требоваше, 
налагаемое на насъ нашими логическими нормами, — 
это, чтобы въ системе нашихъ опред^Ьлешй не было 
логическихъ противор'Ьчш. Давая как1я*либо опред^- 
лешя, мы всегда должны убедиться, что такихъ про- 
тиворечш не встретится во вс^хъ следств1яхъ изъ на
шихъ определений, иначе мы не имеемъ права утвер
ждать, что мы логически-строго определили понятая.

Но такъ какъ въ нашей математике мы разсматри- 
ваемъ конечное число поняты и сужденШ, выражае-
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мыхъ конечнымъ числомъ знаковъ и ихъ комбинаций, 
то какъ бы велико ни было это число, мы—по крайней 
M'tp’fe, теоретически—можемъ всегда пересмотреть все 
суждешя, сделавъ в с е  выводы изъ нашихъ опреде
лений, и можемъ убедиться на деле, что въ нашей си
стеме противоречий не существуете Поэтому-то мы и 
имеемъ возможность при помощи надлежащимъ обра- 
зомъ выбранныхъ определений свести все действ!я ко
нечной математики къ однемъ логическимъ операщямъ.

Чтобы показать на деле образецъ такого строго- 
дедуктивнаго доказательства математическаго предло- 
жешя, воспользуемся примеромъ, даннымъ еще Лейб- 
ницемъ,—какъ можно сделать аналитическимъ всякш 
результатъ сложешя, напримеръ, доказать предложе- 
Hie 2 +  2 =  4 19). Пусть определены какимъ бы то ни 
было образомъ число 1 и действ1е х —j— 1,—дальнейнпя 
разсуждешя отъ этихъ определен^ не зависятъ. Да
лее, числа 2, 3 и 4 мы о п р е д е л я е м ъ  равенствами: 
1 1  =  2 (1); 2 - [ -1 = 3  (2); 3 - ) -1 = 4  (3). Наконецъ, 
действ1е х +  2 мы определяемъ соотношешемъ: х + 2 =  
(х +  1 )+ 1  (4), Тогда мы будемъ иметь:

(по опред. 4) 2 —j— 2 =  (2 —j— 1) —[— 1 20).
(по опред, 2) (2.+  1) +  1 =  3 +  1
(по опред. Э) / 3 —J— 1 =  4
Откуда ' 2 +  2 =  4, что, и тр. док. .

Такимъ же точно образомъ, давая соответствуюцця 
определения, мы можемъ свести къ дедуктивно-логи- 
ческому разсуждешю доказательство всякаго предло- 
жешя математики, если это предложеше касается лишь 
конечнаго числа понятШ и суждетй, такъ какъ въ 
такомъ случае мы можемъ всегда убедиться, что въ 
нашихъ определешяхъ не будетъ противоречш.

Поэтому къ однемъ логическимъ операщямъ, т. е. 
къ определешямъ и дедуктивнымъ выводамъ изъ нихъ,



можетъ быть сведена не только вся конечная матема* 
тика, но и все т е  части обыкновенной математики* 
въ которыхъ мы разсматриваемъ конечное число по
нятш и ихъ соотношенш. Если предложеШе касается 
только этого конечнаго числа понятш, то доказатель
ство можетъ быть сведено къ логическому разсужде- 
нпо ц е л и к о м ъ .

Но даже и тогда, когда предложеше охватываетъ 
и неопределенное количество понятш—какъ всякое 
общее предложеше математики,—къ одной логике мо- 
гутъ быть сведены все т е  элементы доказательства, ко
торые относятся къ конечному числу логическихъ соот- 
ногаенш, напримеръ, къ  отношешямъ конечнаго числа 
общихъ понят1й м е ж д у  с о б о й ,  такъ какъ къ нимъ 
могутъ быть применены все только что изложенный 
соображешя. Въ этомъ и состоитъ ynacTie чисто-логи- 
ческихъ операщй во всякомъ предложенш математики.

Такимъ образомъ мы видимъ, что Кантъ былъ не- 
правъ, говоря, что в с я к 1 й  математичесшй выводъ, 
напримеръ, всякш результатъ сложешя, есть н е п р е 
м е н н о  суждеше . синтетическое. Поэтому взгляды 
Канта настолько же удаляются отъ истины въ одну 
сторону, насколько взгляды Лейбница—какъ это мы 
увидимъ далее—уклоняются въ другую.

2 4  И , Д* М ЕНДЕЛЪЕВЪ.



Г л а в а  II.

Недостаточность дед\?1{цш.

1. Общая математика.

Та конечная математика, которую мы до сихъ поръ 
разсматривали, является тГмъ тн н ти т 'о м ъ  математи- 
ческихъ знанш, который строго-необходимъ и строго- 
достаточенъ для естествознашя. Но если эта. матема
тика для естествознания достаточна, то это не значитъ, 
что, построивъ ее, мы уже не должны стремиться къ 
нахождению иныхъ, более общихъ точекъ зрТшя, 
облегчающихъ намъ понимаше и употреблеше строго- 
необходимыхъ для естествознашя математическихъ со- 
отношешй. Строго-необходимая для естествознашя мате
матика, быть можетъ, еще не самая для него удобная.

Действительно, если бы мы построили по указан
ному выше рецепту конечную математику, удовлетво
ряющую въ настоягцш моментъ вс^мъ требовашямъ 
естествознашя, то этой математики, по всей вероят
ности, хватило бы не надолго. Съ новымъ расширешемъ 
званш, съ увеличешемъ точности измеренш, съ возра- 
сташемъ разнообраз!я и числа производимыхъ опы- 
товъ пришлось бы вновь увеличивать и число математи
ческихъ объектовъ, и строить новую математическую си
стему, въ которой й будетъ более, чемъ въ предыду
щей. При этомъ пришлось бы съ самаго начала вновь 
определять все математичесшя поня™, проверять от- 
сутств1е въ нихъ противоречш и т. д., и этотъ трудъ



пришлось бы повторять при всякомъ новомъ расши- 
реши естественно-научныхъ знашй. Поэтому конечная' 
математика, действительно, не вполне удобна для 
естествознашя: при ней всегда есть рискъ новыхъ 
перестроенш въ будущемъ.

Такимъ образомъ уже для математики, какъ сред
ства, было бы полезно построить такую Teopiio, кото
рая была бы годна для в с я к о г о  Q числа математи- 
ческихъ понятш и соотношенш, какъ бы велико это 
число ни было. А это и приводить къ понятш не- 
о п р е д е л е н н а г о  в о з р а с т а н и я  чиселъ, т. е. къ 
понятш б е з к о н е ч н о с т и ,  включение котораго въ 
математическую т е о р т  и даетъ обыкновенную или 
о б щ у ю  математику 21). Изъ этой общей математики 
все математики конечный, построенный для всехъ 
возможныхъ Q, вытекаютъ уже, какъ простыя логиче- 
скш следств1я, и потому при расширении естественно- 
научныхъ знашй въ общей математике уже не прихо
дится переделывать всю работу заново, а приходится 
только прилагать готовый обшдя понятя и суждешя 
къ даннымъ частнымъ случаямъ. Поэтому уже для 
математики, какъ средства, общая математика была бы 
удобнее, чемъ математика конечная.

Если естествознаше всетаки и могло бы обходиться 
безъ общей математики, то это было бы уже совер
шенно невозможно для предельныхъ выводовъ изъ 
естествознашя для естественной философш, т. е. для 
учешя обо всей действительности въ целомъ. Изучая 
действительность, естественная философ1я является по 
предмету своего изследовашя одною изъ матер1аль- 
ныхъ наукъ, и, следовательно, должна строиться обще- 
научнымъ методомъ индуктивныхъ обобщенш изъ бо
лее частнаго матер1ала остальныхъ знашй; но ея по5 
лож ете, какъ наиболее общей науки, доставляющей 
намъ предельное знаше, выдвигаетъ ее, какъ мы ви
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дели, на отдельное место среди нашихъ познаватедь- 
дыхъ дисдиплинъ. И такъ какъ естественная филосо- 
ф1я им^етъ особый, ей одной присущш характеръ, то 
она нуждается и въ средствахъ бол'Ье широкихъ, ч^мъ 
любой другой отд'&гь изучешя действительности.

Именно: естественная философ1я должна обнять— 
хотя бы съ некоторыхъ сторонъ—всю действитель
ность, а при этомъ, быть можетъ, всякое конечное 
число понятш и всякш конечный алгоритмъ окажутся 
недостаточными. Утверждать это заранее н а в е р н о е  
нельзя, такъ какъ, ведь, действительность можетъ 
оказаться и конечной, но нельзя это и отрицать за
ранее. А потому, приступая къ построешю естествен
ной философии, нужно во всякомъ случае заготовить 
таюе кадры понятш, которые могли бы вместить и 
безконечную действительность, т. е. нужно создать 
общую математику. Кроме того, мы знаемъ, что изу- 
чеше фактовъ склоняетъ и на самомъ деле вероят
ность на сторону безконечной действительности, мысль 
о которой всегда и господствовала надъ философскими 
иостроешями всехъ временъ; достаточно вспомнить, 
что философы всегда приписывали аттрибутъ безко- 
нечности Божеству. Поэтому основныя понят1я общей 
математики, если не для  ̂естествознашя, то во всякомъ 
случае для естественной философш оказываются, дей
ствительно. уже необходимыми.

Но каково бы ни было это, такъ сказать, утили
тарное значеше общей математики, мы все равно, сле
дуя естественному развитш понятш въ нашемъ созна- 
нш, должны будемъ придти къ ней въ математике авто
номной. Действительно, создавая конечныя математиче- 
сюя системы для различныхъ, все большихъ 2, мыкон- 
статируемъ, что въ нашемъ сознанш в е тъ  определенной 
границы для образовашя чиселъ и, вообще, математи- 
ческихъ понятШ. Въ то же время мы можемъ заметить,



что некоторый обпця свойства остаются неизменными 
во вс^хъ системахъ, построенныхъ для различнаго 
числа Q поняли, и такимъ образомъ мы приходимъ 
къ построешю такой общей математической системы, 
изъ которой всякая конечная вытекала бы какъ част
ный случай.- Такъ какъ такимъ образомъ мы дости- 
гаемъ наибольшей стройности и простоты въ образо
вали  нашихъ математическихъ понятш, то автономная 
математика и должна быть необходимо построена не 
какъ конечная, а какъ общая математика, разсматри- 
вающая безпредельное количество математическихъ 
объектовъ.

Такимъ образомъ понят1е безконечности, безъ ко- 
тораго математика-средство въ значительной своей 
части могла бы еще обходиться, является существен
ной принадлежностью математики автономной. Поэтому 
для того, чтобы определить методъ автономной мате
матики, мы должны разсмотрЬть методъ математики 
общей, имеющей дело съ безпредТльнымъ количе- 
ствомъ математическихъ объектовъ. А такъ какъ 
разсмотренный выше чисто-логическш методъ конеч
ной математики основывается на возможности прямой 
проверки отсутствгя противоречш во всехъ входя- 
шихъ въ эту математику суждешяхъ и понят1яхъ, то 
онъ уже- не можетъ быть просто приложенъ къ мате
матике общей, въ которой количество понятш и су
ждений неисчислимо, и потому этотъ методъ общей 
математики требуетъ отдельнаго изследовашя.

2. Недостаточность логическаго мышлетя для
математики.

Мы видимъ, что вся конечная математика можетъ 
быть сведена къ однимъ логическимъ действ1ямъ. 
Однако, уже и въ ней применея1е однехъ логическихъ
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операшй было бы крайне неудобно. Въ самомъ деле, 
при нисколько большомъ числе 9 число разсматри- 
ваемыхъ понятш, соотношетй, знаковъ было бы такъ 
велико, что проверить на деле oTcyTcTsie противоре
ч а  во вс^хъ сл,Ьдств1яхъ изъ определений было бы 
крайне трудно, особенно, если вспомнить огромность 
чиселъ, необходимыхъ въ настоящее время для есте- 
ствознашя. Если бы мы пожелали на деле  проверить 
вс'ё логичесюя соотношешя, определяющая эти числа, 
то намъ едва-ли хватило бы на этотъ трудъ всей на

дпей, жизни. Кроме того, если бы мы фактически 
должны были добиваться каждаго конкретнаго резуль
тата вычислений при помощи однихъ силлогизмовъ, то 
нашъ трудъ былъ бы крайне тяжелъ.

Поэтому уже въ области конечной математики 
было бы желательно иметь т а т е  пр!емы, которые 

^освобождали бы насъ отъ тяжелой дЪпи логическйхъ 
разсуждешй, и укороченнымъ путемъ вели бы насъ 
прямо къ цели. При этомъ добытые результаты, ко
нечно, утратили бы логическую достоверность, такъ 
какъ методъ, совершенно равный по точности логиче
скому, былъ бы т о ж д е с т в е н ъ  последнему, и, сле
довательно, н и ч е  м ъ  бы ужъ отъ него не отличался, 
но за потерю логической достоверности мы были бы 
вознаграждены сторицей достигнутой эконом1ей мыш- 
лешя, упрощешемъ познашя, а это упрощеше и 
является, вообще, верховнымъ критер!емъ ценности вся- 

, каго познавательнаго метода 22). Да, впрочемъ, разъ мы 
предназначаемъ конечную математику лишь какъ сред
ство для естествознания, въ которомъ все результаты 
никогда не обладаютъ абсолютной достоверностью, а 
обладаютъ лишь вероятностью, то нетъ  особенной 
нужды заботиться объ абсолютной достоверности и 
математическихъ выводовъ. Намъ надо только, чтобы 
средство соответствовало цели, а для этого было бы
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даже достаточно, чтобы результаты математики только, 
не уступали въ надежности результатамъ естество- 
знашя. Поэтому съ точки зр'Ьшя естествознашя 
было бы очень выгодно упростить конечную матема
тику даже ценою логической достоверности ея ре- 
зультатовъ 23).

Если так1е пр1емы упрощешя были бы п о л е з н ы  
для конечной математики, то для математики въ пол- 
номъ ея объеме они уже н е о б х о д и м ы .  Действи
тельно, мы видимъ, что общая математика разсматри- 
ваетъ безпредельное количество различныхъ понятш, 
напримеръ, различныхъ чиселъ,—и потому обшля пред- 
ложешя математики, касаясь всехъ частныхъ поняттй 
какого-либо рода, касаются безпредельнаго коли
чества математическихъ объектовъ. Такъ, законъ рас
пределительный въ ариеметике касается всехъ про- 
изведешй чиселъ, а такихъ произведенш можно со
ставить безконечно - много. Поэтому, если бы мы 

•захотели на д еле  проверить отсутств1е противореча 
во всехъ следств1яхъ изъ какого-нибудь общаго 
предложешя математики, то мы бы никогда не закон
чили это предпр!ят!е, такъ какъ намъ пришлось бы 
иметь дело съ безпредельнымъ количествомъ понятш 
л силлогизмовъ. Итакъ, тотъ путь, который позво- 
ляетъ сделать конечную математику строго-аналити
ческой— путь прямой проверки — для математики 
общей закрытъ.

Правда, можно подумать, что если нельзя прове* 
рить все следств 1*я изъ общихъ предложенш мате
матики, то, быть можетъ, ПОНЯТ!ЯМЪ, входящимъ въ 
эти предложешя, можно дать ташя определешя, что
бы вся безпредельная вереница следствш прямо ло
гически вытекала изъ этихъ определен^. Обыкновенно 
наше безсил!е доказать логически какое-нибудь пред- 
ложеше выражается прежде всего въ томъ, что- при
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такихъ доказательствахъ мы должны д о п у с к а  т'ь— 
явно или скрытнымъ образомъ—некоторый недоказан
ная положешя—постулаты или акеюмы. И вотъ, встре
тившись съ такой аксюмой при доказательстве, не 

.можемъ ли мы просто в к л ю ч и т ь  эту аксюму въ 
определеше разсматриваемыхъ понятШ, придавъ этимъ 
пояят1ямъ новый признакъ, отвечаюхцш аксзоме? Т а
кой способъ уничтожешя постулатовъ и аксюмъ и на- 
зываютъ иногда „определешемъ черезъ постулаты" 2i). 
Вообще, нельзя ли исчерпывающимъ образомъ пере
числить въ определеш яхъ основныхъ понятш матема
тики все независимый свойства этихъ понятш такъ, 
чтобы все дальнейгшя разсуждешя математики своди
лись къ однемъ логическими? операщямъ?

. Конечно, такое перечислеше, по крайней мере, 
теоретически, возможно, такъ какъ, имея при вся- 
комъ состояши математическихъ знанш по необходи
мости лишь конечное число общихъ предложен^ ма
тематики, мы можемъ подобрать т о ж е  в ъ  к о н е ч -  
но мъ  ч и с л е  TaKiH посылки, изъ которыхъ эти пред- 
ложешя вытекали бы, какъ следств1я; и, следова
тельно, можемъ такъ определить основный поняпя 
черезъ конечное число признаковъ, чтобы все пред- 
ложешя математики стали аналитическими.

Но на этомъ пути мы встречаемся съ непреодоли- 
мымъ препятств1емъ съ другой стороны, такъ какъ мы су
щественно не имеемъ возможности о п р а в д а т ь н а ш и  
„о п р е д е л е н  in ч е р е з ъ  п о с т у л а т ы * .  Правда, 
при определении какого-либо математическаго поняНя 
черезъ некоторые признаки мы не должны заботиться 
о доказательстве возможности р е а л ь н а г о  с у щ е 
с т в о в а л и  такого понятая, такъ какъ мы знаемъ, 
что математика не занимается внешней реальностью, 
и потому отъ нея совершенно независима. Для мате, 
матики, какъ для знашя формальнаго, „возможно* и
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„сущ ествует^  реш ительно все7 что только согласно 
съ нашими логическими нормами. Но именно это по
следней требован1е налагаетъ на насъ при созданш 
математическихъ понятш некоторую неизбежную обя
занность: чтобы какое-либо определеше было логи
чески правильно, необходимо, ч т о б ы  в ъ  н е м ъ н е  
б ы л о  л о г и ч е с к и х ъ п р о т и в о р е ч 1 й .  Давая опре
делеш е, мы должны убедиться, что оно такихъ про
т и в о р еч а  за собой не влечетъ. И если мы не имеемъ 
логическаго ручательства въ этомъ, то наше опреде
леше будетъ логически неправомерно.

Но какое же, вообще, мы можемъ иметь логически* 
значимое ручательство въ отсутствш противоречит 
въ данной системе понятш и суждешй? Только одно: 
мы должны д е й с т в и т е л ь н о  с о з н а в а т ь  в с е  со- 
д е р ж а н i е п о н я т i й, с в о б о д н о е  о т ъ  п р о т и 
в о р е ч а ,  такъ какъ за все, находящееся въ настоя
ний моментъ в н е  нашего сознаны, мы, вообще, уже 
не можемъ ручаться съ безусловной достовер
ностью 25). Самонаблюдешемъ же мы можемъ убе
диться въ каждый моментъ, что сознавать (т.-е. мы
слить или представлять) мы можемъ сразу лишь конеч
ное число вещей, понятш, суждешй и, вообще, какихъ 
бы то ни было объектовъ мысли. Ч ем ъ больше число 
сознаваемыхъ одновременно такихъ объектовъ, темъ 
большее напряж ете испытываетъ наше сознаше, и, 
практически, такому возрасташю сознаваемыхъ объ
ектовъ скоро наступаетъ пределъ. За этимъ преде* 
ломъ положеше котораго зависитъ отъ индивидуаль
ной силы сознашя каждой личности, объекты уже 
вовсе не сознаются нами раздельно. И если мы про- 
должаемъ ихъ все же создавать, то уже въ силу дру- 
гихъ способностей, позволяющихъ намъ обращаться 
съ объектами к а к ъ  е с л и  бы мы ихъ сознавали раз
дельно. При этомъ такая замена действительнаго со-
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знашя основывается лишь на н^которыхъ предполо- 
жешяхъ, гипотезахъ, более или менее в^роятныхъ, и 
потому такая замена не равносильна действительному 
сознашю и, во всякомъ случае, выходитъ изъ области ло
гическая мышлешя, такъ какъ основывается на другихъ 
приндипахъ, характеръ которыхъ мы будемъ иметь слу
чай изучить д а л е е 26). Но разъ мы можемъ действи
тельно сознавать раздельно лишь конечное число гю- 
нятш, ихъ признаковъ и сужденш, изъ нихъ образо- 
ванныхъ, то мы можемъ сознавать действительно от- 
cyTCTBie противоречш лишь именно въ такой конеч
ной системе понятш и сужденш, а следовательно, лишь 
для нея можемъ иметь логически-значимое ручатель
ство въ отсутствии противоречш, т. е. въ логической 
правильности системы. Логическая же правильность 
всехъ остальныхъ системъ будетъ не безусловно до
казана и можетъ только п р е д п о л а г а т ь с я  съ боль
шею или меньшею вероятностью—смотря по обстоя- 
тельствамъ вопроса27). Такъ какъ при этомъ для того, 
чтобы сознавать раздельно все логичесюя соотноше- 
шя какой-либо системы, всего удобнее эти соотно- 
шешя предварительно пересмотреть въ последова- 
тельномъ порядке, и такъ какъ последовательно пе
ресмотреть мы можемъ тоже лишь конечное число 
понятШ и сужденш, то в о з м о ж н о с т ь  п е р е с м о 
т р е т ь  д о  к о н ц а  в с е  л о г и ч е с к ! я  с о о т н о ш е -  
н1я д а н н о й  с и с т е м ы  и м о ж е т ъ  н а м ъ  с л у 
ж и т ь  п р а к т и ч е с к и м ъ  к р и т е р 1 е м ъ  в о з м о ж 
н о с т и  л о г и ч е с к а г о  о п р а в д а н 1 я  д а н н о й  си- 
jcтем ы , т. е . у с т а н о в л е н in о т с у т с т в 1 я  в ъ н е й  

. п р о т и в о р е ч а .
> Такъ, въ математике конечной мы имеемъ дело 
только съ конечнымъ числомъ понят1й и сужденш, 
можемъ—имея достаточно времени—пересмотреть все 
следств1я изъ определений до конца, и потомзт можемъ
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сделать определешя логическн-правидьными. Точно 
также и въ общей математике мы можемъ сделать, 
логически правильными о т н о ш е н и я  о б щ и х ъ  по* 
н я т i й м е ж д у  с о б о ю ,  такъ какъ мы фактически 
употребляемъ к о н е ч н о е  число общихъ понятш, и,; 
следовательно, можемъ пересмотреть до конца все 
ихъ взаимный логичесшя соотношешя. Въ этомъ то 
смысле и можно дать исчерпывающая определешя по
нятш „черезъ постулаты".

Но въ общей математике мы разсматриваемъ не 
одни отношешя общихъ понятш и не одни обшдя пред- 
ложешя, но еще и п о н я т ! я  ч а с т н ы я ,  подчинен-' 
ныя первымъ, и частныя ,следств]я изъ общихъ пред
лож ен^. Такъ, мы разсматриваемъ не одно общее 
поняНе суммы, но еще и к о н к р е т н ы й  с у м м ы — 
напримеръ 2 +  2, 3 +  5 + 8  и т. п.—и не одинъ общш 
законъ перестановительный, но и конкретныя пе
рестановки чиселъ, которыми мы пользуемся при вы* 
числешяхъ. Этихъ частныхъ понятш и частныхъ след- 
ствШ изъ общихъ предложенш, какъ мы знаемъ, въ 
общей математике безконечно много. И вотъ, если 
бы мы пожелали на д ел е  проверить отсутств1я про- 
тиворечШ между всеми частными предложешями мате
матики, то сделать это намъ никогда бы не удалось, такъ 
какъ число частныхъ понятш безконечно. Такъ напри
меръ, давъ соответствующая определешя связей чиселъ, 
мы можемъ сделать аналитическимъ предложеше 
7 + 5  =  12, если будемъ разсматривать к о н е ч н о е  
количество чиселъ. Но при разсмотренш б е з к о н е ч -  
н а г о ихъ количества наши определешя чиселъ черезъ 
ихъ связи не будутъ ’логически правомерными, такъ 
какъ число 12 тогда должно разсматриваться какъ 
результата безчисленнаго количества различныхъ дей- 
ствш, напримеръ: 1 2 =  50 — 38, 12 =  36:3 и т. п., 
и потому нельзя буцетъ проверить oTC}7TCTBie проти-
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вор^ЬчШ между суждешемъ, выражаемымъ связью 
7 5 =  12, и остальными суждешями, въ которыя
входитъ nomiTie о числе 12,- суждешями, выражаемыми 
безчисленнымъ множествомъ другихъ ариеметическихъ 
связей; нельзя будетъ проверить, не придемъ ли 
мы при достаточномъ продолжении ариеметическихъ 
операщй къ какимъ-либо софизмамъ, наприм'Ьръ, 
къ связи 12=13, хотя мы первоначально и определили 
13 какъ не-12, такъ какъ 13 =  12 п л ю с ъ  еди
ница 28).
. Такимъ образомъ е с л и ,  д а в а я  о п р е д е л е н ! я  

и в ы с к а з ы в а я  п р е д л о ж е н Г я в ъ м а т е м а т и к ' Ь ,  
мы п р е д п о л а г а е м  ъ,  ч т о  они,  д е й с т в и т е л ь н о ,  
о б н и м а ю т ъ  б е з ъ  п р о т и в о р е ч и й  б е з  к о н е ч 
н о е  к о л и ч е с т в о  ч а с т и ы х ъ  п о н я т ш  и с л е  д- 
с т в !й , т о  н а ш и о п р е д е л  е Hi я не  б у д у  тъ л о г и 
не  с к и о п р а в д а н н ы м и ,  и, з н а  ч и т ъ,  н а ш и  
п р е д л о ж е н 1 я  не  б у д у т ъ  л о г и ч е с к и  д о к а 
з а н н ы м и .  Иначе говоря, въ математике намъ при
дется по крайней м ере допустить, какъ верхов
ный постулатъ,—н е д р о т и в о р е  ч и в о с т ь  общихъ 
аксюмъ математики или определяемыхъ черезъ нихъ 
общихъ понятш. И этотъ верховный постулатъ бу
детъ уже с о в е р ш е н н о  н е у н и ч т о ж а е м ъ  сред
ствами логики.

Действительно, если бы, следуя общему логиче
скому рецепту уничтожешя постулатовъ, мы захотели 
включить постулатъ непротиворечивости въ опреде- 
лешя общихъ понятш, то по поводу этихъ новыхъ 
определены опять возникъ бы вопросъ о ихъ непро
тиворечивости, и чтобы ихъ оправдать, н а м ъ  о п я т ь  
п р и ш л о с ь  бы д о п у с т и т ь  п о с т у л а т ъ  н е п р о 
т и в о р е ч и в о с т и .  Если бы мы попытались опять 
включить eto  въ определешя, то по темъ же сообра- 
жешямъ постулатъ возникъ бы опять, и эти попытки

з*
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могли бы продолжиться до безконечности, оставаясь, 
какъ видимъ, всегда совершенно тщетными.

3. Примеры недостаточности логики.
Этотъ обицй результатъ позволяетъ намъ теперь 

a priori утверждать, что в с е  п о п ы т к и  д о к а з а 
т е л ь с т в а  н е п р о т и в о р е ч и в о с т и  о б щ и х ъ  
а к с 1 о м ъ  м а т е м а т и к и  д о л ж н ы  б ы т ь  б е з п л о д -  
н ы м и ,  и что во вс^хъ предполагаемыхъ такихъ до- 
казательствахъ въ лучшемъ случае должны заклю
чаться кашя-нибудь скрытыя допугцешя, обнаружеше 
которыхъ привело бы вопросъ къ первоначальному 
п олож ент. Поэтому все так1я попытки можно срав
нить съ попытками р е ш е т я  тех ъ  знаменитыхъ за- 
дйчъ—о трисекцш угла, о квадратуре круга и т. д.,— 
неразрешимость которыхъ при известной постановке 
вопросовъ теперь строго доказана.

Для примера, мы теперь и разсмотримъ одинъ изъ 
возможно-предполагаемыхъ такихъ путей р еш етя  на
шей проблемы. Именно, можно было бы подумать, что 
для оправдашя общихъ определены математики, изъ 
которыхъ вытекала бы логически безконечная ве
реница частныхъ следствий, применимъ тотъ ме- 
тодъ проверки правильности определенш, который 
состоитъ въ указаны хоть одного ч а с т н а г о  п р и 
м е р а ,  где бы все приписываемый определешями 
свойства понятш могли бы мыслиться безъ противо
реча. Действительно, если в с е  данныя определе
шями связи не будутъ противоречить другъ другу въ 
одномъ частномъ случае, т. е. въ одной определен
ной системе понятш, то оне не будутъ противоре
чивыми и вообще, такъ какъ въ силу закона тожде
ства мы должны ихъ мыслить всегда одними и теми 
же, И вотъ, если бы мы могли найти хоть одинъ при-
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мЪръ, хоть одну строго-определенную логически 
и, следовательно, к о н е ч н у ю  группу частныхъ по
нятш, въ которыхъ бы совместились безъ противо
речив в с е  свойства, высказываемый въ общихъ опре- 
делешяхъ, то эти определешя были бы логически 
оправданы.

Но если мы желаемъ, чтобы обшдя свойства, черезъ" 
который мы определяемъ математичесшя поня^я, да
вали намъ возможность судить обо всемъ безконеч- 
номъ ряде понятш и суждешй математики — напри- 
меръ, обо всемъ ряде чиселъ,—то мы какъ разъ та
кой конечной группы и не найдемъ, такъ какъ, по 
условш, наши ствойства должны касаться безконеч- 
наго, а не конечнаго ряда.

Если бы, напримеръ, в с е  свойства, которыми мы 
,желаемъ определить числа, совместились въ какой-либо 
конечной группе чиселъ, то мы—при помощи однихъ 
нашихъ определений—уже н е  м о г л и  бы в ы й т и  з а  
п р е д е л ы  т а к о й  г р у п п ы .  Ибо если бы хотя одно 
наше определеше указывало на число вне нашей 
группы, то это определеше въ пределахъ нашей группы 
уже не могло бы быть проверено, и, следовательно, 
группа не удовлетворяла бы условш. Если же ни одно 
определеше чиселъ черезъ обшдя свойства не ведетъ 
за пределы группы, то мы гЬмъ самымъ не могли 
бы разсматривать чиселъ вне группы, такъ какъ наши 
определешя не вводили бы ихъ въ математику, и, сле
довательно, мы имели бы не безконечное, а конечное 
число математическихъ понятш, что опять противо- 
речитъ условтю.

Итакъ, определешя математическихъ понят!й черезъ 
обшдя свойства не могутъ быть оправданы на примере 
въ конечной группе математическихъ понятш. На 
безконечной же группе мы опять не будемъ въ со- 
стоянш проверить все следств1я изъ нашихъ опреде-
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лешй, такъ какъ никогда не исчерпаемъ эти слгЬдствш, 
И такимъ образомъ путь оправдашя на примере опре- 
Д'Ьленш общей математики, какъ и следовало ожидать 
на основанш общихъ соображенш, тоже закрыть.

Для иллюстрацш этого положешя воспользуемся 
прим^ромь П уанкарэ29), разсмотр'Ьвшаго следуюшдя 
пять общихъ аксюмъ, на которыхъ Пеано желаетъ 
построить ариеметику:

I. Ноль есть целое число.
II. Ноль не следуешь ни за какимъ ц'Ьлымъ чис- 

ломъ.
III. Следующее за хНлымъ числомъ есть целое.
IV. Два щЬлыхъ числа равны, если сл'Ьдуюипя за 

ними равны.
V*. Пятая аксюма есть принципъ, такъ называемой, 

„полной индукцш".
Можно считать эти акею мы— какъ это и делаешь 

Кутюра—за о п р е д гЬ л е н ! я  ноля, ц'Ьлаго числа и 
числа „сл'Ьдующаго за даннымъ“. Но чтобы иметь на 
это право, необходимо 'показать, что данное общее 
определение не влечетъ за собой противор*Ьчш въ 
прим^нешяхъ къ частнымъ случаямъ. Попробуемъ же 
убедиться въ этомъ на примере.

Возьмемъ группу чиселъ; 0, 1,2. Можно проверить, 
что она удовлетворяешь аксюмамъ I,II, IV и V, т. е. не 
противоречишь высказаннымъ въ четырехъ акс!омахъ 
свойствами Но чтобы она удовлетворяла Ш-му опреде- 
лешю, надо, чтобы и 3 было целымъ числомъ, потому 
что, по определешю Ш-му, за целымъ 2 должно сле
довать целое же. Следовательно, надо, чтобы группа 
0 ,1,2,3 удовлетворяла всемъ аксюмамъ.

Можно проверить и для этой группы соглаае съ 
аксюмами I,II, IV и V, но, чтобы она удовлетворяла 
Ш-ей, надо, чтобы 4 было целымъ числомъ и чтобы 
группа 0 ,1 ,2 ,3 ,4  удовлетворяла аксюмамъ. Такъ

И. Д. МЕНДТйДСМВЪ.



можно идти далее до безконечности, никогда не про- 
вЪривъ вс'Ьхъ аксюмъ на примере. И легко видеть, 
что этотъ результатъ не случаеяъ, а им^етъ место 
именно потому, что обнця свойства, определяюгщя 
бесконечную группу понятий, не могутъ совместиться 
въ группе конечной, такъ какъ хоть одно определе- 
ше должно вести за пределы группы. Роль этого 
определешя въ разсматриваемой системе и играетъ 
аксюма Ш-ья, которая обезпечиваетъ неопределенное 
возрастите числа разсматриваемыхъ понятш, т. е. ве~ 
детъ къ безконечности. Поэтому же нельзя убедиться 
въ правомерности аксюмъ Пеано, и пересматривая 
все следств1я изъ нихъ.

Другимъ примеромъ недостаточности логики мо- 
жетъ служить T e o p i a  п р е д ^ л о в ь ,  на которой 
основывается весь анализъ безконечно - малыхъ. 
Можно утверждать заранее, что построеше этой тео
рш требуетъ допущешя понятш или аксюмъ, непро
тиворечивость которыхъ не можетъ быть доказана, 
такъ какъ въ теорш пределовъ мы должны иметь 
дело съ безконечно-большимъ количествомъ значешй 
переменнаго, т. е. съ безконечнымъ количествомъ 
объектовъ. Поэтому утверждеШя теорш пределовъ не 
могутъ быть ни непосредственно-проверены, ни оправ
даны на примере въ какой-либо конечной группе по
нятш, и потому требуютъ неоправдываемыхъ логи
чески постулатовъ, присутств1е которыхъ и составляло 
главное препятств1е для .развитш всехъ связанныхъ 
съ Teopieft пределовъ областей математики 30). Чтобы 
преодолеть эти препятствия, нуженъ былъ въ древ
ности генш Архимеда, а въ новое время—генш Нью
тона и Лейбница.

Какъ известно, для построешя теорш пределовъ 
необходимо допустить аксюму о существовати т о ч 
на  г. о в ы с ш а г о  п р е д е л а ,  гласящую, что всякая
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увеличивающаяся переменная, остающаяся меньшей, 
какого-нибудь постояннаго числа, илгЬетъ точный' 
высшШ пред^лъ, иначе говоря—что въ данномъ слу
чай можно всегда указать число („точный пределъ"), 
разность между которьшъ и переменной можетъ быть 
сделана сколь угодно малой. Впрочемъ, эту аксюму 
можно д о к а з а т ь .  Но такое доказательство не изба- 
вляетъ насъ отъ существенно новой аксюмы, такъ 
какъ при немъ приходится скрытымъ образомъ или 
явно опереться на другую аксюму — а к с 1 о м у  д е 
л и м о  сти,  утверждающую, что при всякомъ а и п, 
(хотя бы только целомъ) можно найти всегда такое 
х , чтобы а — п х , иначе говоря, что в с я к о е  ч и с л о  
а д е л и м о  до  б е з к о н е ч н о с т и .  Но такая ак- . 
cioMa не можетъ быть ни непосредственно проверена, 
ни оправдана на примере, а потому не будетъ логи
чески доказана и ея непротиворечивость въ связи съ 
прямыми определешями чиселъ; и вотъ въ необходи
мости допустить такую аксюму и сказывается невоз
можность построешя теорш пределовъ при помощи 
принциповъ одной логики.

Поэтому же все теорш и р р а ц г о н а л ь н ы х ъ  чи
с е л ъ ,  какъ основанныя на разсмотренш пределовъ 
и безконечныхъ совокупностей объектовъ, не могутъ 
быть сведены къ одной логике и требуютъ допущешя 
логически неоправдываемыхъ аксюмъ. Такъ, напри- 
меръ, при определены иррацюнальныхъ чиселъ че- 
резъ „разрезы" Дедекинду приходится просто д о 
п у с к а т ь  существоваше иррацюнальныхъ чиселъ 
следующей аксюмой: „Если совокупность действи- 
тельныхъ чиселъ можетъ быть разделена на два 
такихъ класса, чтобы каждое число иерваго класса 
было меньше каждаго числа второго класса, то 
с у  щ е с т в у е т ъ  д е й с т в и т е л ь н о е  ч и с л о ,  и 
только одно, которое производитъ это разделеше" si).
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Такъ какъ въ математике „существовать" значишь 
„не заключать въ себе противоречив, то этой аксю- 
мой, въ сущности, постулируется лишь отсутств1е 
протйворечш при разсмотр'Ьнш неопределенно про
должающаяся дроблешя ращональныхъ чиселъ на 
все более мелшя части, и распределена этихъ частей 
на два класса, т. е. постулируется лишь возможность 
построешя логически - правильной ариеметики для 
безпредельнаго количества чиселъ. Но мы знаемъ, 
что именно такой постулатъ и не можешь быть оправ- 
данъ средствами одной логики, въ чемъ и сказывается не
достаточность последней для построешя данной теорш.

Заметимъ, между прочими, что Рессель 32) думали 
дать ч и с т о - л о г и ч е с к у ю  Teopifo ирращональныхп 
чиселъ, о п р е д е л я я  действительное число, какъ со
вокупность всехъ ращональныхъ чиселъ, отвечаю- 
щихъ низшему классу, упомянутому въ аксюме Деде- 
кинда. Но въ определены Ресселя приходится посту
лировать, что такая совокупность—да еще безконеч- 
наго множества чиселъ! — всегда существуешь безъ 
протйворечш, что невозможно проверить уже и для 
-одной совокупности, а темъ более, когда постулатъ 
высказывается о безконечномъ количестве такихъ со
вокупностей, Поэтому точка зреш я Ресселя не пред
ставляешь въ логическомъ смысле никакихъ преиму- 
ществъ по сравненпо съ теорхей Дедекинда.

Всеми этими примерами, такимъ образомъ,и под
тверждается наше общее закдючеше, что если: для ко
нечной математики пользоваше однеми логическими 
операндами было бы лишь неудобно, то для матема
тики вообще это уже совершенно невозможно.

4, Структура математики.
Такая недостаточность для математики логическаго 

мышлешя требуешь еще изследовашя ея внутреннихъ



причинъ, лежащихъ. очевидно, въ общихъ услов]яхъ 
нашего познашя. Чтобы выяснить эти причины, мы и 
должны теперь остановиться на вопросе о роли ло-' 
гики въ познанш вообще въ зависимости отъ -его’ 
общей структуры, и съ этой общей точки зр^шя 
осветить ее роль уже и въ математике въ зависи* 
мости отъ структуры последней.

Недостаточность логическаго мышлешя для есте- 
ствознашя понятна. Она зависитъ отъ того, что ло
гическое мышлеше касается понятш и сужденш лишь, 
со стороны формы, а не содержашя, и, следовательно 
о д н о  не можетъ дать иоложительнаго знашя о дей
ствительности. Не можетъ оно дать достаточнаго для 
насъ знашя и въ совокупности съ однимъ опытомъ, 
такъ какъ опытъ вливаетъ въ логичесшя формы лишь 
рядъ сужденш строго-единичныхъ („камень упалъ*, 
„стало светло" и т. д .)33), не выходящихъ за пределы 
этого самаго опыта, между темъ какъ ценное знаше 
необходимо должно выходить за эти пределы 34). По
этому то "и понятно, почему для построешя естество- 
знашя требуется еще иной, сверхлогическш принципь, 
какимъ и является п р и н ц и п ъ  н а и б о л ь ш е й  п р о 
с т о т ы  или „экономш мышлешя", обосновываюнцй 
все роды индуктивныхъ выводовъ 35).

Н е такъ просто объясняется недостаточность ло
гики для построешя математики. Въ математическомъ 
познанш мы уже не имеемъ дела ни съ внешней 
действительностью, проявляющейся въ опыте, ни съ 
суждешями единичными. Объекты математики создаются 
нами самими, и притомъ мы можемъ убедиться, что 
э т о - -п о н я т 1 я  о б н п я ,  порождающая обшдя же, а не 
единичныя суждешя. Такъ какъ это последнее поло- 
жеше необходимо для правильнаго пояимашя места 
математики въ познанш, то, прежде чемъ перейти къ 
дальнейшему, мы это положеше точно и установимъ.
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Убедиться въ томъ, что все понят!я математики 
суть понят1я общ!я, мы можемъ, доказавъ, что даже 
самыя частныя поняНя, надъ которыми оперируетъ 
математика, являются уже по нянями общими. А для 
этого мы должны лишь показать, что тадовыми 

.являются поня^я объ отд'Ьльныхъ ЙДлЫХЪ положи- 
тельныхъ числахъ— понятия: „1“, „2“, „3“ и т. д,—и 
объ отдЪльныхъ д^йств1яхъ надъ ними, такъ какъ 
можно показать, что эти понят1я и являются самыми 
частными и при томъ е д и н с т в е н н ы м и ,  на который 
разлагаются все остальныя понят1я математики.

Действительно, мы можемъ констатировать, что 
вс^мъ остальнымъ понят1ямъ математики подчинены 
всегда каюя-либо понят1я более частныя,—наприм^ръ, 
ионятда суммы подчинены поня^я объ отдельныхъ 
конкретныхъ суммахъ, понятш числа подчинены по
нятш объ отдельныхъ конкретныхъ числахъ и т. д., 
между т^мъ какъ поняНямъ отдельныхъ чиселъ (и 
отдельныхъ действш надъ ними) уже не подчинены 
в.ъ п р е д ' Ь л а х ъ  м а т е м а т и к и  никаыя друпя по
н я т .  Такъ что в ъ  п р е д е л а х ъ  м а т е м а т и к и  от
дельный числа являются даже какъ бы поняыями е д и 
н и ч н ым и ,  или, говоря точно: понят1ями н а и б о л е е  
ч а с т н ы м и .

Но при этомъ можно убедиться, что это и суть 
е д и н с т в е н н ы й  наиболее частныя понят1я,на кото
рый разлагаются въ конце-концовъ все безъ исклю- 
чешя более обшдя понят1я математики. Действительно, 
мы знаемъ, что въ чемъ бы ни состояла математиче
ская Teopia, она всегда сводится къ изучешю раздич- 
ныхъ видовъ функщональныхъ зависимостей, а всякая 
функщональная зависимость всегда выражаетъ неко
торое соотнош ете величинъ, или—что то же—некото- 
рыхъ чиселъ, измеряющихъ эти величины. А что 
такое все, вообще, виды чиселъ? Въ конце-кон-
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цовъ—какъ это выяснили особенно работы Вейер-_ 
штрасса, Дедекинда, Кронекера—это в с е г д а  лишь 
различный комбинацш ц'Ьлыхъ положительныхъ чи- 
селъ— „3м и т. д .,— лишь отличаюнцяся пра
вилами действ]й надъ этими числами. Такъ, нанримЪръ, 
дробныя числа суть комбинацш пары ц^лыхъ положи- 
тельныхъ чиселъ (а, Ь)—„числителя44 и „знаменателя"; 
иррацюнальныя числа суть комбинацш безпред^льно 
увеличивающагося ряда по опред,Ьленнымъ правиламъ 
составляемыхъ дробныхъ, а следовательно, въ конце- 
концовъ, и целыхъ положительныхъ чиселъ. И вообще 
кашя бы мы ни придумывали символически исчисления 
(вроде исчислешя кватернюновъ), все они будутъ 
отличаться лишь правилами д е й с т в ш— в с е  н а д ъ  
т е м и  ж е  ц е л ы м и  п о л о ж и т е л ь н ы м и  числа* 
м и, являющимися такимъ образомъ единственнымъ 
матер1аломъ, на который разлагаются все более обшдя 
понят1я математики 36). Но точно также и все понят1я 
геометрш, механики и, вообще, всякой имеющей ма- 
тематическш характеръ теорш, въ конце-концовъ, 
разлагаются на одни понят1я целыхъ положительныхъ 
чиселъ, такъ какъ все геометричесюя, механичесшя 
и т. п. соотношешя являются лишь особыми видами 
функцюнальныхъ зависимостей, и, следовательно, въ 
конце концовъ, сводятся къ соотношешямъ опреде- 
леннымъ образомъ связанныхъ чиселъ, что и подтвер
ждается возможностью иостроешя насквозь-аналити- 
ческой геометрш, механики и т. д. 37). Такимъ обра
зомъ целыя положительныя числа, какъ единственный 
самый частный матер1алъ математики, являются какъ бы 
отдельными кирпичами, на которые разлагается и изъ 
которыхъ строится все здаше математическихъ наукъ, 
или какъ бы органическими клетками математиче- 
скаго тела 38).

И такъ, чтобы показать, что все поняли матема
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тики,- разсматриваемыя уже не въ пред'ктахъ одной 
математики, а во всей совокупности познашя, суть 
понятш обнйя, намъ достаточно показать, что тако
выми являются уже все отдельный ц^лыя числа, на- 
примеръ, число Разсмотримъ же, что выражаетъ 
каждое такое число.

-Мы не будемъ при этомъ касаться вопроса о точ- 
номъ определены числа, чему более или мен'Ье удач
ный попытки делались какъ математиками прошлаго 
стогкпя— Г ельмгольтцемъ, Кронекеромъ, Дедекин- 
домъ,—такъ и представителями новейшей логической 
школы—Пеано, Рёсселемъ и другими 39). Намъ доста
точно лишь констатировать, что каждое отдельное 
число—наприм'йръ, число 5—обнимаетъ целый классъ 
самыхъ различныхъ понятш, какъ наприм’Ьръ: „пять 
ор'Ьховъ", „комната высотою въ пять аршинъ", „пять 
вн'Ьшнихъ чувствъ“, „пять склоненш", „пять добро
детелей", и, вообще, безчисленное множество по
нятш, начиная съ грубо-матер1альныхъ я кончая

- отвлеченно-духовными. Такимъ образомъ для вс^хъ 
этихъ подчиненныхъ понятш отдельное число „пять“ 
’является общимъ понят!емъ, выражающимъ какое-то 
общее свойство подчиненныхъ ему объектовъ; и 
такъ какъ то же самое им^етъ место и для каждаго 
изъ остальныхъ чиселъ—1, 2, 3 и т. д .,— то все они

- суть понят!я обиця.
Но такъ какъ . мы видели, что отдельный числа 

суть единственный и самый частный матер!алъ мате
матики, то, следовательно, въ математике, вообще, 
нЪтъ уже единичныхъ понятш, а лишь понят1я обшдя, 
и потому для нея не имеетъ силы то объяснеше не
достаточности логики, которое делаетъ понятной эту 

. недостаточность въ естествознаши, где мы имеемъ 
дело съ сырымъ матер!аломъ поняли строго-единич- 
'ныхъ. Насколько отличается логически! характеръ
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математическаго п ознатя отъ естественно-научнаго, 
можно видеть уже изъ того, что для естествознашя 
поня;т1е объ отд^льномъ числе является последний 
результатомъ сложной работы отвлечения *°), между 
т'Ьмъ какъ для математики то же поняпе является 
наиболее простымъ, съ котораго она еще только на- 
чинаетъ свою работу. И такимъ образомъ, въ смысле 
общности своихъ понятШ, математика составляете 
какъ бы с л е д у ю щ е й  э т а ж ъ  въ лестнице понятш, 
лишь соприкасающшся съ низшимъ этажемъ при по
мощи понятш объ отд'Ьльныхъ числахъ.

5 Почему недостаточна логика.

Однако, если логичесюя структуры естествознашя 
и математики не тождественны, все же оне предсТа- 
вляютъ между собой известную а н а л о г i ю. Въ са- 
момъ д'Ьл'й, какъ естествознаше получаетъ извне свой 
первоначальный сырой матер1алъ въ виде чистаго 
опыта, такъ и математика извне (т. е. изъ предыду
щей обобщающей работы, которая уже не входитъ въ 
математику) получаетъ свой сырой матер!алъ въ виде 
чиселъ и разсматриваетъ этотъ матер1алъ тоже какъ 
первоначальный, такъ какъ вопросъ о томъ, какой 
смыслъ придавать числамъ, кашя изъ нихъ делать 
применения, входитъ уже въ задачу не математики, а 
ея приложешй, т. е. въ задачу естествознашя. Какъ 
естествознаше изъ своего наиболее частнаго мате- 
р1ала, т. е. изъ строго-единичныхъ суждений чистаго 
опыта стремится получить более обшде выводы, такъ 
точно поступаетъ и математика со своимъ наиболее 
частнымъ матер1аломъ, такъ какъ мы знаемъ, что 
понят1е объ отд'Ьльныхъ числахъ охватывается после
довательно рядомъ все более об[цихъ понят1й, кончая 
п ош тем ъ  о функциональной зависимости вообще. И
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такймъ образомъ математика является лишь продол- 
жешемъ обобщающаго процесса естествознатя, т. е. 
г&мъ же процессомъ, но лишь совершающимся на 
высшихъ ступеняхъ общности понятш 41). Иначе и не 
можетъ быть, потому что всякое ценное познаше 
должно руководствоваться однимъ и т^мъ же прин- 
ципомъ — п р и н ц и п о м ъ  н а и б о л ь ш е й  п р о с т о 
ту , изъ котораго и вытекаетъ въ ц^ляхъ экономш 
мышлешя необходимость объединешя более частныхъ 
понятш все бол'Ье общими. Въ силу этихъ общихъ 
гчертъ естествознашя и математики й становится по- 
; нятнымъ, почему здесь и тамъ логическое мышлеше 
'играетъ по существу одинаковую роль.

Правда, въ силу того, что въ математике мы уже 
поднялись въ сферу общихъ понятш, мы въ ней не 

"будемъ иметь дтЬла съ Т'Ьмъ хаотическимъ матер1а- 
домъ сужденш, какйя намъ доставляетъ непосредствен
ный опытъ. Объекты математики, какъ понят!# обшдя 
и нами создаваемый, будутъ для насъ существовать 
лишь въ силу о п р е д е л е н ! й ,  сводящихъ ихъ къ 
наименьшему числу понятш первоначальныхъ, и это 
справедливо, конечно, даже для самыхъ. частныхъ по
нятш математики, какими являются, какъ мы видели, 
понят1я объ отд'Ьльныхъ ц’Ьлыхъ положительныхъ 
числахъ. Действительно, какъ известно, все отдель
ный числа могутъ быть получены черезъ сложеше 
единицъ, и потому, принявъ за первоначальный поня- 
тзе е д и н и ц ы  и понят1е с л о ж е н 1 я с ъ  е д и н и ц е й ,  
мы можемъ получить логическое определеше для 
каждаго отдельнаго числа — 2, 3, 4 и т. д.,—символи
чески выражаемое формулами: 2 =  1 + 1 ,  3 = 2 + 1  
4 =  3 +  1 и т. д., где знакъ равенства выражаетъ 
знакъ логическаго тождества и заменяетъ связку 
„есть". Для возможности суммирован!я чиселъ къ 
этимъ определешямъ математика должна прибавить
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еще рядъ опред'Ьлензй дополнителышхъ, указываю- 
щихъ на различный логичесшя связи отд’Ьльныхъ чи* 
селъ между собою, найрим'Ьръ, какъ мы видели, для вы
вода 2 —[— 2 =  4 надо определить, что 2-f-2 =  (2-f-l)-f- 1. 
Точно также и для возможности производства другихъ 
действш надъ числами мы должны сделать еще дру
гая определеи1Я, связываюиця числа между собой, но 
если мы ограничимся суммировашемъ и, вообще, произ- 
водствомъ действий надъ числами лишь въ конеч 
ныхъ пределахъ, то всехъ этихъ определены будетъ 
число конечное, и, следовательно, они могутъ быть 
сделаны логически-правомерными прямой проверкой. 
Такимъ образомъ отдельный наиболее частный по
няли математики уже не составляютъ хаотическаго 
матергала, а все связаны между собой определешями.

Обратимъ, однако, внимаше, какого рода эти опре
делешя. Эти определеш я суть определешя о т ъ  
ч а с т н ы х ъ  п о н я т 1 й  к ъ  ч а с т и ы м ъ .  Они при
надлежать къ  тому типу номинальныхъ определенш, 
къ какому принадлежитъ, напримеръ, следуюшдй рядъ: 
„Великоросая, МалоросПя, Польша и т. д., вместе 
взятыя, суть Европейская Росая"; „Европейская Рос- 
cin, Гермашя, Франщя и т. д., вместе взятыя, суть 
Европа"; „Европа, Африка, Asia, вм есте взятыя, суть 
Старый С ветъ “. Точно также и для чиселъ: „единица 
и единица, вместе взятыя, суть два", „два и единица, 
вместе взятыя, суть три" и т. д. Такимъ образомъ, 
хотя эти прямы я определешя и объединяютъ все 
частный математическая понят1 я, но все же они не 
о б н и м а ю т ъ  чиселъ, какъ обцця поняыя обнимаютъ 
частныя, а лишь связываютъ ихъ между собой, такъ 
что ' сколько чиселъ, столько, по крайней мере, и 
определен^ 42). И потому наиболее частный матер1алъ 
математики представляетъ все же некоторую ослаб
ленную аналогш матер!алу естествознашя: какъ въ
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этомъ посл'Ьднемъ для получения каждаго новаго еди- 
ничнаго объекта познашя требуется о т д е л ь н ы й  
а к т ъ  воспр!ят!я, такъ и въ математике для каждаго 
новаго числа требуется о т д е л ь н ы й  а к т ъ  опреде- 
лешя. И если въ естествознанш законы логики намъ 
недостаточны потому, что мы не можемъ такими от
дельными BocnpinTiHMH охватить всю действитель
ность, включая всю вереницу давно-прошедшаго и 
будущаго времени и все пространство, то эти же 
законы должны быть недостаточными и въ математике, 
такъ какъ мы тоже не можемъ охватить всехъ чиселъ 
безконечнымъ количествомъ отдельныхъ актовъ опре- 
делешя, ибо мы знаемъ, что мы можемъ сознавать 
раздельно лишь конечное число отдельныхъ актовъ, 
и лишь конечное число таковыхъ можемъ совершать 
последовательно.

Какъ известно, естествознаше, не будучи въ со* 
стояшя охватить всей действительности прямымъ вос- 
пр1яТ1емъ и охватывая лишь малую ея часть въ 
нашемъ действительномъ опыте, все же стремится 
всю действительность охватить, и для этого, заключая 
на основанш нашего опыта отъ частнаго къ общему, 
строитъ рядъ общихъ сужденш, выражающихъ законы 
природы и, вообще,—гипотезы науки. Такое знаше 
уже не будетъ логически достовернымъ, но все же 
будетъ для насъ значимымъ, какъ вероятное знаше, 
построенное на ценныхъ для насъ познавательныхъ 
принципахъ 43). Аналогпо этого мы имеемъ и въ мате
матике. Не будучи въ состоянш охватить все отдель
ный числа рядомъ определенш частныхъ, математика 
стремится создать ташя обиця определешя, чтобы все 
свойства отдТльныхъ чиселъ вытекали изъ этихъ 
определёшй, какъ простыя следств1я. Такимъ обра- 
зомъ математика поднимается на следующую ступень 
обобщешя и надъ рядомъ своихъ частныхъ понятш и
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частиыхъ определенш она надстраиваетъ новый этажъ 
общихъ понятш и общихъ определений, подчиняю- 
щихъ прежшя определения и понятчя. Такъ, она опре
деляешь понятля о ц^Ьломъ положителыюмъ ч и с л е  
в о о б щ е  черезъ некоторый обшдя его свойства— 
напрйм’Ьръ, черезъ пять оксхомъ Пеано, поняше о 
с у м м ^  в о о б щ е  черезъ ея обшдя свойства и т. д. 
Поэтому въ математике мы'им'Ьемъ по необходимости, 
по крайней м ере, д в е  с и с т е м ы  о п р е д е л е н ^ 44): 
определенш отъ частнаго къ частному, связывающихъ 
между собой все поняНя одинаковой общности (на- 
прим'Ьръ, числа), и определенш общихъ, содержащих!, 
въ себе все частныя понятая, какъ подчиненный.

Опред^ленхя обцдя уже даютъ возможность обнять 
всю безконечную щЬпь математическихъ более част-' 
ныхъ понятий, такъ какъ каждое общее пояят1е, 
вообще, содержитъ въ себе все понятая подчиненный. 
Однако, въ этомъ логическомъ преимуществе общихъ 
понятш лежитъ и ихъ логическая слабость, какъ и 
въ естествознанш. Правда, давъ систему общихъ опре- 
д'Ьлешй, мы можемъ проверить отсутств!е иротиво- 
р^чш  въ этихъ определешяхъ м е ж д у  с о б о й ,  такъ 
какъ по необходимости такихъ общихъ определенш 
мы можемъ создать лишь конечное число и, следова
тельно, мы можемъ ихъ вНзхъ обозреть прямой про
веркой. Но въ томъ, что все частный следств1я изъ 
общихъ определены не войдутъ въ противореч1е съ 
частными определешями, непосредственно данными, 
мы уже не можемъ убедиться, такъ какъ частныхъ 
определенш мы можемъ создавать неопределенно 
много и, следовательно, никогда путемъ прямой про
верки ихъ нё исчерпаемъ.

Правда, во избежаше могущихъ встретиться про
ти вореча можно было бы заранее условиться, что 
мы будемъ давать лишь таюя частныя определешя,



■НЕДОСТАТОЧНОСТЬ ДЕДУКЦ1И. 51

который не противоречили бы определешямъ общимъ, 
отбрасывая остальныя. Но тогда не будетъ известно: 
молСемъ ли  мы д а т ь  с к о л ь  у г о д н о  б о л ь 
шой р я д ъ  т а к и х ъ  ч а с т и  ы х ъ  о п р е д е  л е яг й? 
И это всегда придется лишь д о п у с к а т ь ,  какъ по
стулата. Иначе говоря, въ математике придется, по 
крайней мере,допустить, что б е з к о н е ч н ы й  р я д ъ  
ч а с т н ы х  ъ п о н  я Tift, подчиненныхъ общимъ опре- 
делешямъ математики^ м о ж е т ъ  с у щ е с т в о в а т ь  
б е з ъ  п р о т и в о р е ч а .  Ибо никакимъ логическимъ 
методомъ д о к а з а т ь  этого мы не можемъ.

Можно было бы возразить, что т'акъ дело обстоитъ 
не въ одной математике, а везде, где изъ общихъ 
суждении приходится извлекать частныя следств1я. 
Общее суждеше, вообще, обнимаетъ все следств1я, 
Сколько бы ихъ ни было, и, однако, извлекая эти 
следств!я, мы за пределы логики не выходимъ, такъ 
какъ все время вращаемся въ сфере однихъ силло- 
гизмовъ. Пусть, напримеръ, мы имеемъ общее сужде
ше: „все люди смертны44, каторое.мы можемъ разсма- 
тривать какъ определеше понята „человекъ44 черезъ 
признакъ смертности. Мы можемъ создать рядъ част- 
ныхъ понятш, подчиняя ихъ понятно „человекъ44 
рядомъ определенш, напримеръ, „Сократа— че'ло- 
в*Ькъ“, „Кай — человекъ44 и т. д., и мы знаемъ, что, 
извлекая изъ этихъ определенш по принципамъ сил
логизма следств1я: „Сократа—смертенъ44, „Кай-смер- 
тенъ44 и т. д., мы къ противоречш не придемъ, такъ 
какъ если какое-либо понята не подойдетъ подъ при- 
зйакъ смертности, то мы просто скажемъ, что темь 
самымъ это понят1е не подходить и подъ понята 
„человекъ44. А если такъ, то почему же мы говоримъ, 
что мы можемъ придти къ противореч1ю, извлекая 
частныя следств1я изъ общихъ понятш математики?

Но дело въ томъ, что во всякой логической системе
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общихъ сужденш, въ которой мы хотимъ оставить за 
собой свободу извлекать все сл'Ьдств1я, заведомо не 
встречая противореча, мы должны оставить откры- 
тымъ все вопросы объ и н д и в и д у а л ь н ы х ъ  о с о 
бе  н н о с т  я х ъ  подчиненныхъ понятзй, т. е. о такихъ 
ихъ логическихъ признакахъ, которые справедливы 
т о л ь к о  относительно каждаго изъ нихъ въ отдель
ности. Именно Т'Ьмъ самымъ, что мы даемъ о б иля 
определеш я, мы уже ничего не можемъ сказать въ 
нихъ объ единичному свойстве каждаго подчиненнаго 
понят1я. Только въ томъ случае, если мы отказываемся- 
принимать во внимаше эти индивидуальный свойства 
понятш подчиненныхъ, мы и можемъ утверждать, что 
.обнця определешя обнимаютъ все частные случаи 
безъ противореча, потому что, если мы имеемъ для 
образования индивидуальныхъ особенностей понятш 
к а к о й  бы т о  ни  б ы л о  и с т о ч н и к ъ  (который не 
лежитъ въ общихъ олределеш яхъ, такъ какъ мы ви
дели, что они не даютъ индивидуальныхъ особенно
стей понятШ), то мы не будемъ иметь въ нашей си
стеме общихъ определений никакого логическаго руча
тельствами те  результаты, къ которымъ насъ приведетъ 
деятельность этого источника. Такъ, мы не будемъ 
знать: 1) действительно ли этотъ источникъ доставить 
намъ б е з ч и с л е н н о е  множество индивидуальныхъ 
свойствъ, необходимыхъ для создашя безчисленнаго 
множества индивидуальныхъ понятий; 2) не приведетъ 
ли ихъ этотъ источникъ роковымъ образомъ къ не- 
которымъ противореч1ямъ?

Между темъ, въ математике мы имеемъ какъ разъ 
такой случай безчисленнаго множества понятш и нди- 
в и д у а л ь н ы х ъ ,  подчиняемыхъ нами общимъ опре- 
делешямъ. Въ самомъ деле, каждое частное матема
тическое понят1е — к а ж д о е  ч и с л о  — имеетъ свою 
индивидуальную особенность, ему одному присущую,
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именно и выражаемую его частнымъ опредЪлешемъ. 
Наприм'Ьръ, оиред'Ьлешемъ 8 =  7 1 выражается, что
свойство быть суммою семи и единицы изъ вс'Ьхъ 
чиселъ принадлежитъ восьми и т о л ь к о  восьми. И 
если бы какое-либо число не отличалось подобной 
индивидуальной особенностью отъ другого, то оно 
было бы просто р а в н о  другому. Поэтому на осно
вами определешй общихъ свойствъ числа еще нельзя 
сказать, можно ли создать безъ противор'йчш сколько 
угодно чиселъ. И действительно, н е  д а в ъ  н а  са- 
момъ д ^ л е  в с е х ъ  о п р е д е л е н ш ч и с е л ъ д о И ,  
мы не имеемъ права утверждать, что нами можетъ 
мыслиться безъ противореч1я съ предыдущими и число 
N-j-1, а такъ какъ мы на д еле  можемъ создать лишь 
конечное число определены, то мы и не имеемъ ло- 
гическаго основашя относить ко всему безконечному 
ряду чиселъ, индивидуально различныхъ, oбщiя свой
ства, даваемый общими определешями. И такимъ обра- 
зомъ" мы видимъ, что это то с о в м е щ е н 1 е  о б щ и х ъ  
с в о й с т в ъ  в ъ  б е з к о н е ч н о м ъ  р я д е  и нд ив и-  
д у а л ь н о - р а з л и ч н ы х ъ  п о н я т i й и не поддается 
логическому контролю.

Легко заметить, что это — въ более смягченномъ 
виде повтореше того, что мы имеемъ въ естество
знании. Тамъ изъ строго-единичныхъ суждешй опыта 
мы должны вывести суждешя обшдя—гипотезы о при-, 
роде,- и  не можемъ этого сделать съ достоверностью, 
г. е. по однимъ логическимъ законамъ, такъ какъ ни
когда не можемъ ручаться, что неопределенно-возра- 
стающш рядъ опыта не войдетъ въ противореч1е съ 
установленнымъ нами общимъ знашемъ. Здесь мы 
имеемъ рядъ определешй или основанныхъ на нихъ 
суждешй, который, какъ мы видели, в ъ  п р е д е д а х ъ  
м а т е м а т и к и  можно считать тоже единичными, су- 
ждешй, который мы подчиняемъ основаннымъ на об-
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щихъ определешяхъ суждежямъ общимъ, но опять'яе 
можемъ сделать этого съ достов ерностью, не 'будучи 
въ состоянш ручаться за отсутств1е противор^чш въ 
неопред'Ьленно-возрастающемъ ряде частяыхъ ноня- 
Tift и сужденш математики.

И если мы теперь вглядимся во внутреншя при
чины недостаточности логики для построешя всей ма
тематики, то мы увидимъ, что эта недостаточность 
зависитъ отъ невозможности соблюсти до конца фор̂  
мальный характеръ математическихъ теорш. Перво
начально мы определили математику, какъ дисциплину 
чисто-формальную, изсл^дующую не действительность, 
а лишь формы нашихъ понятш. Но этотъ строгщ фор
мальный характеръ математика сохраняетъ во всей 
чистоте л и шь  по о т н о ш е н 1 ю  к ъ е с т е с т в о з н а *  
н i ю, и потому здесь то мы и можемъ сделать мате
матику строго дедуктивной, какъ это мы и показали 
для математики конечной, являющейся математикой- 
средствомъ. Когда же отъ утилитарной математики 
мы обращаемся къ математике, носящей для насъ 
свое значеше въ себе, то мы уже не можемъ сохра
нить за этой математикой формальный характеръ во 
всей чистоте, потому что здесь, какъ и въ естество
знанья, мы, въ сущности, имеемъ дело не съ однеми 
логическими формами понятш, а с ъ  н е к о т о р о ю  
р е а л ь н о с т ь ю .  Только это будетъ уже не реаль
ность внешняя, какъ въ естествознание а р е а л ь 
н о с т ь  в н у т р е н н я я ,  а именно, способность на
шего духа создавать математичесшя понятия. Факти
чески, мы создаемъ всегда лишь ограниченное число 
такихъ понятш (и въ ограниченномъ ихъ числ'Ь 
нуждаемся), между темъ мы п о с т у л и р у е м ъ, что 
такое творчество для нашего духа — или, по крайней 
мере для духа идеальнаго, но подобнаго нашему—без
гранично, и в о т ъ  э т о т ъ  то п е р е х о д ъ  за  пре-
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д/Ьлы ф а к т и ч е с к и  д а н н а г о ' и  у с к о л ь з а е т ъ  
от ъ  п р и н ц и п е )  в ъ  л о г и к и  *5). Между тймъ безъ 
него н'Ьтъ математики, ибо н'Ьтъ о.бщихъ предложе- 
н1й математики, образующихъ главную внутреннюю 
ея ценность.

Поэтому то создаше математики и требуетъ еще 
иной нашей способности сверхъ способности къ ло
гическому мышлетю.



Г л а в а  III.

Инд^ццде въ математик^.

1. Простая индукц1я; какъ эвристическш методъ
математики.

Можно убедиться, что эта способность есть не что 
иное, какъ наша способность къ индуктивнымъ выво- 
дамъ, способность заключать отъ частнаго къ общему, 
на которой основано познаше, вообще, всего реально 
существующаго. Индукщя въ математике прежде всего 
проявляется въ чистомъ, простомъ своемъ виде тогда, 
когда мы ^впервые язсл'Ьдуемъ какой-нибудь матема- 
тическш вопросъ, когда создается математшеекая 
Teopin. Здесь индукщя служитъ намъ единственнымъ 
путенодителемъ—она есть эвристическш методъ ма
тематики. ..

Въ геометрш, наприм'йръ, мы обыкновенно сначала 
зам'Ьчаемъ какое-нибудь свойство фигуры на частныхъ 
случаяхъ, когда это свойство выступаетъ съ особен
ной ясностью. Мы тогда д'Ьлаемъ предположеше: не 
есть ли оно общее свойство даннаго рода фигуры? 
Если нисколько попытокъ привести такое предполо* 
жеше къ абсурду не удаются, авъ частныхъ прим^рахъ 
оно подтверждается, то мы уже прюбрЪтаемъ неко
торую уверенность въ нашемъ тфедположенш, и она 
то насъ и ведетъ къ нахождению более точнаго дока
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зательства. Точно также и въ анализе мы устанавли- 
ваемъ первоначально какое-нибудь положение для 
частныхъ случаевъ, наприм^ръ, пров'Ьряемъ спра
ведливость какой-нибудь формулы для п = 1 , 2, 3, 4. 
Тогда у насъ является съ некоторой уверенностью 
предположеше о справедливости формулы для всякаго 
и, и тогда уже мы стараемся доказать это предложеше.

Вообще, мы видимъ, что всякое новое математиче
ское изследоваше не является простымъ, случайнымъ, 
комбинировашемъ основныхъ допущенш, изъ кото- 
рыхъ механически получаются совершенно неожидан- 
ныя для изследователя следств1я. Н етъ, • обыкно
венно математикъ уже приблизительно знаетъ, къ 
чему онъ идетъ, и онъ сознательно старается п о д о 
б р а т ь  доказательства къ положешямъ, въ справед
ливости которыхъ онъ уже заранее получилъ некото
рую субъективную уверенность 46). Эта уверенность 
и является следств1емъ производимой математикомъ 
лндукщи, посредствомъ которой онъ обобщаетъ свой
ства, установленный имъ изъ частныхъ . примеровъ. 
Существовашемъ этой индукцш объясняется и тотъ 
фактъ, что мнопя предложешя математики становятся 
известными задолго до установлешя хотя бы не 
сколько строгаго ихъ доказательства.

Чаще всего, когда математическая теор1я закон
чена, этотъ первоначальный индуктивный путь ея воз- 
никновешя скрывается самимъ авторомъ теорш, такъ 
что въ творешяхъ великихъ математиковъ мы обыкно
венно не находимъ и следовъ предварительной индук
тивной работы. Однако, иногда благодаря какимъ-ни- 
будь особымъ обстоятельствамъ эту работу удается 
все же обнаружить. Такъ, мы знаемъ, что Ферматъ 
далъ рядъ замечателъныхъ предложены по теорш 
чиселъ, предложений, оставленныхъ имъ безъ дока- 
зательствъ. Какимъ путемъ онъ отыскалъ эти пред-



ложешя? Можно убедиться, что во вс'Ьхъ результа- 
тахъ, достигнутыхъ Ферматомъ, именно индукцщ и 
играла главную роль47). Это обнаруживается изъ того, 
что некоторый предложешя Фермата оказались оши
бочными, и въ то же время они верны для наиболее 
легко пров'Ьряемыхъ частыхъ случаевъ, которые пу* 
темъ индукши и могли навести Фермата на мысль объ 
общности какого-нибудь устанавливаемаго имъ свой
ства. Такъ наприм'Ьръ, Ферматъ утверждалъ, что число 
вида 2 2n -(- 1 , где п—любое целое число, есть всегда 
число простое. Действительно, это такъ для первыхъ 
четырехъ чиселъ натуральнаго ряда, где проверка 
какъ разъ оказывается доступной. Дальше всЛгЬдств!е 
огромности чиселъ проверка становится чрезвычайно 
трудной. Однако, мы знаемъ, что Эйлеръ впервые по* 
казалъ, что число разсматриваемаго вида для п =  5 
делится на 641, а после (между прочимъ, священникомъ 
1оанномъ Первушинымъ въ 1877 г.) было найдено Ж 
много другихъ д'Ьлимыхъ чиселъ разсматриваемаго 
вида для п >  5, что опровергаетъ предположеше Фер
мата. Значитъ, это предположеше не было основано 
на какомъ-нибудь неизв^стномъ намъ точномъ метода, 
а потому, по всей вероятности, не имело подъ собой 
иной почвы, кроме простой индукцш, ЧТО, кроме того, 
подтверждается и некоторыми местами изъ переписки 
Фермата.

Вообще, всякое новое математическое изследоваше 
ведется путемъ обобщений: установивъ кашя-либо 
свойства въ более частныхъ услов1яхъ, мы делаемъ 
предположеше или г и п о т е з у  — не будутъ ли эти 
свойства справедливы и въ более общихъ услов1яхъ? 
Частный предложешя такимъ образомъ являются ма- 
тер1аломъ для индуктивнаго заключешя къ предложе- 
шямъ более общимъ, а это и показываетъ, что именно 
индукщя является отправной точкой нашихъ новыхъ

5 В И. Д. МЕНДЁЛФЕВЪ.



математическикъ изыскашй. Если мы стремимся после 
этой первой индуктивной стадш теорш более прочно 
обосновать найденный такимъ путемъ результаты, то 
это уже процессъ вторичный, возникающШ, когда 
главные этапы теорш уже намечены въ нашемъ со- 
■ анаши и уже успели въ немъ укорениться, прюбр^тя 
для насъ некоторую индуктивную вероятность.

2. Простая индукфя, накъ основаше математиче- 
скаго творчества.

Но кроме роли эвристическаго метода для откры
ла новыхъ предложенши, ндукщя въ математическомъ 
творчестве играетъ еще и другую, не менее важную 
роль: она создаетъ с а м ы й  м а т е р 1 а л ъ  математиче- 
скаго изследовашя, указывая путь, куда должна на
править свое развтче математика. Действительно, въ 
математике намъ приходится обобщать не только пред
ложена, но и с а м ы я  п о н я т i я, расширяя прежшя 
определешя или, какъ говорятъ, „делая новый со- 
глашешя". Такъ, напримеръ, п о ш те  числа изъ целаго 
положительна го последовательно расширяется черезъ 
понятая отрицательныхъ, дробныхъ, иррацюнальныхъ, 
комплексны хъ, гиперкомплексныхъ и т. д. чиседъ. При 
всехъ такихъ расширешяхъ приходится в н о в ь  о п р е 
д е л я т ь  „черезъ соглашеше* все прежшя поняпя, 
какъ напримеръ, д е й с т в ! я  надъ числами. Эти опре- 
делен1я делаются такъ, чтобы прежшя понятая вхо
дили какъ частный случай въ новыя, т. е. были бы 
понят!ями, подчиненными новымъ; и это делается для 
того, чтобы новыя п о ш тя  не противоречили старымъ, 
иначе введете  новыхъ понятий было бы не расшире- 
шемъ, а разрушешемъ прежней системы, что проти
воречило бы общимъ целямъ математики, стремя
щейся, какъ мы видели, организовать наши п о н я т
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наиболее, стройнымъ и наиболее простымъ или „эко-' 
номнымъ" образомъ. Но такихъ общмхъ понятШ, вклю- 
чающихъ, какъ частный случай, бол!>е частныя, всегда 
можно подобрать б е з ч и с  л е н н о е  мно же с т в о  
различныхъ, такъ какъ всякое частное noHKTie мо̂  
жетъ быть обобщено безчисленнымъ множествомъ 
способовъ. Который же изъ нихъ выбираетъ матема
тика, д'клая какое-нибудь „новое соглашеше**? Ч'Ьмъ̂  
вообще, руководится математика въ направлены со-: 
глашенш? Объ этомъ вНЬ чисто-математичесше трак
таты совершенно умалчиваютъ, и по вполн'Ь понятной 
причин'Ь, такъ какъ основашя математическаго твор
чества, изсл'Ьдуемыя гносеолопей, уже не входятъ въ 
предметъ самой математики. Обобщая, математикъ 
просто руководствуется своимъ инстинктомъ, и это 
въ большинства случаевъ для него достаточно.

Въ литератур^ по методологы математики былъ уже 
указанъ Пикокомъ и Ганкелемъ 4S), какъ основаше но- 
выхъ соглашены въ  а р и е м е т и к ' Ь  при расщиренш 
поняыя о числ-Ь, „принципъ постоянства'* или „прин- 
ципъ сохранешя свойствъ", по которому свойства, 
установленный.для старыхъ чиселъ (законы сложешя 
и т. д.), прямо переносятся черезъ опред'Ьлешя на 
новыя числа. Но, кром^ того, что этотъ принципъ 
касается лишь небольшой области математическихъ 
обобщены, относясь лишь къ ариеметическимъ обоб- 
щешямъ числа, онъ, какъ показалъ уже Пеано 49), 
оказывается еще и нев'Ьрнымъ,—мы скажемъ лучше 
недостаточнымъ,—такъ какъ, расширяя математичесюя 
ПОНЯТ1Я, мы не можемъ сохранить вс'Ь безъ исклю- 
чешя свойства старыхъ и потому д о л жн ы де
л а т ь  в ы б о р ъ  т'Ьхъ свойствъ, которыя мы же- 
лаемъ „сохранить" въ новыхъ понят^яхъ, а этотъ то 
выборъ и можетъ быть сд'Ьланъ безчисленнымъ коли- 
чествомъ способовъ. ДгЬлая тотъ или другой выборъ
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еохраняемыхъ свойствъ, мы Т'Ьмъ самымъ относимъ 
старыя понятая къ той или другой системе понятш 
бол'Ье общихъ, и, значитъ, „принципъ постоянства" 
бставляетъ открытымъ какъ разъ тотъ самый вопросъ,

" которой мы поставили въ начале: по какому принципу 
мы д'кпаемъ выборъ более общихъ понятш при „но- 
выхъ соглашешяхъ" въ математике?

: И вотъ, можно убедиться, что въ основанш этого 
выбора лежитъ какъ разъ индуктивная способность 
нашего мышлешя. Какъ мы показали въ нашихъ из- 

’ слёдовашяхъ по гносеологш, всякая индукщя состоитъ 
въ вырабатыванш простейшихъ, т. е. наиболее соот- 
в'Ьтствующихъ нашей внутренней природе, наиболее 
стройныхъ и легкоусвояемыхъ более общихъ сужде
ний для подчинешя и объединешя бол'Ье частныхъ.' 
Но однимъ изъ необходимыхъ элементовъ такого 
процесса именно и является с о з д а н 1 е и в ы б о р ъ  
простейшихъ общихъ понятш, потому что безъ нихъ 
невозможны и простейшгя обшдя суждешя. Поэтому 
тотъ естественный инстинктъ, который заставляетъ 
математиковъ делать соглашешя въ одну определен
ную сторону, не занимаетъ въ нашей умственной 

-жизни никакого изолированнаго положешя: это просто 
наша общая способность индукцш, руководимая, какъ 

. и всегда, общимъ п р и н ц и п о м ъ —какъ мы его усло
вились называть—„наибодыной простоты". И такимъ 
образомъ. не только какъ методъ изыскашя новыхъ 
математическихъ предложен^ при уже готовыхъ по- 
няляхъ, но и .какъ методъ, определяющих самое на- 
правлеше въ дальнейшемъ созиданш и развили этихъ 
понятш, и н д у к  ц i я я в л я е т с я  о с н о в а н ! е м  ъ 
м а т е  е ^ ти  ч е с кят  о т в о р ч е с т в а .  Это и есть то 
первое значеше индукniи" въ~ШТШа¥иЙ5 7~ которое 
следовало прежде всего установить.

Чтобы правильно оценить эту роль индукцш, надо,



конечно, иметь въ виду, что по самому своему суще
ству индукщя никогда не гараитируетъ насъ без
условно отъ ошибокъ; всякое предварительное' обоб- 
щеше можетъ быть оггрометчивымъ, неуцачнымъ, мо- 
ж етъ заключать въ себе скрытыя противор^ч!я и, 
следовательно, можетъ оказаться ошибочнымъ. Bci 

. эти недочеты въ области конечной математики окон
чательно разрешаются только логическимъ разсужде- 
шемъ, а въ математике общей—какъ увидимъ далее— 
самымъ полнымъ логическимъ контролемъ надъ индук- 
щей. Но тяжелое и громоздкое оруд1е логики является 
всегда лишь post factum, когда понят{я и теорш уже 
намечены. Индуктивная работа математическаго обоб* 
щешя является какъ бы предварительной рекогносци
ровкой, въ которой нашъ духъ какъ бы стремится 
раскрыть передъ собой те  обшдя формы, на которыя 
онъ способенъ, еще не заботясь объ опасности воз- 
мЬжныхъ противоречш въ частностяхъ и желая обнять 
лишь возможно полнее целое. Логическое же изсле- 
доваше двигается сзади, не поспеваетъ за индукщей, 
но зато уже окойчательно закрепляетъ за нами ту 
маленькую область, куда оно щроникаетъ. Поэтому 
нашу индуктивную способность лучше всего можно 
было бы сравнить со з р е н ! е м ъ ,  быстро обнимаю- 
щимъ огромный пространства, охватывающимъ сразу 
взаимное расположеше многихъ весьма удаленныхъ 
предметовъ, но легко поддающимся обманамъ; логи
ческое же наше разсуждеше—съ о с я з а в ш е м  ъ, даю- 
щимъ намъ сведеш я лишь о томъ, что мы держимъ 
въ рукахъ, но уже сведеш я надежный. Все, что ви- 
дитъ глазъ, можно было бы ощупать и руками, под
вигаясь шагъ за шагомъ, но это потребовало бы 
огромнаго времени и огромнаго труда. Такъ, все, что 
даетъ въ математике индукщя—въ конечной области— 
можно было бы получить и путемъ силлогизмовъ, но
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'Тоже лишь съ огромными психическими затратами. И 
'какъ лишь зрение показываетъ намъ, куда направить 
шаги, чтобы схватить руками желаемый предметъ, 
такь и индукщя одна указываетъ намъ путь въ 
области доказательству куда должны направиться 
наши разсуждевля, чтобы получить желаемое предло- 
жеше, а въ области „соглагаешй®, куда должны на
правиться наши опр.ед'Ьлешя, чтобы получить желае
мую нами, т. е. наиболее стройную, совокупность 
математическихъ понятШ. И, наконецъ, въ области 
общей математики, обнимающей безконечность, индук- 
щя—какъ мы сейчасъ увидимъ — даетъ намъ возмож
ность заглянуть туда, куда мы никогда не могли бы 
дотянуться руками логическихъ разсужденш.

3. Собственно-математическая индукц1я.

Конечно, въ простомъ своемъ вшгЬ индукщя при 
математическихъ выводахъ все же образуетъ лишь 
чисто-субъективный методъ изысканы, очень слабо 
гарантирую щш безошибочность результатовъ. Если 
въ естествознанш мы и должны довольствоваться 
именно такой индукиДей, то лишь за невозможностью 
им'Ьть тамъ бол'Ье надежный методъ. Въ естествозна
нии мы им'Ьемъ д'Ьло съ внешней реальностью, съ 
объектами, лишь въ весьма слабой степени завися
щими отъ нашей воли, и потому это мы должны къ 
нимъ приноравливаться, а не можемъ по своему же- 
ланш приноравливать ихъ къ себ^. Въ математик^ 
же мы находимся въ бол'Ье счаотливомъ положены по 
отношенш къ изучаемымъ ею объектамъ. Объекты 
математики—это создаваемый нами самими понят!я. 
Понятно, что мы можемъ ими распорядиться такъ, 
чтобы ихъ приспособить какъ можно полнее къ на
шему логическому мышлешю, чтобы на долю индук-

п н д у к щ я  в ъ  Ма т е м а т и к а .
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цш оставить при выводахъ лишь строго необходи
мый миннмумъ. Такимъ образомъ и возникаетъ соб
ственно-математическая индукщя, которую мы теперь 
и разсмотримъ подробнее 50).

Мы уже видели, что единственный сверхлогичесшй 
элементъ, который нельзя устранить изъ законченной 
математической теорш, это—д о п у щ е  H ie не про
т и в о р е ч и в о с т и  общихъ понятий математики или 
а к с i о м ъ. ихъ опред'Ьляющихъ; и, какъ мы знармъ, 
это допущеше можетъ быть сведено къ одному не
уничтожаемому постулату, гласящему, что обппя аксю- 
мы математики обезпечиваютъ существоваше безъ 
противореча безконечнаго ряда частныхъ математи- 
ческихъ понятий. Мы уже знаемъ, что никакимъ чи- 
с т о-л о г и ч е с к и м ъ  путемъ мы не можемъ оправ
дать этотъ постулатъ. Теперь намъ остается убедиться, 
что этотъ постулатъ все же м о ж е т ъ  быть нами оправ* 
данъ. И вотъ, если мы разсмотримъ тотъ путь, кото- 
рымъ мы фактически убеждаемся въ правильности по- 
стулата,то мы увидимъ, что этотъ путь во всемъ суще- 
ственномъ представляетъ собой настояний индуктивный 
процессъ, отличающшся отъ остальныхъ индуктивны^» 
выводовъ только некоторыми особенностями, благодаря 
которымъ неустранимый minimum индукцш въ матема
тике можетъ быть выделенъ, к а к ъ  о с о б ы й  видъ 
индукцш, подъ назвашемъ „индукцш собственно-мате
матической". Такимъ образомъ в о п р о с ъ  о б ъ  осно
в а н  i к сверхлогическихъ утверждешй математики бу- 
детъ нами приведенъ къ общему гносеологическому 
вопросу объ основанш в с я к о й  индукщи, и, значить, 
какъ самостоятельная проблема, будетъ з'ничтоженъ. 
Намъ остается поэтому лишь обнаружить индуктив
ный характеръ оправдания высшаго постулата матема
тики, а для этого намъ следуетъ лишь изучить тотъ 
обшзй ходъ, какимъ фактически создается математиче
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ская теорзя. Къ  этому изученш мы телерь и приступимъ.
Мы уже знаемъ, что обшдя понят!я и суждешя, 

к'оторыя мы строимъ въ математик^ надъ пош тям и 
и суждешями частными, вырастаютъ въ нашемъ со- 
знанш сами собой, естественнымъ путемъ, и мы могли 
уже убедиться, что практически такимъ путемъ и яв
ляется о б ы к н о в е н н а я  н е п о л н а я  и н д у к ц i я, 
служащая эвристическимъ методомъ для всякой вновь 
создающейся теорш, Установлеше этимъ путемъ об- 
щихъ понятш и предложен^ и составляетъ п е р в у ю  
с т а д j ю создашя математической теорш.

Но разъ мы такъ или иначе создали некоторую 
конечную группу общихъ понятш математики, мы мо- 
жемъ привести ихъ въ порядокъ, опред^ливъ логи
чески ихъ соотнош етя или связи, и тогда, какъ мы 
знаемъ, вНЬ о б щ i я предложешя математики станутъ 
простыми сл'Ьдств!ями изъ нашихъ опред'Ьленш. Такъ, 
наприм'Ьръ, если мы определить группу двухъ поня
т а  (а, 6 ) черезъ ихъ взаимныя связи, выражаюшдяся 
законами умножешя, дТлешя, сложешя, вычиташя, воз- 
ведешя въ степень,—напримЬръ, черезъ ташя связи: 
а -ф- Ъ =  Ъ -j- а, аЬ = Ъ а у a (a -j- Ь) — аа-^аЬ, аа =  а2, 
—(—а)~а  и т. д.,—то мы можемъ строго логически 
вывести т а т я  формулы, какъ (а-|-&) (а —Ъ) =  а?—Ъ2, 
(а-\-ЬУ=а2-f-2 аЪ-\-Ъ2 и т. п., который такимъ образомъ 
будутъ обращены нами при помощи нашихъ опред^ленш 
въ суждешя аналитически. Вотъ это опред'ктеше об
щихъ понятш черезъ ихъ связи и аналитизащя черезъ 
то вс’Ьхъ общихъ предложешй математики и образуетъ 
в т о р у ю  с т а д 1 ю создашя математической теорш.

Но процессъ создашя теорш на этой стадш еще 
не можетъ быть конченъ. Доказывая, напримТръ, въ 
предыдущемъ случай, т а т я  формулы, какъ (л—J-Ь)
-f-2аЪ-\-Ъ*, мы должны помнить, что во вс'Ьхъ этихъ 
формулахъ поняла а и Ь с а м и  по с е б е  остаются
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еще совершенно неопределенными, такъ какъ они 
определены лишь черезъ взаимный связи, и потому 
безъ особаго доказательства мы еще не можемъ 
приписывать имъ н и к а к и х ъ  с в о й с т в  ъ, сверхъ 
свойствъ, выраженныхъ въ связяхъ. Такъ, напримеръ, 
мы еще не можемъ утверждать, что вместо а и Ь, 
не нарушая справедливости формулъ, можно подста
вить любое изъ чиселъ натуральнаго ряда, Такъ и 
вообще: все предложен!#, доказанные для поняли, 
определенныхъ только ихъ взаимными связями, бу- 
дутъ логически-оправданными лишь тогда, когда мы въ 
этихъ поняыяхъ не утверждаемъ ничего сверхъ дан- 
ныхъ въ определешяхъ связей, т, е. оставляемъ пош тя 
с а м и  по  с е б е  совершенно неопределенными, такъ 
какъ иначе намъ пришлось бы еще оправдать логически 
наши утверждешя, на что въ матер1але нашихъ опреде
лений черезъ связи нетъ  никакихъ данныхъ.

Такимъ образомъ, когда мы определимъ некото
рую группу общихъ понятий черезъ ихъ взаимный 
связи, то съ логической точки зреш я эти п о ш т я  сами 
по себе будутъ еще совершенно п у с т ы ,  т. е. небу- 
дутъ иметь еще собственныхъ, имъ однимъ прису* 
щихъ признаковъ. Конечно, употреблеше пустыхъ по- 
нятш съ логической точки зреш я вполне допустимо, 
такъ какъ логика занимается лишь формальной сто
роной понятш, заботится лишь о соблюдены законовъ 
тождества, противореч1я и т. д. въ ихъ соотношешяхъ, 
а собственное содержаше понятой—поскольку оно не 
нарушаетъ эти соотношешя—для нея совершенно без
различно. Зато не безразлично это содержаше для 
математики. Правда, наиболее частныя п о ш тя  мате
матики—понятоя объ отдельныхъ числахъ—в ъ  п р е 
д е л  а х ъ  м а т е м а т и к и  будутъ понятоями пустыми, 
такъ какъ здесь мы ихъ определяемъ лишь черезъ 
ихъ взаимный отношешя. Чтб такое число само по
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себе, ка юя реальный отношешя вещей оно способно 
выразить, этимъ занимается уже не математика, и 
это обнаруживается лишь въ приложешяхъ матема
тики къ действительности, где пустое поня^е числа 
заполняется реальнымъ содержашемъ (,,пять ор£ховъ“, 
„пять минутъ“ и т. д.). Но пустота понятш объ от- 
д'Ьльныхъ числахъ въ пределахъ математики зави
сите лишь отъ ихъ к р а й н я  г о п о л о ж е н 1 я въ 
математическихъ теор1яхъ, какъ понятш . наиболее 
частныхъ, почему эта пустота и не можетъ нарушить 
связи между остальными понят!ями математики. Со- 
всемъ другое дело—для понятш более общихъ. Все 
обшдя понят1я математики имеютъ для насъ зничеше— 
если не единственно, то по крайней м ере главнымъ 
образомъ—постольку, поскольку они способны выра
жать понят1я более частныя, потому что лишь тогда 
они даютъ намъ единое стройное здаше подчиненныхъ 
другъ другу понятш. Мы будемъ говорить, что лишь 
въ этомъ случае понят1е обладаетъ м а т е м а т и ч е 
ской р е а л ь н о с т ь ю .  Т акимъ образомъ всякое мате
матическое понят1е должно быть математически-реально, 
и эту реальность оно прюбретаетъ лишь тогда, когда 
пустой знакъ наполняется содержашемъ, иначе говоря, 
когда мы будемъ знать, кашя именно понят1я подчи- 

' няетъ себе данное понят1е общее, и когда мы будемъ 
иметь право утверждать, что оно ихъ действительно 
подчиняетъ. Такъ, напримеръ, понят1я а и Ь, опреде
ленный лишь черезъ указанный выше связи, прюбре- 
тутъ математическую реальность лишь тогда, когда 
мы будемъ иметь право утверждать, что они выра- 
жаютъ любое изъ чиселъ всего натуральнаго ряда. 
И вотъ въ математической реализацш понятш и 'со- 
стоитъ т р е т ь я  с т а д i я создашя математической 
теорш. Такимъ образомъ задача этой стадш заклю
чается въ томъ, чтобы какимъ-то способомъ оправ-

5 *
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дать утверждеше объ отсутствии противореча во 
всей веренице частныхъ понятш и суждешй, обни- 
маемыхъ общими, иначе говоря,—чтобы оправдать 
какъ разъ верховный постулатъ математики о непро
тиворечивости.

Когда мы имеемъ дело съ конечной группой, по- 
нятш и сужденш—какъ въ математике конечной,—то 
реализащя математическихъ понятШ, т. е. оправданное 
заполнеше общихъ схемъ частнымъ содержашемъ, мо- 
ж етъ быть совершено средствами одной логики, и при- 
томъ это заполнеше, благодаря работе, совершенной при 
второй стадш математической теорш, совершается безъ 
всякаго труда. Действительно, имея определешя об
щихъ понятш черезъ связи, мы можемъ получить опре-' 
делен in частныхъ понятш черезъ связи, п р о с т о  за
м е н я я  въ выражешяхъ связей обшдя понят1я част
ными. Такъ, напримеръ, въ общемъ определении чи
сла н е п о с р е д с т в е н н о  с л е д у ю щ а г о  за дан- 
нымъ числомъ п черезъ связь: п—(—1 , заменяя общее 
понят1е п какимъ-либо частнымъ, ему подчиненным^ 
напримеръ, п ош тем ъ  „7“,мы можемъ сразу получить 
определеше числа, „непосредственно следующаго за 
числомъ 7“, при помощи связи: 7—j—1 . Такимъ образомъ, 
въ общихъ определешяхъ связей мы имеемъ какъ бы 
о б р а з е ц ъ ,  с л е д у я  к о т о р о м у ,  мы м о ж е м ъ  
б ы с т р о '  и л е г к о  п о л у ч и т ь  с к о л ь к о  у г о д н о  
ч а с т н ы х ъ  о п р е д е л е н !  й. Но точно такъ же и для 
в ы в о д о в ъ  о б щ и х ъ  п р е д л о ж е н ^ :  заменяя во 
всехъ  разсуждешяхъ обпия понят!я частными,—на
примеръ, буквы числами—мы можемъ быстро и легко 
проверить данный выводъ для каждаго частнаго по
нятая и суждешя, следуя образцу разсуждешй, дан
ному въ  общемъ выводе. Такимъ образомъ, если мы 
имеемъ определешя общихъ понятий и основанные на 
нихъ выводы общихъ предложен!#, то мы можемъ ме-



ИНДУКД1Я ВЪ МАТЕМАТИКА. 69

хащчески, безъ всякой затраты умственныхъ силъ, 
накопить сколь угодно большой матерщлъ частныхъ 
случаевъ, согласныхъ съ даннымъ общимъ предложе- 
шемъ, лонимаемымъ теперь уже не какъ отношеше 
пустыхъ поняты, а какъ математически реальное об
щее свойство вс'Ьхъ перечисленныхъ частныхъ случаевъ, 
Такъ какъ при этомъ въ конечной математике все ко
личество частныхъ случаевъ, иодчияенныхъ каждому 
общему предлож ена, всегда конечное, то мы можемъ 
всегда частные случаи и с ч е р п а т ь  до  к о н ц а  
и такимъ образомъ можемъ доказать каждое общее 
предложеше, понимаемое математически-реально, че- 
резъ строго-правильную п о л н у ю  л о г и ч е с к у ю  
и н д у к ц ! ю,  которая, какъ известно, является однимъ 
изъ видовъ аналитическая вывода.

Когда мы им'Ьемъ д'Ьло съ б е з к о н е ч н ы м ъ  чи- 
сломъ поняли, какъ въ математике общей, то этотъ 
логичесшй методъ обращешя пустыхъ соотношений въ 
математически - реальный неприм'Ьнимъ, такъ какъ 
число частныхъ случаевъ здесь будетъ неисчерпаемо, 
и, следовательно, и н д у к ц 1 я з д е с ь  н и к о г д а  не  
м о ж е т ъ  б ы т ь  п о л н о й .  Но если мы будемъ посту
пать точь-въ-точь какъ въ предыдущемъ случае, созда
вая по образцу общихъ определены и разсужденш опре- 
делешя и разсуждешя частныя, то мы совершенно ме
ханически, безъ всякой затраты умственныхъ силъ, 
можемъ опять, получить сколь угодно большой мате- 
р!алъ частныхъ определены и предложены, соглас
ныхъ съ определешями и предложешями общими, по
нимаемыми уже математически-реально. И вотъ, этотъ 
матер1алъ непротиворечивыхъ определены и доказан- 
ныхъ предложенШ, по общем}'- принципу познашя, 
м о ж е т ъ  н а м ъ  с л у ж и т ь  о с н о в а н 1 е м ъ  д л я  
в ы в о д а  ч е р е з ъ  и н д у к ц i ю н е п о л н у ю  къ не
противоречивости данныхъ общихъ определены и къ



70 И. -Д. МВНДЕЛЪЕВЪ.

справедливости общихъ предложен^, на нихъ осно- 
ванныхъ, понимаемыхъ математически-реально. А такъ 
какъ этотъ матер1алъ индукцш можетъ быть нами 
сколь угодно расширенъ, то основаше нашей индуК- 
цш можетъ быть сделано сколь угодно широкимъ, 
и, следовательно, нашъ индуктивный выводъ можетъ 
быть сделанъ сколь угодно надежнымъ. Въ этой*т,о 
реализащи пустыхъ математическихъ понятий и пред- 
ложешй черезъ сколь угодно - обширный механи
чески совершаемый индуктивный процессъ и заклю
чается собственно-математическая индукщя.

Практически эта индукщя совершается въ нашемъ 
сознанш настолько легко, что мы ея обыкновенно со
вершенно не замечаемъ при математическихъ выво- 
дахъ, такъ какъ наше внимаше поглощено тогда бо
лее трудными сторонами предмета. Поэтому то, между 
прочимъ, третья cтaдiя создашя математической тео- 
рш й не получаетъ никакого осязаемаго выражения 
въ математическихъ трактатахъ, кроме разве обра- 
щешя къ частнымъ примерамъ для пояснешя общихъ 
положешй.

Но если мы внимательней вглядимся въ сознаваше 
каждаго общаго математическаго понят1я и предложе- 
шя, то мы можемъ убедиться, что при этомъ мы 
всегда смутно сознаемъ какъ бы мелькаше ряда соот- 
ветствуюшихъ частныхъ случаевъ или примеровъ, 
единственно благодаря которымъ обпця поштя изъ 
пустыхъ символовъ прюбретаютъ для насъ математи
ческую реальность. Вотъ это-то мелькаше частныхъ 
случаевъ,—которое отчасти заметилъ уже Кангь въ 
своемъ ученш о „схематизме понят1й“,—и является 
представителемъ быстро совершаемаго нами индук- 
тивнаго процесса.

Однако очень часто даже и этотъ процессъ про- 
текаетъ почти целикомъ вне нашего сознашя, какъ,
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вирочемъ, и при большинстве остальныхъ индуктив- 
ныхъ выводовъ. К ъ  этимъ выводамъ мы, вообще, 
такъ привыкли въ нашей повседневной деятельности, 
что весь процессъ индукцш обыкновенно протекаетъ 
подъ сознан1емъ, а на его поверхности заменяется 
въ насъ простой непосредственной у в е р е н н о с т ь ю  
въ правильности результата. Когда мы говоримъ, что 
завтра наступить день, что брошенный камень упа- 
детъ и т. д., мы обыкновенно не думаемъ о предыду- 
щемъ аналогичномъ нашемъ опыте, служащемъ осно- 
вашемъ для данныхъ нашихъ индуктивныхъ заключе- 
нШ, а просто ощущаемъ некоторую непосредственную 
уверенность въ правильности нашихъ утвержденш и 
этой уверенностью довольствуемся. Только возбужде- 
ше с о м н е н 1 я въ правильности того или другого 
нашего вывода заставляетъ вглядеться въ его при
роду и открыть его настоящее индуктивное основаше. 
Но если мы такъ доверяемъ нашимъ заключешямъ о 
процессахъ внешней природы, которая отъ насъ не за- 
виситъ, и такъ мало затрудняемся выводами этихъ 
заключений, то насколько же должны быть увереннее и 
насколько легче должны совершаться нами выводы о 
деятельности нашего собственнаго духа, деятельности, 
которая зависитъ отъ насъ всецело! Поэтому неудиви
тельно, что нужно гораздо более тонкое внимаше и го
раздо большее напряжен!е сомнешя для того, чтобы 
сознательно заметить тотъ индуктивный процессъ, ко
торый лежитъ въ основе математическихъ выводовъ,

4. Методъ „полной* математической индукцж.
Впрочемъ, есть возможность привести математиче 

ш я  разсуждешя къ такой форме, при которой индук 
тивный ихъ элементъ обнаруживается съ полной на 
глядностью. Мы знаемъ, что все математическая тео
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рщ можно изложить такъ, что единственнымъ логи- 
чески-неоправданнымъ постулатомъ, остающимся на 
долю индукцш, будетъ лишь постулатъ о непротиво- 
речивости математическихъ аксюмъ или опредгЬлен- 
ныхъ черезъ эти аксюмы понятш. Но м о ж н о  п р е д 
с т а в и т ь  д е л о  и и н а ч е :  можно д о к а з а т ь  по
стулатъ о непротиворечивости аксюмъ, и такимъ 
образомъ можно его уничтожить, но при этомъ необ
ходимо будетъ оставить недоказаннымъ (и вообще 
логически-неоправданнымъ) некоторый другой общш 
постулатъ, который раньше служилъ определешемъ 
математическихъ понятш и, следовательно,—при допу
щены ихъ непротиворечивости — какъ постулатъ 
раньше не существовалъ. Т а к и м ъ  о б щ и м ъ  по
с т у л а т о м ъ ,  м о г у щ и м ъ  з а м е н и т ь  п о с т у 
л а т ъ  н е п р о т и в о р е ч и в о с т и ,  и я в л я е т с я  
п р и н ц и п ъ  т а к ъ  н а з ы в а е м о й  „ п о л н о й *  ма
т е м а т и ч е с к о й  и н д у к ц ш .

Здесь же надо, кстати, заметить, что назваше 
„полной" въ применены къ этой индукцш непра
вильно, такъ какъ въ логике полной индукщей назы
вается умозаключение отъ видовыхъ понятш къ родо
вому , если видовыя повятхя п о л н о с т ь ю  перечислены 
въ лосылкахъ. Въ математике же какъ разъ  мы и не 
можемъ этого сделать, такъ какъ число частныхъ по- 
няТ1Й и сужденш, служащихъ матер1аломъ индукцш, 
въ математике безпредельно. Поэтому такъ называе
мая въ математике „полная" индукщя на самомъ деле 
будетъ всегда индукщей н е п о л н о й ,  и ей гораздо 
более подходитъ французское назваше—demonstration 
par recurrence, характеризующее ея поступательный 
ходъ отъ случая къ случаю 51). Въ дальнейшемъ мы 
будемъ чаще всего называть этотъ методъ разеужде- 
шя просто „индукщей математической*.

Надо еще заметить, что некоторые изеледователи—

и. д .' мвндвл-ьввъ.
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наирим'Ьръ, Фреге, Дедекиндъ, Веберъ, — отрицаютъ 
самостоятельность принципа математической индукцш 
и^стремятся его д о к а з а т ь  на основанш однихъ 
законовъ логики. Однако, можно a priori утверждать, 
что все так1я доказательства должны быть ошибоч
ными, такъ какъ логика не можетъ проверить безко- 
нечнаго ряда определены, необходимыхъ для создашя 
натуральнаго ряда чиселъ, о которомъ высказывается 
нашъ принципъ. Чаще всего, очевидно, должны встре
чаться при этихъ попыткахъ скрытыя petitiones prin- 
cipii, такъ какъ эту ошибку обыкновенно всего труд
нее заметить.

Эту ошибку мы, напримеръ, и встречаемъ по 
крайней м ере  дважды у А. Фосса 52) въ следующемъ 
разсужденш, воспроизводящемъ общ1й типъ „доказа
тельств^ 4 принципа математической индукцш:

„Принципъ полной индукцш.., можетъ быть приве- 
денъ къ принципу противореч!я.

Въ формулировке Г. Вебера онъ гласитъ: „Общая 
теорема, применимая къ каждому элементу вполне 
распределенная) комплекса Ж, доказана, если она 
правильна для перваго элемента комплекса а0, и если 
можно доказать, что она правильна для элемента, агЬ- 
дующаго за а, коль скоро она правильна для а“.

Предположимъ, что теорема правильна не для всехъ 
элементовъ Ж; тогда мы образуемъ часть Жх ком
плекса Ж, содержащую все элементы, для которыхъ 
эта теорема неправильна. Э т о т ъ  к о м п л е к с ъ  
т о же  в п о л н е  р а с п р е д е л е н а  онъ и м е е т ъ  
с в о й  п е р в ы й  э л е м е н т ъ  а (подчеркнуто нами). 
Этотъ последний не есть а0, ибо для него теорема пра
вильна; элементу а предшествуешь, следовательно, въ М 
элементъ 3 » а для р теорема правильна, потому что 3  

не содержится въ J /L. Въ такомъ случае теорема, со
гласно предложешю, правильна и для а. Но это про-
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тиворечитъ допущенш, что Мх содержитъ элементъ «, 
Посему комплексъ М х вообще не можетъ содержать 
въ себе никакого элемента, что и требовалось до
казать".

Легко заметить несостоятельность этого доказа
тельства, такъ какъ въ подчеркнутыхъ нами словахъ, 
очевидно, заключаются два совершенно произвольные 
постулата. Действительно:

1 ) Предполагая, что часть Mt  комплекса М тоже
„вполне распределена", мы приписываемъ комплексу 
М  некоторое свойство, которое можно формули
ровать въ виде постулата: „если комплексъ Ж
„вполне р асп р ед ел ен ^ , то и всякая его часть (или, 
по крайней м ере, всякая часть, удовлетворяющая по- 
ставленнымъ Фоссомъ услов1ямъ) тоже всегда будетъ 
„вполне распределена". Конечно, черезъ этотъ по- 
стулатъ можно было бы о п р е д е л и т ь  „вполне рас-̂  
пределенный" комплексъ, но тогда нельзя будетъ до
казать, что такое определеше не ведетъ къ противо- 
речишъ в ъ  с л у ч а е  б е з к о н е ч н а г о  к о мп л е к с а ,  
и, следовательно, petitio principii останется налицо-.

2 ) Если даже мы допустимъ безъ доказательства 
первый постулатъ, т.-е. допустимъ, что полученный 
по рецепту Фосса комплексъ Мх „вполне распредъ- 
ленъ", то отсюда нельзя еще будетъ заключить, что 
„онъ имеетъ свой первый элементъ ос", такъ какъ, по 
определенно Вебера (см. Фоссъ, стр. 77), вполне-рас* 
пределенный комплексъ можетъ иногда иметь эле
ментъ п о с л е д и !  й, но не иметь перваго, если только 
мы не определимъ получаемый въ нашемъ частномъ 
случае „вполне распределенный" комплексъ черезъ 
то свойство, ч ю  онъ имеетъ непременно первый 
элементъ, но тогда опять въ случае безконечнаго 
комплекса мы не будемъ въ состоянш доказать не
противоречивость нашего определения и не избегнемъ 
новаго petitionis principii.
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Надо при этомъ заметить, что утверждеше, будто 
комплексъ „долженъ иметь свой первый элементъ а “у 
вовсе даже не обладаетъ непосредственной очевид
ностью. Действительно, мы можемъ мыслить такой 
комплексъ, две части котораго безконечно удалены 
другъ отъ друга, какъ это символически можно пред
ставить въ следующемъ ряде*.

«О, « 1 ,  ^2 * * • ( ° о )  * « • « - 2 »  «--1»  а 0> ^1» «2 « • •

Если въ этомъ ряде, начиная. отъ элемента а0, мы 
начнемъ возвращаться назадъ последовательно черезъ 
члены а0, а_15 а_2> . . . , то утверждеше, что часть 
ряда (состоящая изъ членовъ, примыкающихъ слева 
къ элементу а0) „имеетъ первый членъ", было бы 
равносильно утверждешю, что б е з к о н е ч н ы й  рядъ 
а0, а-!, ос_2 . . . имеетъ членъ п о с л е д у й ,  что, ко
нечно, далеко не очевидно. Если же, какъ часть M lt  
мы будемъ разсматривать совокупность ряда членовъ, 
примыкающихъ съ обеихъ сторонъ къ я0, то мы уви- 
димъ, что часть М х комплекса М  можетъ не иметь 
ни перваго, ни последняго члена, т. е. можетъ не 
быть вовсе „вполне-распределеняымъ“ комплексомъ 
въ смысле Вебера, что опровергаетъ самоочевидность 
и перваго допущешя Фосса.

Поэтому соображешя, приводимый Фоссомъ, не 
только не достигаютъ своей прямой цели, но даже 
не приводятъ вопроса къ какимъ-нибудь, хотя бы и 
недоказаннымъ, но более простымъ и общимъ поло- 
жешямъ, въ чемъ былъ бы известный прогрессъ. На- 
оборотъ, эти соображешя сводятъ почти очевидную 
aKcioMy къ весьма темнымъ постулатамъ. Впрочемъ, 
этого оборота и следовало ожидать, въ виду непра
вильности всего избраннаго пути. Такимъ образомъ 
мы видимъ, что математическая индукщя, какъ это, 
впрочемъ, признаетъ и большинство последователей 
логической школы (Пеано Рессель), не является след-
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ств!емъ законовъ логики, и въ то же время, какъ мы 
видели, она не является индукщей полной.

К акъ известно, чтобы преодолеть эту неполноту 
„полной“—т.-е. математической—индукцш и обратить 
выводы, при которыхъ она применяется, въ выводы 
логичесше,—можно разсматривать принципъ матема
тической индукши к а к ъ  п о с т у л а т  ъ, которому 
удовлетворяю т все математичесшя поняНя, и че- 
резъ этотъ постулатъ можно эти понят]я о п р е д е 
л и т ь .  Но тогда именно и останется логически-не- 
оправданнымъ постулатъ о непротиворечивости ма- 
тематическихъ понятШ, такъ какъ не б}щетъ известно: 
не приведетъ ли примкнете принципа математической 
индукцш въ безконечной веренице понятш къ ка- 
кимъ-либо противореч1ямъ.

Но можно избрать и другой путь изложешя мате- 
матическихъ теорш: можно не включать въ опреде- 
леше математическихъ понятой принципа математиче
ской индукцш и, вообще, вовсе не высказывать его 
въ виде постулата, а просто р а з с м а т р и в а т ь  его 
к а к ъ  п р а к т и ч е с к и  м е т о д ъ  для быстраго и 
легкаго накоплены сколь угодно большого чис ла  
ч а с т н ы х ъ  с л у ч а е в  ъ,  м о г у щ и х ъ  с л у ж и т ь  
м а т е р 1 а л о м ъ  д л я  о б щ а г о  з а к л ю ч е н 1 я че- 
р е з ъ  о б щ е п о з н а в а т е л ь н ы й  м е т о д ъ  н е п о л 
н о й  и н д у к ш и .  Действительно, при выводахъ че- 
резъ математическую индукщю мы должны доказать, 
опираясь на взаимный связи общихъ понятой, общее 
предложеше: „если данная формула—или, вообще, дан
ное общее суждеше—справедливы для какого-либо 
то та же формула или суждеше справедливы и для 
числа п  -j- 1 , непосредственно следующаго за чис- 
ломъ п и. Но это предложение и даетъ намъ о б ра
з е  ц ъ  р а з с у ж д е г п й ,  повторяя который въ точ-‘ 
ности для частныхъ чиселъ, мы получимъ рядъ част-
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то она справедлива* и для 2 “ и т. д. И если мы непо
средственно докажемъ—опираясь на опредтЬлешя част- 
ныхъ понятш черезъ ихъ связи—частное предложеше: 
„формула справедлива для 1 “, то мы и им'Ьемъ воз
можность построить рядъ силлогизмовъ, черезъ кото
рые выводимъ, что формула -или вообще данное су- 
ждеше—справедливы для 2 , 3, 4 и т. д. Такимъ обра- 
зомъ мы совершенно механически, безъ всякой за
траты силъ, доставимъ сколь угодно обширный мате- 
р!алъ частныхъ предложен^ для сколь угодно надеж- 
наго индуктивнаго заключешя къ предложение общему: 
„данная формула или суждеше справедливы для вся-  
к а г о  п а 53).

5. Обобщенный методъ „полной44 математической
индукцш.

Исключивъ такимъ способомъ принпипъ математи
ческой индукши изъ числа аксюмъ, черезъ который 
мы опред'Ьляемъ ионная, мы, конечно, еще не уничто- 
жаемъ вопроса о непротиворечивости остальныхъ 
основныхъ аксюмъ между собою, хотя уже значи
тельно р а з г р у ж а е м ъ  общую проблему о непроти
воречивости, такъ какъ теперь въ определешяхъ ста
новится одною аксюмою меньше, и, следовательно, от- 
падаетъ целая Категор1я логически-неоправданныхъ 
связей, вытекающихъ изъ этой аксюмы. Но дело въ 
томъ, что намъ стоитъ лишь немного обобщить прин
ципа математической индукцш, и тогда онъ дастъ уже 
пс*лное р е ш е т е  проблемы непротиворечивости въ 
томъ же направлении, въ какомъ этотъ принципъ и 
въ его узкой формулировке сдвигаетъ эту проблему 
съ ея мертвой точки.

Доказательство черезъ математическую индукшю.
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какъ известно, состоитъ изъ следующихъ двухъ эта- 
повъ: 1 ) мы доказываемъ некоторое предложеше
для п = 1 ; 2 ) мы доказываемъ) что при справедливости 
этого предложешя для какого-нибудь конечнаго числа 
п оно будетъ. справедливо и для числа п- |~1 . Такъ 
какъ каждое доказательство какого-нибудь предложе
шя можно разсматривать, какъ обнаружеше непроти
воречивости. между какой-нибудь одной определенной 
связью понятш—именно и выражаемой даннымъ пред- 
ложешемъ—и остальными связями понятш, выражае
мыми аксшмами и прочими прецложешями, — то до
к а з а т е л ь с т в о  к а ж д а г о  п р е д л о ж е н 1 я м о ж н о  
р а з с м а т р и в а т ь ,  к а к ъ  ч а с т н о е  д е  й с т в i е въ 
о д н о й  о б щ е й  о п е р а ц i n  у с т а н о в л е н ! я  не
п р о т и в о р е ч и в о с т и  д а н н о й  с и с т е м ы  поня-  
Т1 Й. Поэтому, чтобы обобщить принципъ математиче
ской индукцш, мы должны его отнести не къ доказа
тельству непротиворечивости какой-либо одной связи 
понятш, а къ общему доказательству непротиворечи
вости данной математической системы. Кроме того— 
чтобы обобщить первый этапъ индуктивнаго доказа
тельства, мы должны въ немъ разсматривать не дока-̂  
зательство предложешя для п =  1 , что не охватило бы 
всехъ встречающихся въ математике случаевъ, а до
казательство предложешя—или, согласно предыдущему: 
д о к а з а т е л ь с т в о  н е п р о т и в о р  Ь ч и  в о с т и  с в я- 
з е й,—вообще, для одной изъ конечныхъ системъ по- 
ш т й , подчиненныхъ даннымъ общимъ понят1ямъ, не
противоречивость которыхъ мы желаемъ установить. 
Въ этомъ случае обобщенный первый этапъ индукцш 
охватитъ уже все случаи, встречаюшдеся въ матема
тике, такъ какъ мы знаемъ, что общдя предложешя 
и обиця системы понятШ должны всегда обнимать 
предложешя и системы частныя и, въ конце концовъ, 
системы, состояния изъ конечнаго числа понятШ.
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Если теперь внести эти изменешя, то обобщенный 
принципъ математической индукцш можетъ быть фор* 
мулированъ слтЬдуюпшмъ образомъ:

„ Ес л и  д а н н а я  с и с т е м а  о б щ и х ъ  п о н я т ш ,  
о б н и м а ю щ и х ъ  б е з к о н е ч н о е  к о л и ч е с т в о  
п о н я т i й ч а с т и  ы х ъ ,  н е п р о т и в о р е ч и в а  в ъ  
п р и м е н е н ^  к ъ  к а к о й - л и б о  к о н е ч н о й  с и 
с т е м е  п о н я т i й, п о д ч и н е н н о й  д а н н о й  о б 
ще й  с и с т е м е ,  и е с л и  м о ж н о  п о к а з а т ь ,  что,  
при н е п р о т и в о р е ч и в о с т и  л ю б о й  т а к о й  же  
к о н е ч н о й  с и с т е м ы  п о н я т 1 й, м о ж н о  в ъ  н е й  
б е з ъ  п р о т и в о р е ч а  у в е л и ч и т ь  ч и с л о  п о 
нятий, н е  н а р у ш а я  е я  п о д ч и н е н н о с т и  о б 
щей с и с т е м е , —то д а н н а я  с и с т е м а  о б щ и х ъ  
По н я т 1 й, в о о б щ е ,  с в о б о д н а  о т ъ  п р о т и в о 
р е ч и й  д л я  в с е г о  б е з к о н е ч н а г о  м н о ж е 
с т в а  п о д ч и н е н ы  ы х ъ  е й  п о н я т ! й “.

Принявъ этотъ принципъ математической индук- 
цш, можно д о к а з а т ь  уже въ полномъ объеме 
основной постулатъ математики о непротиворечивости 
математическихъ аксюмъ или понятш. Чтобы убе
диться въ этомъ, намъ стоитъ только показать, что 
справедливость обоихъ предположен^, составляющихъ 
два этапа обобщенной математической индукцш, для 
всехъ математическихъ понят1й всегда можетъ быть 
проверена.

Какъ мы видимъ, первый этапъ обобщенной мате
матической индукцш состоитъ въ доказательстве пред- 
ложешя: „обпця математическгя аксюмы, примененныя 
къ какой-либо конечной области подчинеиныхъ имъ 
понятш, не ведутъ къ противореч1ямъ“. Мы видели 
раньше (гл. 11,3), что обиця аксюмы никогда не мо- 
гутъ быть п о л н о с т ь ю  п р о в е р е н ы  въ какой- 
нибудь конечной области, такъ какъ мы знаемъ, что 
въ каждой конечной группе подчинеиныхъ аксюмамъ
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понят1й отразятся н е  B c i  свойства общихъ аксюмъ, 
ибо некоторый свойства непременно требуютъ 
неопределенна™  возрасташя понятий (см. гл. 11,3). Но 
въ нашемъ предложенш мы именно только и требуемъ 
проверки непротиворечивости тех ъ  евойствъ, кото-  
р ы я  о т р а з и л и с ь  в ъ  д а н н о й . с и с т е м е ,  а 
такъ какъ эта система конечная, то мы знаемъ, что 
такая проверка будетъ всегда возможной. Поэтому 
справедливость предложения перваго этапа индукщи 
для всехъ  математическихъ понятш можетъ быть 
всегда проверена.

Второй этапъ математической индукцш срстоитъ 
въ доказательстве предложешя: „если данная сово
купность аксюмъ непротиворечива для какой-либо 
конечной системы частныхъ математическихъ понятш, 
подчиненныхъ общимъ, определеннымъ черезъ данную 
совокупность аксюмъ, то эта совокупность аксюмъ 
будетъ непротиворечива и для другой такой же си
стемы частныхъ понятш, но содержащей большее ихъ 
число".

Разсматривая содержаше этого предложешя, мы 
можемъ убедиться, что его справедливость можетъ 
быть тоже проверена для всякой системы математи
ческихъ аксюмъ. Но прежде всего надо пояснить, какъ 
это предложеше следуетъ понимать. Мы видимъ, что 
при доказательстве этого предложешя по условш при
нимается следующее допущеше: данная совокупность 
аксюмъ непротиворечива въ примененш къ любой ка* 
кой-нибудь конечной системе понятш. Допуская эту 
непротиворечивость для любого конечнаго количества 
понятш, мы здесь е щ е  н е  п р е д р ^ ш а е м ъ  во*, 
п р о с а :  можетъ ли быть это „любое количество" 
безкрнечнымъ, или оно имеетъ верхнюю границу и 
даже—существуетъ ли въ этомъ количестве хоть одно 
понятие. Мы только говоримъ: е с л и  данное количе-
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ство- частныхъ понятш существуетъ, то, по условш, 
мы допускаемъ для него непротиворечивость аксюмъ. 
Но если мы разсматриваемъ некоторую неопределен
ную систему частныхъ понятш, подчиненную данной 
системе общихъ понятш, безъ предрешешя вопроса 

. о томъ, сколько именно въ разсматриваемой системе 
можетъ существовать понятш — конечное или безко- 
нечное ихъ число или даже ни одного понят1я,—мы 
разсматриваемъ не что иное, какъ данную общую си
стему понятш, но понимаемую уже не какъ система 
математически-реальныхъ понятШ—такъ какъ мы исклю- 
чаемъ все вопросы о понят1яхъ подчиненныхъ,—а какъ 
система понятш п у с т ы х ъ .  Такимъ образомъ дока
зательство предложения второго этапа индукцш све

дется къ следующему: мы должны убедиться, что при 
условш непротиворечивости аксюмъ для данной си
стемы общихъ понятш, понимаемыхъ какъ пустыя, мы 
можемъ къ этимъ пустымъ общимъ поняйямъ при
соединить некоторое конечное количество частныхъ 

_ понятШ, подчиненныхъ темъ же аксюмамъ, и что въ 
новой такимъ образомъ полученной системе понятш 
не будетъ противореча. Такъ, нагтримеръ, въ про- 
стейшемъ случае индуктивнаго разсуждешя—при до
казательстве формулы отъ N  къ мы должны
считать N  понят1емъ пустымъ и должны убедиться, 
что присоединеше къ системе N  чиседъ новаго поня
тая JV—|— 1 не противоречитъ данной формуле.

Это требоваж е—требоваше разсматриватьпри до
казательстве предложешя второго этапа индукцш все 
обнця понятш какъ пустыя—является лишь разъясне- 
шемъ того, какъ надо понимать принципъ математи
ческой индукцш. Д алее—при установлена обще-ин- 
дуктивой природы этого принципа—обнаружится вну- 
треншй смыслъ такого требовашя. Теперь же мы мо
жемъ констатировать, что при такомъ пониманш пред-
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ложешя второго этапа количество всехъ подлежа- 
щихъ въ немъ разсмотреш ю понятий всегда будетъ 
конечное. Действительно, таковымъ 6 3 /детъ количе
ство понятш общихъ, опредгЬляемыхъ данными аксю- 
мами, такъ какъ мы знаемъ, что общихъ понятШ въ 
математик^ по необходимости всегда—конечное коли
чество; эти обния поняТ1’я въ данномъ случае мы раз- 
сматриваемъ, по условто, какъ пустыя, и потому вся 
разсматриваемая система общихъ пустыхъ понятш 
будетъ строго конечная. Но къ этимъ общимъ поня- 
п'ямъ мы должны, по условш, присоединить некоторое 
конечное же количество понятш частныхъ. А потому 
вся разсматриваемая система будетъ конечная, и, сле
довательно, въ ней можно всегда прямой проверкой 
установить oTcyTCTBie противоречш. Иначе говоря: 
справедливость предложения второго этапа индукцш 
всегда можетъ быть проверена для всехъ встречаю
щихся въ математике системъ понятш.

Такимъ образомъ оба этапа обобщенной матема
тической индукцш для всехъ математическихъ теорШ 
могутъ быть пройдены, и потому мы приходимъ къ 
общему результату:

Е с л и  д о п у с т и т ь  о б о б щ е н н ы й - п р и н ц и п ъ  
м а т е м а т и ч е с к о й  и н д у к ц 1 и, т о  о с н о в н о й  
п о с т у л а т ъ  м а т е м а т и к и  о н е п р о т и в о р е 
ч и в о с т и  о б щ и х ъ  е я  а к Н о м  ъ —и ли о п ре* 
д е л я е м ы х ъ ч е р е з ъ э т и  а к Н о м ы  п о н я т i й 
( п о н и м а е м ы х ъ  м а т е м а т и ч е с к и  р е а л ь -  
н о)—м о ж е т ъ  б ы т ь  д о к а з а н ъ  54).

Это общее полож ете легко иллюстрировать кон
кретными примерами изъ анализа и геометрш. Раз- 
смотримъ, напримеръ, съ точки зр’Ьшя нашего прин
ципа систему приведенныхъ выше (гл. II, 3) пяти 
аксюмъ, черезъ который Пеано определяетъ целыя 
числа. И зъ этихъ аксюмъ пятая состоитъ въ прин-
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цип'Ь математической индукцш, следовательно,-согласно 
излагаемой точке зрешя, она не должна быть прини
маема во внимаше при установлены непротиворечи
вости данной системы. Непротиворечивость между со
бой трехъ изъ остальныхъ аксюмъ—именно аксюмъ 
I, II и IV—какъ мы уже видели, можетъ всегда быть 
проверена на любомъ конечномъ примере; и такимъ 
рбразомъ остается установить лишь непротиворечи
вость связей, вытекающихъ изъ аксюмы третьей, гла
сящей, что за каждымъ целымъ числомъ всегда orfe- 
дуетъ новое целое число. Чтобы решить вопросъ, 
докажемъ для данной системы оба предложешя, соста
вляются два этапа математической индукцш.

1 ) Данная система аксюмъ непротиворечива для 
конечной группы подчиненныхъ понятш, состоящей изъ 
следующихъ чиселъ: „О, 1 , 2 е, такъ какъ за числами 
О и 1 мы можемъ мыслить безъ противоречся съ осталь
ными соответственно числа за ними „непосредствен- 
но-следуюшдя“, т. е. 1 и 2 , а для числа 2  мы н е  о б я 
з а н ы  проверять аксюмы, такъ какъ, согласно прин
ципу математической индукщи, мы должны проверять 
лишь те  свойства аксюмъ, который отражаются въ 
конечной системе, свойство же аксюмы III не можетъ, 
какъ мы видели, вполне отразиться въ конечной группе 
'чиселъ, именно потому, что у такой группы всегда 
есть число п о с л е д н е е .  Поэтому для этого послед- 
няго числа мы и не должны проверять аксюмы Ш-ьей.

2 ) Предположимъ, что данная система аксюмъ при
менима безъ противоречий къ какой-нибудь системе 
N чиселъ. Понимая N, согласно требованпо нашего 
принципа, какъ понят!е п у с т о е ,  мы можемъ о п р е 
д е л и т ь  понят!е N —{— 1 какъ целое число, такъ какъ, 
мысля въ то же время три остальныя аксюмы: „ноль 
есть целое число" (I), „ноль не следуетъ ни за ка- 
кимъ целымъ числомъ" (II), и „два целыя равны, если

6*
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следующая за ними равны" (IV ),— мы не встречаешь 
въ этой системе противоречий. Сл-Ьдуетъ только—въ 
виду появления новаго числа N —[— 1 — проверить новое 
cooTHomeHie, вытекающее изъ аксюмы IV-ой, т.-е. 
проверить, что при N +  1 — N 1 мы должны иметь 
и равенство предыдущихъ чиселъ, т. е. равенство 
N '= N . Но такъ какъ это сл^Ьдуетъ по закону то
ждества, *то 'четвертая аксзома оказывается вполне 
оправданной въ новой системе, и, значитъ, эта система 
свободна отъ противоречит.

Такъ какъ такимъ образомъ оба предложешя, вхо- 
дяшдя въ математическую индукщю, для системы ак-. 
сюмъ Пеано доказаны, то на основэнш нашего прин
ципа мы и можемъ высказать предложеше: „система 
аксюмъ Пеано непротиворечива для всего безконеч- 
наго множества целыхъ чиселъ". ‘

Точно также непротиворечивость основныхъ ак
сюмъ можетъ быть доказана и д л я  г е о м е т р 1 и, и 
это доказательство могло бы намъ служить вторымъ 
примеромъ применешя общаго принципа индукцш. Но, 
чтобы не останавливаться слишкомъ подробно на 
этомъ предмете, мы лишь приведемъ текстуально за
ключение, къ которому пришелъ Пуанкарэ, анализи
руя известныя работы Гильберта въ этомъ напра
влении

„ К а к о в а ,  в ъ к о н ц  е-к о н ц о в ъ,—говоритъ Пуан
карэ—о с н о в н а я  т е о р е м а  Г е о м е т р 1 и ?  Э то ,— 
ч т о  aKcioMbi  Г е о м е т р 1 и  н е  з а к л ю ч а ю т ъ  
п р о т и в о р е ч а ,  а д о к а з а т ь  э т о  н е л ь з я  б е з ъ  
п р и н ц и п а  и н д у к ц 1 и.

Какъ доказываетъ Гильбертъ этотъ существенный 
пунктъ? Лишь опираясь на Анализъ, а черезъ него— 
на Ариеметику, а черезъ нее—на принципъ индукщи.

,И если когда-нибудь придумаютъ другое доказа
тельство, все же придется опять опереться на этотъ
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принципъ, такъ какъ существуетъ безконечное число 
возможныхъ сл4>дствш изъ аксюмъ, непротиворечи
вость которыхъ следуетъ показать65)".

Пояснивъ этими примерами применеше общаго 
принципа индукцш, вернемся къ истолковашю его 
настоящаго значетя. Конечно, если бы мы выставили 
этотъ принципъ просто какъ верховный неуничтожае
мый постулатъ, долженствующш заменить постулатъ о 
непротиворечивости, то мы нисколько бы не подви
нулись впередъ въ области обосновашя математиче- 
екаго знашя, такъ какъ необходимый и неуничтожае
мый постулатъ по прежнему продолжалъ бы стоять 
во главе этого знашя, изменеше же содержашя этого 
постулата принцишально было бы для насъ без
различно.

Но въ томъ-то и дело, что мы можемъ разсматри- 
вать принципъ математической индукцш не к а к ъ  
п о с т у л а т ъ ,  а опять лишь к а к ъ  п р а к т и ч е с к и  
м е т о д ъ ,  доставляющей систематически, безъ всякой 
затраты умственныхъ силъ съ нашей стороны, сколь 
угодно обширный матер1алъ частныхъ сужденш, мо- 
гущихъ служить сколь угодно широкимъ основашемъ 
для заключешя къ соответствующему суждению об
щему черезъ н е п о л н у ю  индукцш. Какъ мы видели, 
второй этапъ разсматриваемаго метода состоитъ въ 
доказательстве общаго предложешя о возможности 
расширешя какой-либо конечной системы понятш, под- 
чиненныхъ даннымъ аксюмамъ, причемъ мы у с л о 
в и л и с ь  п о н и м а т ь  в с е  в х о д я ща я  в ъ  э т о  д о 
к а з а т е л ь с т в о  о б щ i я n oHATi a  и и х ъ  з н а к и ,  
КДКъ п о н я т 1 я  и з н а к и  п у с т ы е ,  т. е. таше, въ 
отношенш которыхъ мы обязаны соблюдать лишь 
формальные логичесше законы, не заботясь о томъ, 
действительно-ли эти поня*пя вмещаютъ некоторый 
радъ—конечный иди безконечный—подчиненныхъ по-
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HflTifi частныхъ. Только этой цТной мы достигли воз
можности чисто логическаго доказательства предло- 
жешя второго этапа. Но если понимать принципъ ма
тематической индукши какъ практический методъ си- 
стематизировашя индукщи неполной, то доказанное при 
сд'Ьланныхъ услов1яхъ предложеше второго этапа 
д а с т ъ  н а м ъ  к а к ъ  р а з ъ  вс е ,  ч т о  н а м ъ  отъ 
н е г о  н а д о .  Действительно, доказавъ это предло
жеше ДЛЯ' пустыхъ понятш, мы получимъ п р а к т и 
ч е с к и  о б р а з е ц ъ  р а з с у ж д е н 1 й, повторяя ко
торый въ точности и лишь заменяя механически обпця 
понят1я частными, мы можемъ доказать все частный 
предложешя, нужный для индукщи. Для этого дока
зательства намъ надо только еще доказать н е п о 
с р е д с т в е н н о  первое частное предложеше—о непро
тиворечивости одной какой-нибудь конечной группы 
частныхъ ионный, но мы знаемъ, что какъ разъ это 
доказательство и составляетъ п е р в ы й  э т а п ъ  раз- 
сматриваемаго метода. Если же предложеше перваго 
этапа установлено, т. е. если доказано, что некото
рая конечная группа понятш A t непротиворечива, 
то, разсуждая по образцу предложешя второго этапа, 
но заменяя въ разсуждешяхъ пустыя обшдя понят!я 
соответствующими частными поняыями группы Ах, мы 
устанавливаема что непротиворечива некоторая груп
па А 2, содержащая поняый больше, чемъ А г. По- 
томъ—все по тому же образцу, данному во второмъ 
этапе,—мы последовательно доказываемъ непротиво
речивость для все более широкихъ группъ частныхъ 
понятш — А3, А4... и такимъ образомъ доставляемъ 
механически сколь угодно большой матер!алъ для 
индуктивнаго заключения о непротиворечивости дан- 
ныхъ общихъ поняый, определяемыхъ черезъ дан
ный аксюмы, для всего безконечнаго ряда заключаю
щихся въ нихъ п о ш т й  частныхъ. При этомъ, этотъ



процессъ механическаго доставлешя частныхъ слу- 
чаевъ для йндуктивнаго заключения протекаетъ въ 
насъ столь быстро и легко, что онъ, обыкновенно, 
остается почти щЬликомъ подъ нашимъ сознашемъ, 
отражаясь лишь въ полусознаваемомъ мельканш част
ныхъ прим'Ьровъ при операщяхъ, совершаемыхъ въ 
общемъ вывода надъ пустыми понят1ями.

Такимъ образомъ, мы видимъ, что методъ матема
тической индукцш какъ разъ удовлетворяетъ требо- 
вашямъ практическаго метода систематизировашя не
полной индукцш, и потому мы и им'Ьемъ право раз- 
сматривать его именно какъ такой методъ. Но какъ 
разъ при этой точке зр1зшя только и уничтожается 
тотъ тупикъ, въ который мы попадаемъ на вершине 
математики,—уничтожается необходимость допущешя 
необоснованнаго и веуничтожаемаго постулата. Мы 
видели, что можно изложить математичесюя теорш 
такъ, чтобы такимъ необоснованнымъ постулатомъ 
остался одинъ принципъ математической индукцш. 
Если же мы уничтожимъ его, какъ постулатъ, то 
н е о б о с н о в а н н ы х ъ  п о с т у л а т о в ъ  в ъ  м а т е 
м а т и к  t  не  о с т а н е т с я  в о в с е ,  а этого мы именно 
и достигаемъ, разсматривая нашъ принципъ, какъ 
методъ систематизировашя обыкновенной индукцш. 
Поэтому только такая точка зр^ш я и будетъ един
ственной законной.

Правда, еще остается вопросъ: почему отъ част
ныхъ суждешй, служащихъ матер!аломъ индукцш, мы 
им'Ьемъ право заключать къ соответствующему су- 
ждешю общему? Иначе говоря—остается еще вопросъ 
объ основанш неполной индукцш. Но э т о—в о п р о с ъ  
у ж е  о б щ е г н о с е о д о г и ч е с х п й .  Доведя обосно- 
ваше математической теорш до этого пункта, мы мо- 
жемъ считать это обосноваше законченнымъ, потому 
что мы уничтожили обособленность математическаго
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метода, показали rfe точки, которыми онъ соприка
сается съ методами остального познашя, словомъ — 
ввели вопросъ въ общее познавательное русло. Теперь 
намъ уже не придется реш ать изолированной про
блемы о методе математики, такъ какъ р е ш е те  общей 
проблемы объ основанш индукцш сразу дастъ ключъ 
къ обоснованш всего познашя въ целомъ—какъ къ 
обосновашю естествознашя и естественной философш, 
такъ и къ обосновашю математики.

6. Особенности математической индукцш.

Такимъ образомъ мы видимъ, что последнимъ 
основашемъ математяческаго знашя является въ конце 
концовъ та же индукщя, которая является основашемъ 
познашя вообще. Но при этомъ мы нашли, что един
ственная законная въ математике индукщя, служащая 
не простымъ эвристическимъ методомъ, но обоснова- 
шемъ результатовъ, должна являться лишь въ осо- 
бомъ, опред'кленномъ виде, и эту-то индукцш мы и 
называемъ собственно-математической. Чтобы отдать 
себе ясный отчетъ въ особенностяхъ этой индукцш, 
отличающихъ ее отъ прочихъ видовъ индукцш, намъ 
полезно будетъ формулировать теперь эти особенно
сти въ сжатомъ виде, опираясь на предыдущее изсл'Ь- 
доваше. При этомъ мы должны придти къ сл'Ьдую- 
щимъ заключешямъ.

1. Мы видели, что собственно-математическая ин
дукщя можетъ представиться въ д в у х ъ  ф о р м а х ъ :  
или въ виде непосредственной реализация общихъ 
математическихъ понятий и предложен^ при помощи 
последовательной подстановки въ нихъ ряда частныхъ 
поняпй—причемъ этотъ процессъ обыкновенно про- 
текаетъ полусознательно и не получаетъ осязаемаго 
выражешя въ математике,—или въ виде метода „пол
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ной", т. е., какъ мы его называемъ, м а т е м а т и ч е 
с кой  индукцш,. который фигурируетъ обыкновенно 
въ математике въ виде особаго постулата. Первая 
форма индукцш легко применима лишь въ просгЬй- 
шихъ случаяхъ, а въ прочихъ она еще не даетъ наи
большей экояомш мышлешя; вторая же форма индук
цш, какъ мы видели, применима ко вс'Ьмъ безъ 

' йсключешя случаямъ, и такъ какъ она въ сложныхъ 
сл-у^аяхъ д'Ьлаетъ индукцш наиболее систематиче
ской и, следовательно, наиболее легкой, то именно 
к-ъ ней и приходится прибегать во всехъ техъ случаяхъ, 
когда желаютъ придать математической теорш наиболее 
законченный видъ. Такъ, напримеръ, изъ непротиво
речивости такихъ пустыхъ общихъ формулъ алгебры, 
какъ а-\-Ъ=Ь-\-а, (а-|-6)-)-с=а-}-(£+с)- и т. д., мы могли 
бы придти прямо къ заключенно о непротиворечивости 
определешя суммы чиселъ черезъ законы перестано- 
вительный и сочетательный при помощи непосред
ственной реадизацш пустыхъ понятш а, Ъ\ с—подста
новкою въ нихъ понятий частныхъ 1, 2, 3 и т. д. Но 
наиболее законченный видъ ариеметическая теор!я 
прюбрететъ тогда, когда непосредственной реализа- 
щей пустыхъ понятШ мы убедимся лишь въ непроти
воречивости п р о с т е й ш е й  общей связи понятш:

которую обыкновенно, вследъ за 
Гельмгольцемъ, и называютъ „аксюмой Грассмана", а 
затемъ уже при помощи математической индукцш 
в ы в е д е м ъ  для суммы законъ перестановительный и 
сочетательный, т. е. убедимся въ непротиворечивости 
такихъ формулъ,какъ a-\-b=b-\-a, 
где а, Ь, с понимаются }гже м а т е м а т и ч е с к и -  
р е а л ь н о .

2. Мы видели, что при непосредственной реадиза- 
цш общихъ предложений вся работа индукцш состоитъ 
лишь въ заполнении уже готовыхъ пустыхъ поняли
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математически - реальнымъ содержашемъ. Но точно 
также и при доказательствахъ черезъ принципъ ма
тематической индукцш во второмъ его этапе мы не
пременно должны пользоваться уже готовыми пустыми 
понят!ями. Поэтому именно с о з д а н i е п у с т ы х ъ  
п о н я т  i n  черезъ опред^лете ихъ логическихъ свя* 
зей и позволяетъ намъ въ математике систематизиро
вать индукцш, такъ какъ логичесшя операцш, т. е. 
определешя и выводы, совершаемые надъ пустыми 
поня^ями, могутъ служить намъ п р а к т и ч  е с к и м ъ  
о б р а з ц о м ъ  для ряда аналогичныхъ операцш надъ 
поняНями частными, доставляющими намъ матер!алъ 
для общаго индуктивнаго заключешя. Этой то воз  ̂
можностью систематизировашя индукцш, благодаря 
которой частные случаи получаются нами совершенно 
механически, математическая индукщя и отличается 
отъ всякой другой индукцш,—какъ отъ простой эври
стической индукцш математики, такъ  и отъ индукцш 
естественно-научной, и, можно сказать, настолько же 
превосходитъ эти последшя по быстроте и легкости 
достижешя результатовъ, насколько фабричное произ
водство превосходитъ ручной кустарный нромыселъ, 
такъ какъ математическая индукщя какъ бы штам- 
пз^етъ частныя операцш по образцу, даваемому пу
стыми формами понятш и разсужденш.

3. Эта легкость получешя матер1ала индукцш въ 
индукщи математической усиливается еще темъ, что 
въ математике факты создаются нами самими, между 
темъ какъ въ естествознанш они получаются изъ 
независимой отъ насъ реальности, почему необходи
мый для индукщи подборъ фактовъ можетъ тамъ со
вершаться нами лишь медленно и съ большимъ тру- 
домъ. Наоборотъ, въ математике, где роль фактовъ 
играютъ наши внутренше логичесше акты—определе
шя, выводы и т. д.,—которые зависятъ отъ нашей



ИНДУКЦ1Я в ъ  МАТЕМАТИКА. 91

воли,—мы однимъ простымъ желашемъ, посредствомъ 
незначительна™ напряжения воли—получаемъ 1гЬлыя 
серш необходимыхъ для индукцш фактовъ и полу
чаемъ ихъ сколько намъ угодно, когда мы системати
зировали индукцш при помощи образцовъ разсужде- 
нШ. Поэтому-то, зная изъ предыдущаго опыта эту 
послушность нашего сознашя нашей воли, мы обыкно
венно настолько доверяемъ нашей способности соз
давать математическ!е факты, что практически мы и 
не предпринимаема—по крайней м ере сознательно— 
сколько-нибудь обширныхъ опытовъ въ этомъ направ
ленна: эти опыты кажутся намъ безполезными вагЬд- 
ствш нашей непосредственной уверенности въ харак
тере ихъ результатовъ. Но такая уверенность воз- 
никаетъ именно черезъ индуктивное заключеше изъ 
предыдущаго опыта и значитъ она не произвольна, а 
обоснована; а потому въ отдельныхъ случаяхъ она и 
можетъ насъ законно освободить отъ фактическаго 
накоплешя частнаго матер1ала индукцш, разъ все пре- 
п я т е т я  для такого накоплешя устранены, т. е. разъ 
Teopifl доведена до одной индукцш математической. 
Во всякомъ случае, когда Teopia доведена до этой 
стадш, мы при малейшемъ сомненш можемъ всегда 
это сомнешё уничтожить подавляющимъ количествомъ 
фактовъ безъ всякаго почти усшпя, чемъ существенно 
и отличается математическая индукщя отъ всякой дру
гой, где число нужныхъ фактовъ не можетъ быть 
нами увеличено иначе какъ съ значительнымъ тру- 
домъ.

4. Благодаря этой возможности безпрепятственяаго 
доставлешя для индуктивнаго заключетя производь- 
наго числа фактовъ, м а т е м а т и ч е с к а я  и н д у к ц i я 
во в с я к о й  к о н е ч н о й  о б л а с т и  м о ж е т ъ  б ы т ь  
в с е г д а  д о в е д е н а  д о  к о н ц а ,  т. е, можетъ быть 
обращена въ индукцш п о л н у ю .  Поэтому математи
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ческая индукщя позволяетъ прост-Ьйшимъ образомъ, 
т. е. съ наименьшей затратой силъ, сделать любой 
конечный отд’Ьлъ математики строго-аналитическимъ— 
т. е. основнанымъ на однЪхъ логическихъ операщяхъ;— 
и, значить, математическая индукщя является прежде 
всего п р а к т и ч е с к и м ъ  м е т о д о м ъ .  а н а л и - .  
т и  з а ц i и конечной математики.

5. Такъ какъ въ нашей деятельности мы можемъ 
им^ть дело всегда лишь съ к о н  е ч н ы м ъ  числомъ 
математическихъ понятий—конечнымъ числомъ целыхъ 
чиселъ, действш надъ ними и т. д.,— то все матема
тически истины, съ которыми мы будемъ въ жизни 
практически-соприкасаться, всегда могутъ быть сде
ланы аналитическими благодаря доведен т математи
ческой индукцш до конца. Поэтому математическая 
индукщя, въ противуположность естественно-научной 
и эвристической, отличается той особенностью, что 
она в ъ  н а ш е й  ж и з н и  ф а к т и ч е с к и  н е  мо* 
ж е т ъ  п р и в е с т и  н а с ъ  к ъ  п р о т и в о р е ч а .  
Вотъ это-то сознаше практической невозможности 
встретить противореч1я въ жизненныхъ приложешяхъ 
законченныхъ математическихъ теорш и создаетъ ил- 
л ю з т  ихъ совершенной логической обоснованности. 
Эта иллюз1я усиливается благодаря тому, что мы осо
бенно чувствительны къ близки мъ, практическимъ 
вопросамъ, и, сознавая невозможность противореча 
для математики въ конечной области, съ которой мы 
практически лишь и можемъ иметь дело, мы обыкно
венно бываемъ совершенно успокоены и удовлетво
рены.

6. Логическая необоснованность математики ка
сается л и ш ь  о б л а с т и  и д е а л ь н о й ,  куда мы ни
когда не проникаемъ въ реальной своей деятельности, 
но куда можемъ проникнуть разумомъ, — касается 
лишь области безконечности—все равно актуально или
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потенщально понимаемой 56).—Въ. этой области закон
ченная математическая Teopia не гарантируетъ отъ 
противоречш, и зд'Ьсь-то лишь и начинается истинная 
роль математической индукцш. Здесь математическая 
индукщя является не методомъ аналитизащя предложе- 
йШ, какъ въ конечной области, такъ какъ здесь эта ин
дукщя никогда не можетъ быть обращена нами въ 
индукщю полную, — но методомъ в^Ьроятнаго обосно
вания предложенш—или, по крайней мере, в е р х о в -  
н а г о  предложешя математики о непротиворечивости 
общихъ ея аксюмъ—черезъ индукщю неполную.

7. Такъ какъ математическая индукщя черпаетъ 
свой матер1алъ изъ внутренняго опыта систематически, 
организованнымъ методомъ, то число фактовъ, служа- 
щихъ въ ней основашемъ общихъ выводовъ, будетъ 
настолько большимъ числа фактовъ, служащихъ 
основашемъ вс^хъ другихъ индуктивныхъ выводовъ,— 
что первое число мы должны считать практически 
числомъ в ы с ш а г о  п о р я д к а  по сравнешю со вто- 
рымъ, т. е. такимъ но сравнешю съ которымъ вторымъ 
числомъ можно практически почти пренебречь при 
вс^хъ выводахъ. Поэтому и гносеологическая вероят
ность заклю чена черезъ математическую индукщю 
будетъ порядка высшаго по сравнешю съ такой же 
вероятностью заключешй черезъ всякую другую ин
дукщю.
'  8. Впрочемъ, чтобы установить окончательно пре
имущество добытыхъ при помощи математической ян- 
дукщи результатовъ надъ остальными индуктивными 
заключешями, необходимо еще пояснить, какимъ обра- 
зомъ мы должны правильно вести между ними сравне- 
Hie. Надо иметь въ виду, что какъ бы ни было пода
вляюще велико число фактовъ, на которые можетъ 
опираться математическая индукщя, все же это число 
будетъ б е з к о н е ч н о - м а л ы м ъ  по сравнешю съ
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т 'Ьмъ числомъ фактовъ, которые мы желаемъ при по
мощи индукцш установить, такъ какъ устанавливая 
черезъ индукщю общее преиложеше, мы Т'Ьмъ са- 
мымъ устанавливаемъ и безконечное количество след- 
ствШ или—математическихъ фактовъ, изъ него выте- 
кающихъ. Поэтому если бы мы сравнили результаты 
такой индукцш съ  чисто естественно-научными дан
ными для конечной, непосредственно-окружающей насъ 
действительности, то заключеше о степени надеж
ности результатовъ было бы не въ пользу общихъ 
результатовъ математики. Но къ этому заключешю мы 
приходимъ лишь отъ того, что в е д е м ъ  с р а в н е н а  
н е п р а в и л ь н о .

Мы знаемъ, что всякое чисто-естественно-научное 
суждеше касается лишь конечнаго числа фактовъ, 
наприм^ръ — событШ, простирающихся хотя бы до 
эпохи и весьма удаленной отъ насъ въ прошедшемъ 
или будущемъ, но непременно на к о н е ч н ы й  про- 
м е ж у т о к ъ  в р е м е н и  удаленной, и происходящихъ 
хотя бы въ очень большой или маленькой части про
странства, но непременно въ к о н е ч н о й  его части. 
И вотъ, если сравнить результаты естествеяно-науч- 
наго и математическаго познашя въ той же к о н е ч 
н о й  области, то мы увидимъ, что математическая ин- 
дукщя, обращающаяся здесь въ п о л н у ю ,  даетъ до
с т о в е р н ы е  результаты, естественно - научная же 
индукщя—лишь в е р о я т н ы е ,  последовательно, здесь 
математическая индукшя безконечно превосходить 
естественно-научную по надежности.

Мы знаемъ, что когда мы стремимся высказаться 
на основанш нашего опыта о безконечной веренице 
явленш, мы уже выходимъ изъ области естествознашя 
й переходимъ въ область естественной философш, 
которую мы можемъ построить въ виде предельныхъ 
выводовъ изъ естествознашя. Гносеологическая ве
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роятность эткхъ выводовъ (или же—степень ихъ точ
ности), какъ мы видели, будетъ низшаго порядка по 
сравнент съ вероятностью выводовъ естествознашя, 
но все же будетъ иметь для насъ какъ разъ то зна- 
HeHie, которое намъ надо. И вотъ если мы опять 
сравнимъ результаты математической и обыкновен
ной индукцш въ той же области, т. е. теперь в ъ 
о б л а с т и  б е з к о н е ч н о с т и ,  то мы увидимъ, что 
гносеологическая вероятность выводовъ черезъ мате
матическую индукщю будетъ опять высшаго порядка 
по сравненш съ такой же вероятностью выводовъ 
черезъ индукцш обыкновенную. Действительно, какъ 
бы ни было велико число фактовъ, на которые 
могутъ опираться естественно-философсше индуктив
ные выводы, все же число фактовъ, т. е. частныхъ 
суждешй, на которые могутъ опираться выводы мате
матически-индуктивные,— будетъ, какъ мы знаемъ, по
давляющее большимъ, а пропорщонально этому будетъ 
подавляюще большей и гносеологическая вероятность 
выводовъ черезъ индукщю математическую.

Следовательно, если правильно вести сравнеше, то 
мы должны придти къ общему заключенш, что м а т е 
м а т и ч е с к а я  и н д у к ц i я я в л я е т с я  и н д у к ц ! е й  
в ы с ш а г о  п о р я д к а  по  с р а в н е н ] ю  со  в с е м и  
о с т а л ь н ы м и  в и д а м и  и н д у к г и и .



З а к л ю ч ен и е .

1. Объ идеалЪ математическаго знашя.

Теперь, когда мы знаемъ обшдй характеръ матема
тическаго метода, мы можемъ решить вопросъ: къ 
чему же должна стремиться математическая теор!я, 
чтобы мы могли считать ея обосноваше совершенно 
законченнымъ? Мы знаемъ, что идеалъ обращешя ея въ 
родъ логическихъ огЬдствш изъ логически-оправдан- 
ныхъ определены—неосуществимъ. Въ то же время не
допустимо оставить теорш  на степени индукцш въ про- 
стомъ ея виде, такъ какъ мы можемъ сд'Ьлать Teopiio бо
лее  точной. Чтрбы довести математическую теорш до 
возможной строгости, мы должны довести ея анали
тичность до возможно высокой степени, оставивъ въ 
теорш какъ можно меньше логически недоказаннаго. 
Какъ мы знаемъ, сверхлогичесше элементы неустра
нимы въ математике лишь въ отношешяхъ между 
бол’Ье общими и более частными, имъ подчиненными, 
понят1ями, когда этихъ посл'Ьднихъ безконечно много. 
Поэтому основныя требовашя математической стро
гости состоятъ въ томъ, 1) чтобы всякая конечная 
область математики была сделана строго-аналитиче-

Г л а в а  IV.
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ской или, по крайней мере, могла быть сделана тако
вой при первомъ требованш безъ всякихъ затрудне- 
нщ  и 2) чтобы во всякой безконечной области мате
матики неустранимые сверхлогичесше элементы были 
сведены къ одному неуничтожаемому логически посту
лату о непротиворечивости понятш, а справедливость 
этого последняго была бы установлена при помощи 
индукцш наивысшаго намъ доступнаго порядка. Какъ 
мы уже знаемъ, обоимъ этимъ требовашямъ—и для ко
нечной и для безконечной области—какъ разъ удо- 
влетворяетъ индукщя математическая, а потому въ 
идеально - обоснованной математической теорщ един- 
ственнымъ сверхлогическимъ элементомъ должна быть 
оставлена лишь она.

Какъ известно, математическая индукшя становится 
возможной лишь тогда, когда надъ рядомъ частныхъ 
понятш, определенныхъ черезъ взаимный связи, мы 
создадимъ рядъ понятш более общихъ, которыя сна
чала играютъ роль лишь пустыхъ схемъ, а потомъ, 
благодаря индуктивному процессу, прюбретаютъ ма
тематическую реальность. До сихъ поръ для упро- 
щешя разсуждешй мы обыкновенно разсматривали 
лишь две ступени понятш разной общности, изъ ко- 
торыхъ одни непосредственно подчиняли себе друля. 
Но наше стремлеше къ обобщетю не ограничивается 
этими двумя ступенями понятш, такъ какъ надъ сту
пенью общихъ понята! мы можемъ создать следующую 
ступень еше более общихъ понятзй, непосредственно 
подчиняющихъ поняля предыдущей ступени. Это со- 
здаше высшей ст}гпени, подобно создашю самой мате
матики, удовлетворяем одновременно двоякой цели. 
Во-первыхъ, расширяя математическое знаше созда- 
шемъ более общихъ понятий, мы удовлетворяет* 
нашему непосредственном}* стремленз'ю—познать наи
более общее содержаше нашего духа, обладающее
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для насъ внутренней ценностью въ силу его строй
ности и красоты. Во-вторыхъ, мы этимъ создашемъ 
приводимъ теорда къ тому виду, который мы выста
вили какъ идеалъ математической точности.

Действительно, т1зхъ более общихъ понятш, ко
торый подчиняютъ себе первую ступень частныхъ по
нятш, можно создать, въ свою очередь, неопределенно 
много, такъ какъ мыслимому творчеству нашего духа 
во все стороны н етъ  пределовъ. Поэтому, чтобы 
установить логичесюя связи этихъ более общихъ по
нятш, развитыхъ во всей полноте, потребуется опять 
прибегнуть къ математической индукщи, а для этого; 
какъ мы знаемъ, надъ данной системой понятш Необ
ходимо создать систему понятш еще более общихъ. 
Такимъ образомъ, мы и приходимъ къ построешю си
стемы понятш третьей ступени общности, которая, 
какъ мы видимъ, играетъ прежде всего утилитарную 
роль по отношешю къ системе, ей непосредственно 
подчиненной. Такъ, напримеръ, надъ понят1ями це~ 
лыхъ чиселъ—положительныхъ и отрицательныхъ— 
можно создать более общее поняНе чиселъ дробныхъ, 
и разсматривать целыя числа какъ частные случаи 
дробныхъ, т. е. какъ дроби, имеюшдя знаменателемъ 
единицу; тогда целыя числа будутъ поняпями, подчи
ненными общему понятш дробнаго числа. Чтобы при
вести къ строго-математическому виду Teopiio дроб
ныхъ чиселъ, надо надъ понят1ями дробныхъ чиселъ 
создать систему аксюмъ или общихъ, определенныхъ 
черезъ эти аксюмы, понятш (причемъ придется при
бегнуть къ индукщи при установлены непротиворе
чивости этихъ аксюмъ), и вотъ эта то система об
щихъ понятш и будетъ по отношешю къ целымъ 
числамъ системой третьяго этажа общности.

Но по темъ же причинамъ, по которымъ намъ 
пришлось построить третШ этажъ понятш, намъ, быть
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можетъ, придется построить и четвертый/ и пятый 
и т. д. этажи. При этомъ дело усложняется темъ, что мы 
обобщаемъ п о ш т я  не въ одну сторону, а въ разныя, 
такъ какъ за принципъ обобщешя мы можемъ брать 
р а з л и ч н ы й  свойства понятШ частныхъ. Такимъ обра- 
зомъ система последовательно подчиненныхъ понятш 
математики будетъ подобна не перевернутому генео- 
логическому дереву, где частныя поняли по ветвямъ 
сходились бы къ одному верховному обобщенш, изо
бражаемому стволомъ, а скорее будетъ похожа на слож

н у ю  железнодорожную сеть съ одной центральной 
узловой станщей — пош тем ъ о натуральномъ ряде 
чиселъ,—отъ которой по разнымъ направлешямъ, под
нимаясь, опускаясь и пересекаясь, шли бы различные 
пути обобщешя. Этой сложной структурой математики, 
между прочимъ, и объясняется тотъ фактъ, что такъ 
часто совершенно различный теорш встречаются въ 
одномъ и томъ же вопросе ^неожиданно оказываютъ 
другъ другу существенную помощь.

На всехъ  этихъ путяхъ математическаго знашя 
методъ его остается однимъ и темъ же, такъ какъ, 
ввиду существеннаго сходства всехъ математическихъ 
операцш, мы въ нихъ всегда можемъ оставить един- 
ственнымъ сверхлогическимъ эламентомъ одну мате
матическую индукцш. Впрочемъ, если бы мы пожелали 
безгранично расширять математическое знаше, строя 
другъ надъ другомъ до безконечности все новые 
этажи понятш большей общности, то мы не могли бы 
остаться въ пределахъ одной м а т е м а т и ч е с к о й  ин
дукцш, такъ какъ эта индукщя должна исходить изъ 
логически-завершенной системы пустыхъ наиболее об- 
щихъ понятш, которой мы въ нашемъ случае, въ виду 
незавершенности восходящей лестницы понятш, какъ 
разъ бы и не имели. Но, во-первыхъ, мы не можемъ 
знать наверное, возможно ли такое безконечное вое-
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хождеше въ общности понятШ. Во-вторыхъ, мы не 
можемъ его на самомъ д'Ьл'Ь совершить въ нашей 
жизни, такъ какъ мы можемъ въ ней совершить лишь 
конечное количество раздельно сознаваемыхъ актовъ. 
Это безконечное восхождеше, конечно, можетъ быть 
сделано предметомъ философскаго изследовашя, при* 
чемъ мы по необходимости должны будемъ пользо
ваться обыкновенной индукпдей при совершены на.- 
шихъ обобщены, но при этомъ мы уже выйдемъ изъ 
пред’кзовъ математики, и потому въ математической 
организованной теорш мы должны будемъ разсматри* 
вать лишь конечное число ступеней понятш разной 
общности.

Если при этомъ въ верхнемъ этаж е понятш, т. е. 
въ группе понятш наибольшей общности, будетъ за
ключаться безконечное количество понят1й, то мы 
опять не будемъ въ состояния ограничиться въ матема
тик^ одной математической индукщей, такъ какъ въ 
верховной группе математическихъ понятш мы не бу
демъ иметь возможности дать логически-правом'Ьр- 
ныя определения понятш черезъ ихъ связи. Но это 
затруднеше уже легко обойти: въ верховной группа 
математическихъ поняНп мы у с л о в и м с я  рассматри
вать лишь конечное число понятш, и потому надъ 
последней безконечной группой понят1й надстроимъ 
еще одинъ этажъ въ виде конечной группы понятш 
большей общности, подчиняющихъ поняНя предыдущей 
группы. Конечно, можно было бы подумать, что послед
нюю безконечную группу понячлй, быть можетъ, нельзя 
будетъ подчинить конечной группе понятш более 
общихъ. Но такое предположение противоречить 
общему характеру математическихъ понятш, который 
создаются нами не въ виде безпорядочныхъ вере- 

_.ницъ, а въ виде вереницъ, упорядоченныхъ под- 
чинешемъ какимъ-либо общимъ свойствомъ. Отвлекая
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эти общдя свойства отъ индивидуальныхъ особенно
стей понятй, мы и получаемъ, вообще, группу поня- 

•тШ большей общности. А  эту группу мы можемъ 
всегда по  у с л о в i ю ограничить конечнымъ числомъ 
членовъ, такъ какъ мы можемъ у с л о в и т ь с я  раз- 
сматривать въ математике лишь те  понятая, который 
подчинены данной группа. Такъ, наприм^ръ, если мы 
■будемъ разсматривать Teopifo цпЬлыхъ положительныхъ 
чиселъ совершенно изолированно отъ всей остальной ма
тематики, то мы ее непосредственно можемъ подчинить 
некоторому конечному количеству общихъ понятш, 
определяемыхъ конечнымъ числомъ аксюмъ,—хотя бы, 
напримТръ, п я т ь ю  аксюмами Пеано.

Такимъ образомъ мы можемъ построить всю мате
матику такъ, чтобы всТ различные пути обобщен\я 
математическихъ понятш на вершине оканчивались 
всегда некоторыми конечными группами наиболее об
щихъ понятш, атакхяобшдя п о ш тя  мы можемъ всегда 
логически - правомерно определить черезъ взаимный 
■связи. Эти п о ш тя , разсматриваемыя сначала какъ 
пустыя, при помощи одной математической индук- 
щи могутъ быть сделаны математически-реальными 
по отношешю къ пош тям ъ, непосредственно имъ под
чиненным^ эти последшя темъ же путемъ могутъ 
■сделаться реальными по отношешю къ своимъ подчи- 
«еннымъ понят1ямъ, и такъ, спускаясь со ступеньки 
на ступеньку общности, мы можемъ дойти при по
мощи одной математической индукши до наиболее 
частныхъ понятш математики —до целыхъ положи
тельныхъ чиселъ. Такимъ образомъ вся математика 
можетъ быть обращена въ одно стройное связное це
лое математически-реальныхъ понят1й, созданныхъ при 
помощи однехъ логическихъ операщй и математиче
ской индукши.

Но если теоретически мы можемъ привести мате
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матику къ такому пределу, то практически мы этого 
никогда не достигнемъ, да и не д о л ж н ы  практиче
ски стремиться къ этому. Действительно, если бы 
единственнымъ сверхлогическимъ элементомъ теор1й 
оставалось бы установлеше непротиворечивости основ- 
ныхъ аксюмъ, то все остальные выводы математики 
должны были бы опираться на одни силлогизмы и 
потому были бы крайне громоздки. Съ этой точки 
зрендя все наши самыя стропя доказательства пока
зались бы недостаточными, и „настояшдя" доказатель
ства хотя бы, напримеръ, самыхъ простыхъ' арйеме- 
тическихъ истинъ, потребовали бы целыхъ томовъ 
изложена?.

Поэтому практически математика никогда не дово 
дитъ своихъ разсуждешй до полной логической стро 
гости и оставляетъ всегда большинство звеньевъ вы
вода логически - недоказанными, а обоснованными 
лишь п р о с т о й  индукщей. Так1я индуктивныя заклю
чения мы встречаемъ въ математическихъ трактатахъ 
на каждомъ шагу. Они наиболее заметны въ техъ 
случаяхъ, когда въ доказательствахъ мы встречаемъ, 
напримеръ, ташя выражешя: „по образцу предыду
щ а я , доказывается и следующее п олож ен и е:.„легко  
доказать..." (а доказательство не приводится) и т. д.;~ 
въ тех ъ , случаяхъ, когда мы обрываемъ перечисле- 
Hie понятш и заменяемъ ихъ рядъ многоточ]емъ, какъ, 
напримеръ, въ выраженш многочлена, расположеннаго 
по степенямъ: А 0х ” -f- +  А п , или когда даль
нейшее изложеше заменяемъ выражешемъ: „и такъ 
далее". Здесь всюду логическое разсуждеше мы 
заменяемъ п р е д п о л о ж е н 1 е м ъ  —• или г и п о т е 
з о й ,  — что оно при желанш для насъ здесь легко 
осуществимо, а уверенность въ правильности этого 
предположешя возникаетъ у насъ индуктивнымъ 
путемъ, изъ разсмотрешя предыдущихъ случаевъ.
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весьма похожихъ въ существенныхъ чертахъ на 
данный.

Мы можемъ заметить вообще, что при изложеши 
математическихъ теорш мы пропускаемъ логическое 
разсу ж д ете  вовс'Ьхъ н а и б о л е е  л е г к и х ъ  частяхъ 
доказательства и останавливаемъ свое вним ате лишь 
на элементахъ б о л ' Ь е  т р у д н ы х ъ ,  где наше раз- 
су ж д ете  становится бол'Ье полнымъ. Такой характеръ 
математическаго изложешя вполне оправдывается той 
целью, которую мы этимъ изложен1емъ желаемъ до- 
стигнуть: всл^дств!е практическихъ соображешй мы 
отказываемся отъ подробныхъ логическихъ выводовъ 
предложенш, но мы, по крайней мере, желаемъ 
такъ наметить путь разсужденш, чтобы всякш та
кой подробный выводъ при жеданш можно было 
всегда возстановить п р о с т е й ш и м ъ  о б р а з о м ъ .  
Для этого то все наиболее трудные этапы доказа- 
тельствъ какого-либо предположешя мы и излагаемъ 
подробно, а легше пропускаемъ, благодаря индуктив- 
нымъзаключешямъ, п р е д п о л а г а я  ихъдоказанными, 
такъ какъ при желанш мы можемъ ихъ всегда воз
становить подробно.

Какъ выбирать въ каждомъ отд'Ьльномъ случай 
этотъ путь логическихъ и индуктивныхъ элементовъ 
при доказательствахъ, это можетъ подсказать лишь 
особый даръ изложения, которымъ такъ выделяются, 
наприм1фъ, классичесше трактаты французскихъ ма- 
тематиковъ, и благодаря которому изложеше npioope- 
таетъ свойства понятности, легкой усвояемости, изя
щества, и, вообще, все свойства настоящаго художе- 
ственнаго произведешя. Ибо какъ въ научныхъ, такъ 
и въ художественныхъ произведев1яхъ высшая цель, 
(не исключающая целей низшихъ, но къ нимъ п р и 
с о е д и н я ю щ а я с я ) ,  какъ мы знаемъ, въ конце-кон- 
цовъ, одна: достижеше наибольшей, доступной въ
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нашей жизни, красоты 57)* только въ научныхъпроизве- 
дешяхъ эта красота более внутренняго, отвлеченно- 
духовнаго свойства и потому не такъ заметна для 
обыкновенная) глаза. Но, во всякомъ случай, сред
ства чея цередачи въ обоихъ областяхъ оказываются 
одинаковыми, такъ какъ мы видимъ, что здесь и 
тамъ въ удачномъ изложены весь эффектъ дости
гается наилучшимъ выборомъ элементовъ, дающихъ наи
более полное содержаше въ наиболее простой форме.

Мы убедились, что даже въ совершенно закончен
ной математической теорш индукщя, кроме своей выс
шей формы индукцш математической, имеетъ еще место 
и въ простомъ своемъ виде, какъ постоянный вспомо
гательный пр1емъ разсуждешя и изложешя, безъ ко- 
тораго создаше математической теорш для насъ было 
бы практически неосуществимо. Но это темъ въ боль
шей степени относится къ математической теорш н е- 
з а к о н ч е н н о й ,  еще создаваемой. Здесь элементъ 
простой индукцш, который въ законченной теорш 
играетъ вспомогательную роль сокращешя разсз^жде- 
шй, прю бретаетъ существенную роль, такъ какъ здесь 
еще не все связи понятш сознательно обнаружены. 
Притомъ, какъ мы видели раньше, индукщя же здесь 
руководитъ нами въ созданы новыхъ понятш и въ 
открыли новыхъ предложены.

Но такъ какъ, практически, математичесюя теорш 
никогда нельзя считать вполне законченными, потому 
что мы можемъ всегда у л у ч ш и т ь  старыя теорш 
какими-нибудь более простыми и широкими опреде- 
лешями и выводами, то мы должны вообще признать, 
что даже и п р о с т а я  и н д у к щ я  п р а к т и ч е с к и  
и з ъ  м а т е м а т и к и  н е у с т р а н и м а ,  хотя она здесь 
играетъ и не ту роль, что въ естествознанш
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2. Объ основами воякой индукцж

Итакъ, математика, какъ и естествознаше, роковымъ 
юбразомъ приговорена къ заключешямъ отъ частнаго 
къ общему, отъ даннаго къ неизвестному. Ташя за- 
дслючешя въ естествознанш давно уже были описаны 
и получили назваше заключенш индуктивныхъ, но въ 
математике на нихъ еще не обращали достаточно вни- 
машя 59).

Правда, давно уже было замечено, что математика 
пользуется некоторыми способностями нашего духа, 
не сводящимися къ логическимъ, и эти способности 
называли иногда обшимъ именемъ способности „ м а т е 
м а т и ч е с к о й  и н т у и ц i и Терминъ „интуищя", ве- 
дущш свое начало изъ древней философш, вообще 
говоря, употребляется философами—напримеръ, Спи
нозой, Локкомъ, Кантомъ, а въ новое время, напри** 
меръ, А. Бергсономъ, Н. О. Лосскимъ—въ довольно раз- 
личныхъ значешяхъ, но въ примененш къ математике 
-стало наиболее распространеннымъпонимашеинтуитив- 
наго мышлешя какъ такого, которое, въ противополож
ность дискурсивному (или въ противоположность „реф- 
дексш“), даетъ намъ выводы н е п о с р е д с т в е н н о ,  
безъ помощи логическихъ разсужденш, и даже 

. тогда, когда эти разсуждешя—какъ въ случае без- 
конечности — были бы совершенно безсильны. По
этому признашемъ неустранимости интуитивныхъ вы- 
водовъ въ математике многими изследователями, въ 
сущности, былъ уже давно обнарзгженъ евеэхлогиче- 
скш характеръ ея методовъ.

Однако, пониже о математической интуицш все же 
было до сихъ поръ совершенно неопредеденньшъ, 
такъ какъ не были указаны ея п о л о ж и т е л ь н ы е  
признаки и—на основанш этихъ признаковъ—ея место
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среди нашихъ познавательныхъ способностей. Теперь 
же мы видимъ, что математическая интуищя не зани- 
маетъ въ нашемъ духе какого-то изолированнаго поло- 
жешя, что это есть просто одинъ изъ ч а с т и ы х ъ  
в и д о в  ъ более общей нашей способности—способ
ности индукцш, такъ какъ эта „интуиц1я“ удовлетво- 
ряетъ  вс'Ьмъ положительнымъ признакамъ последней..

Поэтому, чтобы1 Дать теорпо математической „ин
туиций, т. е. математической индукцш, и оценить ея 
познавательное значеше, мы не должны строить от
дельное гносеологическое здаше, такъ какъ изучете 
ея структуры и основанш входитъ, какъ частный слу
чай, въ гносеологическое изучеше индукцш въ ея об- 
щемъ виде. По-этой причине мы здесь и не будемъ 
подробно останавливаться на этомъ предмете, такъ 
какъ это значило бы излагать основашя гносеологш 
вообще, что не входитъ въ нашу настоящую задачу. 
Но все же, чтобы закончить наше изследоваше, мы 
желали бы вкратце коснуться и этого общаго предмета.

Мы знаемъ, что индуктивный заключения вообще 
делаются нами отъ частнаго къ общему. Съ точки 
зреш я логическаго мышлешя таю я заключешя не мо- 
гутъ  быть оправданы, такъ какъ они не гарантирзтютъ 
насъ отъ возможности логическихъ противореч1й. Въ 
то же время мы не можемъ п о с т у л и р о в а т ь  без
условную правильность такихъ заключенш, хотя бы,, 
напримеръ, самыхъ общихъ, какъ это делалъ Кантъ,. 
называвшш ихъ ,синтетическими суждетями и priori**; 
не можемъ постулировать потому, что на почве по- 
знашя мы не имеемъ для этого никакого уже осно
вашя. Правда, видя, что большинство нашихъ индук- 
тивныхъ заключенш оправдывается въ действитель
ности, мы могли бы сделать отсюда индуктивное за- 
ключеше, что наши индуктивные выводы, вообще, въ 
большинстве случаевъ должны быть правильными. Но
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такое заключеше какъ разъ само основано на индукцш, 
и, следовательно, чтобы оно для насъ имело силу, мы 
должны заранее признать для себя значимость индукцш, 
а эту значимость мы и желаемъ какъ разъ еще обосно
вать. Поэтому, если бы мы постулировали правиль
ность индукцш, то въ области познашя намъ пришлось 
бы это сделать совершенно безъ основашя, совер
шенно голословно. Но если бы мы д.оцустили въ осно- 
-ваше знашя хоть одно совершенно необоснованное 
суждеше, то наука ничемъ бы не отличалась отъ самой, 
дикой фантазш, потому что мы бы ведь могли по 
ж елант изменять основныя необоснованный положешя, 
й съ равнымъ правомъ вместо научнаго знашя могли бы 
проповедовать какую угодно нелепость. Поэтому мы не 
можемъ постулировать голословно правильность или 
достоверность основныхъ положенш, на которыхъзиж- 
дится научный методъ, и такимъ образомъ все наше 

;познанге оказывается н е д о с т о в е р н ы м ъ .
Однако, такое положеше дела'нисколько не подрыва- 

етъ для насъ значимости нашего познашя, основаннаго 
на индукцш, потому что абсолютная достоверность не 
является необходимымъ признакомъ такой значимости. 
Тамъ, где абсолютная, логическая достоверность не
достижима, тамъ мы имеемъ еще иные критерш для 
оценки нашего знашя, и вотъ эти то критерш мы и 
должны приложить къ оценке знашя индуктивнаго.

Мы здесь не будемъ останавливаться на вопросе 
объ основанш самихъ этихъ критер1евъ, заметивъ 
лишь, что вообще последнимъ основашемъ какъ 
принциповъ достоверныхъ т. е. логическихъ выводовъ. 
такъ и принциповъ всехъ остальныхъ выводовъ, 
является ихъ оценка нашимъ нравственнымъ созна- 
шемъ^ такъ какъ наши познавательные акты является 
н а ш и м и  п о с т у п к а м и  въ широкомъ смысле и, сле
довательно, подлежатъ нашему нравственному сзчлу,
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который для насъ обладаетъ уже абсолютным^ харак-1 
теромъ, т. е. черпаетъ свое основаше въ себе, а не: 
въ чемъ-либо постороннемъ. Здесь мы и приведемъ 
лишь окончательный выводъ, къ  которому приводить 
такъ понимаемая этическая гносеология.

Именно, мы можемъ убедиться, что когда у насъ 
н ^тъ  данныхъ для д о с т о в ^ р н а г о  суждешя о ка
кой-нибудь области познашя, то наиболее д’Ьннымъ 
поведешемъ будетъ стремдеюе составить себе по
нятие объ этой области при помощи н^которыхъ пред- 
положенш или г и п о т е з ъ ,  пользующихся всеми теми 
элементами, которые въ нашемъ сознанш фактически 
находятся. Этихъ гипотезъ, вообще говоря, о каждой 
области познашяможно составить безконечно-многораз- 
личныхъ^но одна изътакихъ составленныхъ нами гипо
тезъ  въ каждомъ случай будетъ для насъ наиболее цен
ной, и это будетъ именно та, которая будетъ н а и 
б о л е е  п р о  с т ы  м ъ  (а значить, и наиболее „эконом
н ы м ^  по отношешю къ нашему мышленго) образомъ 
объединять наличный матерхалъ нашего созная!я. 
Можно убедиться, что эта наиболее простая гипо
теза въ то же время будетъ наиболее стройной и 
красивой и, вообще, будетъ наиболее соответство
вать внутреннимъ стремлешямъ нашего духа, будетъ 
наиболее полнымъ образомъ насъ удовлетворять. Эти 
наиболее простыя ноложешя мы будемъ] называть 
н а и б о л е е  в е р о я т н ы м и ,  придавая понятию „ве
роятности" (гносеологической) более широкое значе- 
т е ,  чемъ въ математической „Теорш Вероятностей", 
изучающей лишь одинъ изъчастныхъ видовъ гносеоло
гической вероятности.

Всякая индукщя и состоитъ именно въ томъ, что 
изъ многихъ возможныхъ гипотезъ, т. е. общихъ су
ждений, изъ которыхъ данныя намъ частныя суждешя 
могутъ вытекать, какъ следств!я, мы вырабатываемъ
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и,выбираемъ простейппя, т. е. вероятнейлпя. Какъ 
мы видели, весь этотъ процессъ опирается исключи
тельно на свойства нашего нравственнаго сознашя, а 
потому онъ им^етъ для насъ въ гносеолопи совер
шенно абсолютное оправдаше.

Почему именно эти наиболее свойственный нашем}? 
духу гипотезы оказываются и въ практической дея
тельности наиболее удачными, т. е. обезпечивающими 
намъ наибольшее господство надъ независящей отъ 
насъ внешней природы это проблема, уже не входя
щая въ область гносеолопи, такъ какъ это одна 
изъ проблемъ познашя действительности, хотя, правда, 
одна изъ самыхъ общихъ проблемъ и ведущая насъ 
къ самымъ высокимъ обобщениями. Эта проблема, 
.какъ и всякая проблема, представляемая намъ дей
ствительностью, можетъ и должна быть решена, ибо 

.индуктивный путь познашя не знаетъ никакихъ абсо- 
лютныхъ границъ. Но изследовате этой проблемы уже 
совершенно выходитъ за пределы настоящей работы.

3. Тезисы.
Подводя теперь итогъ главней шимъ результа

тами настоящаго изсдедовашя, мы можемъ коротко 
форм}?лировать наиболее важные выводы въ сдед}гю- 
щихъ положешяхъ:

1. Математика тгЬ етъ  для насъ одновременно 
двоякое значеше: какъ средство для естествознашя и 
какъ самоценное удовлетвореше нашего безкорыстнаго 
стремлешя познать наиболее обшдя, простая и пре
красный формы нашего д}'ха.
. 2. Математика, какъ средство естествознашя, уже,
чЫ ъ  математика вообще; а именно, это будетъ ко
нечная математика, въ которой отсзттств\тютъ поняпя 
•о пределе и безконечности. Общая же математика 
если и можетъ являться иногда средствомъ, то лишь



для естественной философш, которую мы не можемъ 
причислить на равныхъ правахъ къ остальными есте- 
ственнымъ наукамъ.

3. Конечная математика можетъ быть при желанш 
сделана строго-аналитической, т. е. можетъ быть све
дена къ одн'Ьмъ логическимъ операшямъ; такимъ же 
можетъ быть сд^ланъ и каждый частный выводъ ма
тематики, пользующшся лишь конечнымъ числомъ ПО
НЯТШ,

4. Общ1я предложешя математики не могутъ быть 
логически доказаны на основанщ логически оправ- 
данныхъ опред'Ьлешй.

5. Д ля построешя математики логика недостаточна 
потому, что она не можетъ обнимать безконечное ко
личество понятш, изъ которыхъ каждое должно шгЬть 
свое особое опред'Ьлеше, между Т'Ьмъ какъ этотъ 
случай и представляется въ математик^. Иначе говоря, 
недостаточность логики для математики сказывается 
въ томъ, что логическое оправдаше обшихъ понятш, 
подчиняющихъ себ^ безконечное множество понятш 
частныхъ, оказывается невозможнымъ, такъ какъ мы 
не можемъ логически строго установить непротиворе
чивость такихъ понятш.

6. Доказательство математическихъ предложенш 
становится возможнымъ лишь благодаря индукцш; ин- 
дукщя прежде всего служитъ основашемъ математи- 
ческаго творчества и эвристическимъ методомъ, при 
созданш новыхъ математическихъ предложенш и по- 
нятш.

7. Математическое доказательство не должно оста
навливаться на степени простой индукцш, такъ какъ 
въ немъ можно довести индукщю до наиболее совер- 
шеннаго вида въ индукцш математической. Превосход
ство математической индукцш зависитъ отъ того: 1) что 
она черпаетъ свой матер1алъ не изъ внешней д^йстви-

П О  И. Д. МЕНДЕЛЕЕВ!».
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Цельности, а изъ самаго нашего сознашя, 2) что она 
есть индукщя систематизированная благодаря созда- 
Шю образцовъ разсужденш въ виде пустыхъ схемъ 
Жонятш и выводовъ.
%; 8. Математическая индукщя играетъ одновременно 
/Двоякую роль: I) Она является наиболее простымъ 
методомъ аналитизацщ всякаго конечнаго отдела ма
тематики, почему, между прочимъ, она и не можетъ 
фасъ никогда фактически привести къ противор'Ьчио, 
Такъ какъ мы въ жизни имЪемъ дело всегда лишь съ 
Йонечнымъ числомъ понятШ и выводовъ. 2) Въ общей 
математике она является методомъ сколь угодно на- 
дежнаго в'Ьроятнаго обосновашя результатовъ черезъ 
неполную индукцш.

9. Идеаломъ математическаго изложешя является 
аналитическое развит1е теор1й.съ оставлешемъ лишь 
того неустранима™ минимума индукцш, который пред- 
:етавляетъ индукщя математическая. Однако, изъ практи- 
Ческихъ соображенш мы должны оставить въ матема
тик^ на степени простой индукцш все наиболее лег- 
шя стороны теорШ, причемъ бол'Ье или менее удач
ное распред1злеше логическихъ и индуктивныхъ эле- 
ментовъ изложешя зависитъ отъ степени таланта изло
жешя автора.

10. Такъ называемая'„математическая интуищя" 
Щ'Ьликомъ сводится къ индукцш.

11. Основаше математической индукцш сводится къ 
«эснованш всякой индукцш. Это основаше нельзя 
искать въ теоретическомъ знати. Оно лежитъ, какъ 
и основаше всякой познавательной деятельности, въ 
нашей нравственной оценочной способности, которая 
:заставляетъ насъ выбирать наиболее простая изъ 
возможныхъ гипотезъ, какъ наиболее вероятный.



ПримЪчаш я.
О Такова, впрочемъ, лишь самая общая мысль, ко

торую можно извлечь изъ благожелательнаго разбора 
учеш я Канта. Более конкретные взгляды его на ма
тематику въ большинства случаевъ совершенно оши
бочны. Т акъ, въ противуположность общепризнанному 
теперь взгляду, онъ считалъ математику наукой не 
формальной, не изучающей лишь наши субъективный 
формы понятш независимо отъ ихъ прим^нешя въ 
естествознанш, а н'Ькоторьшъ апрюрнымъ матер1аль- 
нымъ знашемъ о самыхъ общихъ законахъ природы, 
которымъ подчинены явлетя  и который будто бы мы 
можемъ устанавливать безъ предварительной ихъ 
опытной проверки. Сюда же относятся его утверждег 
шя, будто синтетичны в с е  математичесшя суждешя, 
какъ, наприм'Ьръ: 7 +  5 =  12; будто основашемъ мате
матической достоверности служитъ представлеше; 
будто чистый Анализъ есть учеше о чистомъ времени 
(между т^м ъ какъ Анализъ, очевидно, логически 
предшествуетъ понятш  времени, такъ какъ поня
тш о величине, о числе, о функцш и т. д. гораздо 
шире и относятся одинаково какъ ко времени, такъ, 
напримеръ, и къ пространству и вообще къ целому 
ряду мыслимыхъ объектовъ) и-т. д. Исчерпывающи* 
разборъ всехъ взглядовъ Канта на математику далъ 
L. Couturat '„La philosophic des matematiques de Kanttt 
(въ Revue de Metaphysique et de Morale, май, 
1904, перепечатано въ „Les princ. d. M ath“, того же 
автора, есть русск. перев. Б. Кореня. 1913). Согла
шаясь безусловно съ критикой Кутюра ученш Канта,
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Д’акъ какъ она вполне отвЬчаетъ современному поло
женно вопроса, надо, однако'заметить, что п о л о ж и 
те л ь и ы е взгляды самого Кутюра тоже недостаточны, 
такъ какъ они не объясняютъ ни основанш матема- 
Тйческаго творчества, ни принциповъ, позволяющихъ 
математике охватывать безконечныя совокупности 
объектовъ. Въ настоящей статье мы и стремимся 
восполнить именно эти недостатки.

2) Письмо изъ Дрездена отъ 29-го марта 1826 г. 
Цитировано по Ch. Lucas de Pesloiian „N.—H. Abel, 
sa vie et son oeuvre".
' 3) Главнейнпя изъ этихъ работъ; Kronecker „Ueber
den Zahlbegriff" (журналъ Сге11е?я, t. Cl, 1887); H. 
von-Helmholtz „Zahlen und Messen, erkenntnisstheore- 
tiseh betrachtet" (1887); R. Dedekind „Stetigkeit und 
irrationale Zahlen“ (1872), „Was sind und was sollen 
die Zahlen?" (1887); Frege „Die Grundlagen der Arith- 
metik" (1884). На русскомъ языке есть переводъ hF- 
которыхъ работъ въ „Сборнике научно - популяр- 
ныхъ статей Пуанкарэ, Гельмгольца, Кронекера и др. 
по основашямъ ариеметики. Подъ редакщей И. П. Пар
фентьева" Казань. 1906.
\  4) Главнейгшя работы: G. Boole „The mathematical
analisis of Logic" (1847), „An investigotion of the 
Lavs of Thought" (1854). E. Schroder „Algebra der Lo- 
gik (1890—95). Главнейшие результаты изложены въ 
общедоступномъ виде у L. Couturat „L’Algebre de 
la logique" (есть русск. перев. изд. „Матезисъ").

5) Главнейгшя работы: Hilbert, „Grundlagen der 
Geometrie"; В. Russell „The Principles of Mathema
tics" (1903): Peano, „Formulaire de Mathematiques" 
(1903).'

6) Действительно, всякое обнаружеше новой ак- 
Цомы, независимой отъ нрежнихъ, тотчасъ же даетъ 
возможность расширить математическую Teopiro, — 
стоитъ только разсматривать все прежде употребляе
мый понят1я независимо отъ новой акс!омы, т. е. раз-, 
сматривать ихъ въ более широкомъ смысле, класси- 
ческимъ примеромъ чего можетъ служить разсм отрете 
геометрическихъ понят1й независимо отъ постулата 
Евклида о параллельныхъ въ системахъ Лобочевскаго 
и Римана.

I .  Д . М ЕНДБДБЕВЪ. МЕТОДЪ МАТЕМАТИКИ. S
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7) Эта тенденщя нашла, наприм'Ьръ, свое полное
выражеше въ работа L. C outurat „Les principes des 
Mathematiques“ (1905), по которой можно ознакомиться 
со всеми главнейшими идеями разсматриваемаго те: 
чешя (есть русск. перев.). -

8) Н. Poincare „La Science et Г Hypothese" (1902), 
„La V aleur de la Science" (1905), „Science et Methode" 
(есть русск. переводы).

9) Вообще неоценимыя—что касается до критиче
ской глубины, яснаго расчленешя проблемъ и трезвой 
постановки вопросовъ— гноселогичесюя изследовашя 
Пуанкарэ не содержать въ себе ясныхъ и последо- 
вательныхъ п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  взглядовъ на позна- 
Hie, и потому, служа какъ бы незаменимымъ введе- 
шемъ къ удовлетворяющей всемъ современнымъ тре- 
бовашямъ гносеологш, они этой гносеологш еще не 
создаютъ.

10) Сознавая всю важность прогресса, достигнутаго 
логической школой въ пониманш математики, авторъ 
настоящаго изследовашя первоначально всецело прим- 
кнулъ къ ней, и съ этой точки зреш я изложилъ свои 
взгляды въ „Мысляхъ о познанш" (1909), въ главе: 
„Роль математики въ познанш". Однако, при дальней
шей работе авторъ оценилъ все значеше критики 
Пуанкарэ, вполне согласной съ направлешемъ общихъ 
гносеологическихъ воззрешй автора, и это заставило 
его дополнить предыдущее- [изследоваше новыми су
щественными элементами, результатомъ чего и явилась 
излагаемая здесь теор!я математическаго метода.

Х1) „Мысли о познанш" гл. II, 4. „Оправдаше 
истины" I, 4.

12) Д ело не изменится, если мы будемъ различать 
„актуальную" и „потенщальную" безконечность, для 
которыхъ иногда вводятъ термины; infinitum и indefi- 
nitum, и если вместо „безконечно-болышя и малыя" 
величины мы будемъ говорить: „ с к о л ь - у г о д н о  боль
ная и малыя", или: „болышя и менышя в с я к о й  напе- 
редъ заданной величины" и т. п. Всеми этими выраже- 
шями мы только н а  с л о в а х ъ  обходимъ понят1е о дей
ствительно-мыслимой, „актуальной" безконечности, а на 
самомъ д еле  всегда въ нихъ п о д р а з у  м е в а е м ъ  
существоваше безконечнаго количества объектовъ,
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что и можно въ каждомъ частномъ случай обнаружить, 
раскрывая полное содержаше, подразумевающееся во 
вс1зхъ употребляемыхъ выражешяхъ. Такъ, напримеръ, 
мы не могли бы взять „сколь-угодно" много объек- 
Товъ, если бы ихъ не было безконечно много, или не 
могли бы взять числа больше в с я к а г о  заданнаго, 
если бы существовало п о с л е д н е е  по величине 
число, которое отсутствуетъ лишь въ безконечномъ 
ряде. Принимая это во внимаше, мы можемъ также 
сказать, что мы не встречаемся въ естествознание съ 
величинами сколь-угодно большими и малыми и т. п., 
а лишь съ очень большими и малыми, но о п р е д е 
л е н н ы м и  величинами.

Вообще, понятие объ актуальной безконечности, 
отъ котораТо такъ долго отмахивались математики, 
считая его лишь „пустымъ символомъ44 (совершенна 
подобно тому, какъ прежде считали пустыми символами 
„мнимыя" и даже отрицательный числа), въ настоя
щее время вполне реабилитировано. Такъ, въ обстоя- 
тельномъ изследованш („De l’Infmimathematique“, 1896) 
L. Couturat выяснилъ, что „символъа безконечности 
фигурируетъ во всехъ математическихъ теор1яхъ съ 
такой же определенностью,^ какъ, напримеръ, и сим- 
волъ „ноль44 или какое-либо другое число, а потому,— 
если только помнить о присущихъ этому символу 
свойствахъ и не приписывать ему свойствъ непрису- 
щихъ,—на этотъ символъ необходимо распространить 
понятие числа, какъ оно распространяется и на сим
волъ ноль. Лишь тогда область чиселъ будетъ дей
ствительно совершенно з а м к н у т о й ,  такъ какъ лишь
тогда ташя выражешя, какъ q ; будутъ иметь смыслъ
и не будутъ выводить за пределы этой области.

, Еще более заставили обратить внимаше на „реаль
ность" понят1я безконечности изследовашя Дюбуа- 
Реймона о росте функщй, приводящая совершенно 
естественно къ понят1ю о числахъ, находящихся за 
рядомъ натуральныхъ чиселъ, т. е. какъ бы „боль- 
шихъ безконечности“—т р а н с ф и н и т н 'ы х ъ  (Borel, 
Lesons sur les series a termes positifs, 1905), не под- 
чиненныхъ аксюме Архимеда. Къ подобяымъ же 
числамъ приходитъ самостоятельно к G. Cantor въ

8 *
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ряде своихъ изв'Ьстныхъ изследованш, логическая 
состоятельность которыхъ, впрочемъ, еще окончательно 
не установлена, въ виду обнаруживаемыхъ въ нихъ. 
противоречш,—такъ называемыхъ, „антимошй" канто- 
ризма. Во всякомъ случай, можно утверждать навер
ное, что въ томъ или другомъ виде, но Teopin без- 
конечныхъ чиселъ можетъ быть построена безъ 
противореча, такъ  какъ поняые „трансфинитной" ве
личины можетъ быть получено черезъ простое устра- 
неше некоторыхъ аксюмъ (напр., аксюмы Архимеда), 
которымъ подчиняются величины обыкновенный, и че
резъ определеш е величины трансфинитной при по
мощи однехъ оставшихся аксюмъ, безъ ихъ измене-- 
шя. Т акъ  какъ эти оставшаяся аксюмы непротиворе
чивы для обыкновенныхъ величинъ, то оне должны 
быть a fortiori непротиворечивыми и для трансфинит- 
ныхъ. Впрочемъ, какъ обнаруживаетъ критика (напр., 
Пуанкарэ „Science et Metode"), канторизмъ далеко еще 
не удовлетворяетъ такимъ треббвашямъ.

13) Г. Риккертъ „Границы естественно - научнаго 
образовашя понятш“ перев. А. Водена, 1904.

J4) Более подробный соображешя объ атомистиче- 
скомъ строения нашихъ воспр1ятш находятся въ „Мыс- 
ляхъ о познанш 44 (IV, 2  и 3). Теперь къ прежнимъ 
выводамъ о конечности числа отдельныхъ простей* 
шихъ BoenpinTifi—или временно-пространственно-про- 
стыхъ представлений—мы присоединяемъ соображешя 
о конечности и всехъ  отдельныхъ простейшихъ объек* 
товъ естественныхъ наукъ, такъ какъ дальнейшее 
развит1е нашихъ гносеологическихъ изследованш за
ставило выделить на особое место естественную фи- 
лософ!ю съ ея предельными выводами о безконеч- 
ности и непрерывности природы.

15) Ч ем ъ отдаленнее отъ насъ какая-нибудь эпоха, 
тем ъ, вообще говоря, беднее и менее вероятно наше 
знанз'е о ней. Съ возрасташемъ промежутка времени, 
насъ отъ нея отделяющаго, до безконечности коли
чество и вероятность нашихъ познашй о ней стано
вятся безкойечно-малыми сравнительно съ нашимъ 
обыкновеннымъ знашемъ, и, следовательно, о безко- 
нечно удаленныхъ эпохахъ мы уже не имеемъ ни ка
к и х  ъ  з н а н 1 й, с р а в н и м ы х ъ  по величине и ка
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честву съ обыкновённымъ естественно-научнымъ зна- 
н1емъ. То же, разумеется, относится и къ безконеч- 
ному пространству, а также къ безконечно-малымъ 
промежуткамъ времени и пространства.

Но такъ какъ безконечно-малая вероятность на- 
шихъ познашй о целой природе обращается въ ноль 
лишь по с р а в н е н 1 ю съ познашями естественно
научными объ окружающей насъ конечной части при
роды, и такъ какъ с а м а  по  о б е  безконечно-малая 
величина н е  е с т ь  н о л ь ,  то все же мы можемъ иметь 
о всей безконечной действительности въ целомъ н е 
которое знаше особаго рода, не сравнимое по вероят
ности со знашемъ естественно-научнымъ. Впрочемъ, 
если мы будемъ довольствоваться познашемъ лишь 
самыхъ общихъ сторонъ целой действительности, то 
мы можемъ разсматривать само это знаше какъ без- 
конечно-малое, и Тогда оно будетъ уже сравнимо по 
вероятности съ естествознашемъ, но зато особенный 
его характеръ проявится въ этой его общности или 
безконечной малости. Во всякомъ случае мы видимъ, 
что мы имеемъ право создать знаше о всей природе, 
т. е, естественную философш в ъ  в и д е  п р е  д е л  ь- 
н ы х ъ  в ы в о д о в ъ  и з ъ  е с т е с  т в о з н а н i я, если мы 
будемъ помнить объ особомъ характере нашего есте- 
ственно-философскаго знашя и не будемъ его ставить 
по порядку вероятности и ли но степени величины на
равне со знашемъ естественно-научнымъ. Поэтому 
возможность некотораго естественно - философскаго 
знашя о целой безконечной природе не противоре
чит^ невозможности естественно-научнаго знашя о 
ней, чемъ и разрешаются многочисленныя недоразу- 
мешя, часто встречающаяся по этому поводу.

Такъ, напримеръ, проф. О. Д. Хвольсонъ въ своей 
статье „Можно-ли прилагать законы физики ко все- 
ленной“ (1911) приходитъ къ безусловно отрицатель
ному ответу на поставленный имъ въ заглавш вопросъ. 
Мы теперь знаемъ, что хотя этотъ результатъ и ве* 
ренъ, если иметь въ виду только естественно-научное 
знаше, но съ точки зр4зшя всего познашя въ целомъ, 
включая и естественную-философш, онъ ошибоченъ. 
Кроме того, надо заметить, что примененную проф. 
Хвольсономъ аргументащю нельзя считать правильной
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даже въ пред'Ьлахъ одной физики, такъ какъ эта аргу
ментами приводитъ къ заключешю, что мы не можемъ 
прилагать законы физики не только ко вселенной, но 
уже и къ пространствамъ нисколько большимъ, 
чЪмъ непосредственно-изученныя нами при помощи 
нашихъ органовъ чувствъ, и такъ какъ такая аргу- 
ментащя сводится къ ошибкамъ безусловнаго скеп
тицизма, упускающаго изъ виду точку зр-Ьшя в*Ьроят- 
наго п ознатя , какъ результата всякой индукцш. 
Ц ентръ тяжести разсматриваемой статьи лежитъ въ 
н е п р а в и л ь н о й  а н а л о г ]  и, которую авторъ про- 
водитъ между нашимъ познашемъ и познашемъ вообра- 
жаемыхъ маленькихъ мыслящихъ существъ, которыми 
онъ населяетъ поверхности атомовъ и электроновъ, 
какъ поверхности планетъ. „Предположимъ, пишетъ 
онъ, что м1ръ, на которомъ они живутъ, атомъ меди 
внутри медной монеты; ихъ астрономическш м)ръ, со- 
дepжaщiй миллионы такихъ атомовъ, представляется 
намъ въ виде микроскопической пылинки меди. Пред- 
ставимъ себе, далее, что между этими существами 
нашлись ученые, которые решились мысленно пере
шагнуть отъ доступнаго ихъ наблюдению Mipa ко все
ленной и высказать мысль, что вселенная, т. е. сово
купность всего сущ ествую щ ая, однородна, что въ 
ней происходяхъ лишь т е  явлешя, который они наблю
дали и открыли въ доступномъ имъ астрономическомъ 
Mipe. На нашемъ языке это • значило бы: вселенная 
состоитъ изъ меди. Должны-ли мы такую гипотезу 
назвать смелой или легкомысленной? Такъ какъ мы 
знаемъ, что она ложнаг намъ приходится остано
виться на посл'Ьднемъ".

Действительно, если бы предполагаемый „мысляиця 
существа" сделали эту гипотезу, то они доказали бы 
лишь свое легкомыслие. Но дело въ томъ, что, разсу- 
ждая научно, они пришли бы къ совершенно инымъ 
и уже правильнымъ результатамъ. В о - п е р в ы х ъ ,  
правильно прилагая къ своимъ знашямъ законъ еди- 
нообраз!я или „однородности" вселенной, они не ска
зали бы, что вселенная состоитъ изъ меди, а лишь, 
что всюду, где повторяются окружаюшдя ихъ услов1я, 
явлешя будутъ происходить по темъ же законамъ, 
какъ и у  нихъ; и въ этомъ они будутъ правы, потому
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что они такимъ образомъ правильно угадаютъ течея!е 
процессовъ на отдаленнейшихъ отъ нихъ разстоя- 
'Шяхъ, такъ какъ мы знаемъ, что атомы меди съ ха
рактерными для нихъ свойствами существуютъ во 
всемъ доступномъ намъ астрономическомъ простран
стве. Такимъ образомъ аргументъ проф. Хвольсона 
оборачивается противъ него: гипотеза о существова- 
нш въ отдаленнейшихъ м1рахъ процессовъ, подоб- 
ныхъ процессамъ въ атомахъ меди, для предполагае- 
мыхъ жителей этого атома была бы, действительно, 
смелой, но въ то же время была бы в е р н о й  гипо

тезой, а потому этотъ пример ь можетъ насъ только 
о б о д р и т ь  въ нашихъ предположен!яхъ о едино- 
образ1и вселенной.

В о - в т о р ы х  ъ, зная лучше насъ внутреншя 
свойства атома меди, предполагаемый существа не 
могли бы претендовать на зваше „мыслящихъ“, 
если бы они по этимъ свойствамъ не возстановили 
теоретически всей иерюдической системы элемен- 
товъ. Действительно, если, мы, зная лишь поверх
ностно кое-кашя грубыя свойства несколькихъ хими- 
ческихъ элементовъ, могли предсказать теоретически 
существоваше другихъ элементовъ, то жители атома 
меди, имеюшле возможность непосредственно наблю
дать тончайния его свойства, экстраполлируя свои 
наблюдешя, должны установить услов1я существовашя 
в с е х ъ  в о з м о ж н ы х ъ  элементовъ съ гораздо боль
шей легкостью, чемъ это можемъ сделать мы. Правда, 
имъ придется исходить изъ наблюдешя не несколь
кихъ, а лишь одного элемента, и въ этомъ отношеящ 
ихъ положеше хуже- нашего; но это невыгода съ 
избыткомъ вознаграждается возможностью наглядно 
наблюдать весь внутреннш механизмъ элемента, бла
годаря чему все загадки нашей физики и химш объ 
отношешяхъ матерш къ эфиру, электричеству и т. д. 
для нихъ не существовали бы, и атомная механика 
представляла бы для нихъ не больше трудности, ч Ьмъ 
для насъ механика небесная. Знаше астрономическихъ 
разстояшй, на протяженш которыхъ мы не нахо- 
димъ, ведь, н и ч е г о  с у щ е с т в е н н о  н о в а г о ,  что 
касается до общихъ законовъ природы, вознагра- 
ждаетъ насъ слишкомъ слабо за незнаше внутренней
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механики хотя бы одного атома, и потому вообра
жаемые жители атомовъ въ отношенш познашя при
роды въ ея цЪломъ находились бы въ  г о р а з до  
л у ч ш и х ъ  услов1яхъ, ч'Ьмъ находимся мы, а это какъ 
разъ противуположно тому, что желалъ доказать 
своей аналопей проф. Хвольсонъ.

Впрочемъ, аргументы проф. Хвольсона остаются 
въ силе противъ СЛИШКОМЪ ПОСП'ЬшНЫХЪ, слишкомъ 
ув'Ьренныхъ и недостаточно обдуманныхъ обобщенш 
н'йкоторыхъ наблюдаемыхъ нами процессовъ (напр., уве- 
личешя энтропш), и, какъ такой умерятощш факторъ, 
разсматриваемая статья сохраняетъ все свое значеше.

16) Этотъ основной принципъ конечной ариеметики 
можно было бы назвать „ п р и н ц и п о м ъ  к о н е ч 
н о с т и " .  Зам-йтимъ, между прочимъ, что въ филосо- 
фш уже были попытки придать подобному принципу 
а б с о л ю т н о е  значеше, т. е. отрицать правомерность 
понят1я безконечности. Т а т е , приблизительно, взгляды 
развивалъ, наирим^ръ, основатель французскаго кри
тицизма Cli. Renouvier въ своихъ еочинешяхъ. Само 
собой разумеется, таше взгляды совершенно отличны 
отъ развиваемыхъ нами здесь, такъ какъ здесь мы 
придаемъ принципу конечности лишь методологиче
ское значеше, въ известныхъ границахъ, а не зна* 
ч е т е  абсолютное. Интересно, впрочемъ, отметить, что 
къ финистическимъ концепщямъ приводитъ современ
ное развит1е физики: верхняя граница для скорости 
телъ (принципъ относительности), Teopin квантъ ит. п. 
„Теперь ясно, говоритъ, напримТръ, Brillouin, что при
дется ввести въ наши физичесюя и химичесшя концеп- 
цш прерывистость, элемеятъ, изменяющейся скачками, 
о которомъ мы не имели раньше никакого поштя* 
(„La theorie du rayonnem ent et les quanta", rapp. 
publies p. MM. Langevin et d-Broglie, 1912, стр. 451).

it) Если числовой атомъ будетъ , то изъ строки 

Тейлора получимъ:
A f (х) =  f (х +  У -  f (х) = -1 - Г (х) +  - - I "  ( “ Г  +
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Такъ какъ, по общему правилу конечной ариеме- 
тики, с}'мма въ скобкахъ въ правой части этого ра
венства не можетъ быть больше, ч'Ьмъ Q (иначе она 
не имела бы смысла), то второй членъ правой части
равенства можетъ быть—самое большее—равенъ =

т. е. будетъ меньше числового атома, а

потому, по правиламъ конечной ариеметики, этотъ 
членъ будетъ равенъ нулю. Поэтому, принимая за 
дифференщалъ независимаго переменна го числовой 
атомъ, мы получимъ с о в е р ш е н н о  т о ч н у ю  фор

мулу дифференцировашя:
df (х) =  f  (х) dx,

изъ которой и вытекаютъ все остальные элементы 
дифференщальнаго и интегральнаго исчислешй.

То же правило, конечно, можетъ быть получено и 
для ариеметической системы ,,Q2“ (для которой число
вой атомъ равенъ единице), такъ какъ эта новая си
стема должна разсматриваться, какъ прежняя, съ 
теми же самыми предложен1ями, но лишь выражен
ными при помощи другого алгоритма.

is) Это различ1е между точной и приближенной 
математикой, между прочимъ, разобрано у Ф. Клейна— 
„Anwendung der Differential-und Integralrechnung auf 
Geometrie, eine Revision der Prinzipien" (1902). .

19 ) Выводъ Лейбница мы приволимъ по Пуанкарэ 
„La Science et l'Hipothese" chap. I, § II.

20) Въ сущности, для полной логической строгости 
сл^дуетъ именно это соотношеше принять за 4-ое опре- 
д^злеше, такъ какъ если подъ знакомъ х подразуме
вать любое число, то надо еще убедиться, что опред. 
4 не войдетъ въ п р о т и в о р ^ е  съ предыдущими, что, 
какъ увидимъ ниже, невозможно въ случае безпре- 
дельнаго множества чиселъ.

21) Мы уже видели (прим. 12), что иногда различае
мый понят]’я „неопределенная возрасташя* или потен- 
щальной безконечности .(indefinitum) и безконечности 
данной (infinitum) на самомъ деле тождественны по 
содержанш, такъ какъ безъ актуальной безконечности



не было-бы и „возможности" неопред'Ьленнаго возра- 
сташя, т. е. не было бы безконечности потенщальной, а 
безъ потенщальной безконечности не было бы a for
tiori и актуальной.

На самомъ же д'Ьл'Ь эти два понят!я различаются 
не содержашемъ, а лишь различнымъ нашимъ отно- 
шешемъ къ различнымъ элементамъ этого содержашя. 
Происхождеше понят1я потенщальной безконечности, 
очевидно, утилитарное, подчиненное интересамъ есте- 
ствознашя: здесь насъ еше не интересуетъ изучеше 
самой безконечности, а лишь построеше такой тео- 
pin, которая была бы верна при в с я к о м ъ  к о н е ч 
н о  м ъ  9,  т. е. при н е о п р е д ’Ь л е н н о м ъ  возраста- 
ши чиселъ. Безконечность обращается въ актуальную 
безъ всякаго изм^нешя содержашя понятш—какъ 
только нашъ интересъ переходить на с а м у ю  б е з 
к о н е ч н о с т ь ,  что именно и совершается при пере
ход^ отъ  естествознашя къ естественной философш,

22) Принципъ наибольшей простоты является,вообще, 
основашемъ всего нашего познашя, какъ мы стара
лись показать въ „Мысляхъ о познанш" и въ ^Оправ- 
даши истины".

2а) Что при фактическихъ приложешяхъ матема
тики къ естествознашю мы далеко не заботимся о 
полной логической достоверности результатовъ, видно 
уже изъ того, что мы при этомъ доверяемъ далеко не 
абсолютно-надежнымъ вспомогательнымъ средствамъ. 
Такъ, при вычислешяхъ мы пользуемся перомъ, бу
магой, чернилами и, следовательно, становимся въ за
висимость отъ ихъфизическихъихимическихъ свойствъ, 
такъ какъ, если бы, напримеръ, написанныя нами 
цифры въ продолжеше вычислешя—вследствие какого 
либо естественнаго процесса—изменили бы очерташя 
и приняли друпя значешя, то наше вычислеше стало 
бы ошибочнымъ. Д алее, мы употребляемъ для вычис
лены вспомогательные физичесше приборы — счеты, 
ариемометры и т. д.—и, следовательно, становимся въ 
зависимость отъ ихъ механическихъ и физическихъ 
свойствъ. Наконецъ, применяя при вычислешяхъ на
ходящаяся въ продаже таблицы—логариемовъ, квадра- 
товъ и т. д. — и прибегая къ помощи сотрудниковъ, 
мы становимся въ зависимость даже отъ мораль-

122 И. Д. МЕНДВЛ'ЪЕВЪ.
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ныхъ факторовъ, такъ какъ опираемся на добросо
вестность, аккуратность, внимательность и проч!я 
личныя свойства составителей таблицъ и нашихъ со- 
трудниковъ.

и) Этотъ терминъ именно и употребляетъ Л. К у
тюра („Les Princ. d. Math".) въ своей логической тео
рия математическая метода, вызвавшей плодотворную 
критику Пуанкаре.

25) Здесь мы даемъ лишь отрицательный критерий: за 
это мы н е  м о ж е м ъ логически ручаться, такъ какъ 
здесь мы желаемъ лишь отграничиться отъ д о г м а 
т и з м а .  Чтобы отграничиться отъ скептицизма и 
обосновать критерШ положительно, т. е. показать, что 
действительное сознаше отсутств1я противоречш 
является не только необходимымъ, но и д о с т а т о ч 
ны м ъ  признакомъ логической правильности системы, 
надо изследовать, въ чемъ именно для насъ заключается 
ц е н н о с т ь  всякаго познашя, ц е н н о с т ь  и с т и н ы .  
Это изследоваше произведено нами въ работе „Оправ- 
даше истины", где, между прочимъ, и установлено, что 
однимъ изъ признаковъ ц е н н а я  для насъ понятая

_ истины является сознаше отсутств1я противореча въ 
цашихъ утверждешяхъ, и что это сознаше является 
для насъ достаточной логической гаратлей  („Оправд. 
ист.“, I; 2 стр. 9).

26) Заметимъ, между прочимъ, что возможность 
совершешя нами л о г и ч е с к и х ъ  о ш и б о к ъ  при н е
сколько запутанныхъ, разсуждетяхъ, дающихъ намъ 
иногда иллюзш строго-логическаго доказательства,— 
эта возможность объясняется именно темъ, что на
стоящее логическое сознаше—по слабости, лени или 
торопливости мысли—мы часто заменяемъ у п р о 
щ е н н ы м и  пр1емами разсуждетй, а именно, вместо

ясущ ествлеш я логическихъ операцдй, мы делаемъ лишь 
рядъ гипотезъ о томъ, какъ, по в с е й  в е р о я т н о с т и ,  
шли бы эти операцш въ случае ихъ действительная 
осуществивши. Такъ какъ ташя гипотезы не могутъ 
намъ гарантировать н а в е р н о е  отсутств1е ошибокъ, 
то и становится понятнымъ, почему мы иногда ташя 
ошибки встречаемъ и,на самомъ деле.

2Т) Можно, конечно, пытаться утверждать—въ духе 
мистицизма Вл. Соловьева и „интуитивизма" проф.
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Н. О. Лосскагоили А. Кергсона,—что мы можемъ непо
средственно с ъ  д о с т о в е р н о с т ь ю  сознавать от- 
сутств1е противоречш в ъ  б е з п р е д е  л ьн  ой сово
купности понятий. Не вдаваясь въ критику общихъ 
основашй названныхъ гносеологическихъ системъ 
(которыя страдаютъ догматизмомъ, не могутъ выдер
жать нападешя скептицизма и потому не отв'Ьчаютъ 
современнымъ требовашямъ), надо лишь заметить, что 
д о б р о с о в е с т н ы й  изсл^дователь, какихъ бы тео- 
ретическихъ взглядовъ онъ ни придерживался, - не 
можетъ отрицать ф а к т а  невозможности раздельно 
мыслить, представлять и, вообще, сознавать безконеч- 
ное количество различныхъ объектовъ. По крайней 
M'fep'fe, авторъ, лично такой способности въ себе не со* 
знаетъ. Конечно, мистикъ-интуитивистъ можетъ за
явить, что эта способность присуща не всеми людямъ, а 
составляетъ лишь его индивидуальную особенность. 
Но въ такомъ случай почемзт же мы не видимъ пло- 
довъ этого дара въ д е й с т в и т е л ь н о й  д е я 
т е л ь н о с т и  мистиковъ и интуитивистовъ? Наоборотъ, 
въ сочинешяхъ мистиковъ и интуитивистовъ обык
новенно бываетъ мало научныхъ открытш, и, наобо
ротъ, въ нихъ можно найти не мало ошибокъ, которыя 
можетъ обнаружить всякш обыкновенный челов^къ, 
даже не выходя изъ конечной области понятш, а это 
совершенно подрываетъ дов-epie къ возможными утвер- 
ждешямъ объ особой одаренности. Конечно, мистики- 
интуитивисты могутъ относить эту одаренность не 
къ себе, а лишь къ особенными, гешальнымъ нату
рами. Но такихъ натуръ на земле мы не встречаема 
Ниже мы увидимъ, что даже гешадьнейшимъ ученымъ 
(Ферматъ) свойственно ошибаться даже въ томъ, въ 
чемъ они были глубоко уверены, и что ихъ пути по- 
знашя въ существенныхъ чертахъ совпадаютъ съ 
путями всехъ людей, а потому возможныя ссылки ми
стиковъ на чужое сознаше не подтверждаются фак
тами. Обращаясь же къ своему сознашю, мы опять 
не находимъ подтверждешя ихъ ученш.

2$) Такимъ образомъ мы видимъ, что, смотря по 
тому, будемъ ли мы относить суждеше 7+ 5= 12  къ 
конечной или безконечной ариеметике, будетъ правъ 
Лейбницъ или Кантъ.
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2fl) „Science et Methode“ chap. IV* § V.
30) Именно присутсгае этихъ непроверимыхъ на 

примере постулатовъ, которое обращаетъ все дока
зательства въ скрытый petitiones principii, если мы 
будемъ думать, что эти доказательства вытекаютъ 
логически строго изъ прямыхъ определенш чиселъ и 
д'ЬйствШ надъ ними, и сказывается у всякаго при* 
ступающаго впервые къ изученш связанныхъ съ тео- 
pieM пред^ловъ областей математики въ некоторой 
неловкости въ сознанш, въ неполной очевидности 
результатовъ, въ возможности легко запутаться въ 
софизмахъ. Таково именно происхождеше знамени- 
тыхъ софизмовъ Зенона—о невозможности движешя, 
о неподвижности летящей стрелы и о томъ, что 
Ахиллесъ не можетъ догнать черепаху. Все эти со
физмы возникли какъ разъ на заре теорш пред'Ьловъ, 
когда человечество впервые столкнулось съ данными 
вопросами, и ихъ возможность именно и свидетель- 
ствуетъ, что въ этомъ пункте наткнулись на необхо
димость допущешя новыхъ аксюмъ.

31) Dedekind «Stetigkeit und irrationale Zahlen> 
(1872) стр. 18.

v 32) B. Russel «The Principles of Mathematics, 1.1.1903.
**) Иногда утверждаютъ, что опытъ даетъ намъ 

также непосредственно и обшдя суждешя* о действи
тельности, напримеръ, законы природы, когда мы со- 
знаемъ ихъ съ некоторою уверенностью (Н. О. Лос- 
сшй, „Обосновате интуитивизмак, 1906). Ташя обнця 
суждешя, действительно, для насъ достоверны, но 
достоверны лишь какъ п с и х о л о г и ч е с к и й  м а т е - 
pi  а лъ нашего сознашя, такъ какъ только такую 
достоверность мы можемъ защищать вне законныхъ на- 
падеяш скептицизма и такъ какъ наша уверенность есть 
тоже не что иное, какъ некоторое субъективное чув
ство, само по себе еще ничего не гарантирующее 
для объективнаго познашя. На самомъ деле обнця 
суждешя о действительности, возникающая въ нашемъ 
сознанш, имеютъ для насъ познавательное значеше 
не непосредственно въ силу своего существовашя, 
какъ факты нашего внутренняго опыта, а лишь въ 
силу вторичныхъ актовъ ихъ познавательной оценки, 
а потому и нельзя утверждать, что мы непосредствен*
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нымъ опытомъ получаемъ прямо общая суждешя о 
действительности. („М. о п.“ „Опр. ист.“).

34) Действительно, въ составъ ценнаго знашя 
входятъ какъ суждешя о б у д у щ и х ъ  переживашяхъ, 
которыя не входятъ въ составъ непосредственнаго 
опыта, такъ и суждешя объ общемъ устройстве дей
ствительности и ея законахъ, каковыя сужден!я уже 
совершенно недоступны непосредственному опыту. 
(„М. о п.“ „Опр. ист.“)«

ю) Эти выводы развиваются подробнее въ выше- 
указанныхъ нашихъ гносеологическихъ работахъ, 
и мы надеемся осветить эти вопросы еще более полно 
въ ближайшихъ подготовляемыхъ къ печати изсле» 
довашяхъ.

36) Мы видимъ такимъ образомъ, что для пол наго 
„ариеметизировашя“ математики нетъ  нужды прибе
гать къ искусственнымъ пр1емамъ Кронекера, разсма- 
тривавшаго вместо равенствъ ср  а в н е  н in, такъ какъ 
достаточно того факта, что единственнымъ MaTepia- 
ломъ всехъ  нашихъ операцш оказываются одни це
лый числы.

3?) Вообще, н а г л я д н о е  п р е д с т а в л е н ! е  про
странства отнюдь не является предметомъ изучешя 
геометрш, какъ думалъ Кантъ. На самомъ деле гео- 
метр1я изучаетъ лишь мыслимое нами п о н я т 1 е про: 
странства. Это поняые пространства господствуетъ 
надъ всеми нашими отдельными представлешями про
странства (въ которыхъ предметы намъ представля
ются ' въ виде лишь несколько идеализированныхъ 
реальныхъ физическихъ предметовъ съ ихъ толщиной, 
окраской и т. д.) совершенно такъ же, какъ, напри- 
меръ, общее понят! е „дерево“ господствуетъ надъ 
всеми конкретными представлешями. отдельныхъ де- 
ревьевъ („Опр. ист.“, стр. 36); и если мы пользуемся 
при доказательствахъ чертежами, то лишь какъ на- 
гляднымъ пособ!емъ, облегчающимъ передачу нашихъ 
знашй, а отнюдь не какъ необходимымъ факторомъ 
самой теорш. Точно также мы, напримеръ, пользуемся 
чертежами и для более нагляднаго изображешя роста 
функщй, что вовсе не делаетъ чертежъ необходимымъ 
факторомъ теорш функщй. Въ последнее время целый 
рядъ изследователей во главе с> Гильбертомъ (см.

И. Д, 'МЕНДЕЛ'ЬЕВЪ.
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прим, 5) показали на д'кгЬ возможность построешя гео
метры въ вид^Ь совокупности понят1й, гд-Ь вовсе не при- 
б'Ьгаютъ къ помощи представлены. Поэтому пользова- 
ше представлешями вовсе не является характерной осо
бенностью геометры. Представлешя могутъ, правда, 
служить психологическимъ п о в о д о м ъ  для возник- 
новешя геометрическихъ изсл^дованы, а эти послед- 
шя могутъ им^ть п р и к л а д н о е  значеше для истол- 
ковашя представлешй, но между представлениями и 
геометр1ей не бол'Ье связи, ч'Ьмъ, наприм'Ьръ, между 
пивоварешемъ и хим1ей, который вовсе не неразрывно 
связаны, хотя первое можетъ послужить поводомъ 
для развигзя второй (процессы брожешя), а вторая 
можетъ быть приложена для улучшешя перваго.

При этомъ не надо думать, что пространственная 
представлешя являются е д и н с т в е н н ы м ъ  поводомъ 
для развит1я геометрическихъ поняты. Н'Ьтъ, прежде 
всего, геометричесшя понят1я могутъ равнымъ обра- 
зомъ развиваться изъ в с я к и х ъ  пр ед став лен ifii: гд^ 
мы им'йемъ д'кяо съ многообраз1ями шЬсколькихъ изме
рены, наприм., съ многообраззями, характеризующими 
физическое состояше Т'йла (давлеше,температура и т. д.). 
Но, глацное, совокупность геометрическихъ поняты 
и суждений* им'Ьетъ собственный смыслъ, независимо 
отъ всякихъ представлены, какъ одинъ изъ есте- 
ственныхъ путей, по которому можетъ развиваться 
чистый Анализъ. Это развит1е, по общему принципу, 
зависитъ лишь отъ внутреннихъ факторовъ (каковы— 
стремлеше къ достиженш наибольшей простоты и 
стройности во внутреннихъ соотношешяхъ нашего 
духа), а потому оно совершенно свободно отътакихъ 
вн'йшнихъ обстоятельству какъ наши наличный пред
ставлешя. Такъ, наприм'Ьръ, развтле Анализа пока- 
зываетъ, что къ такимъ геометрическимъ понят1ямъ, 
каковы тригонометрическая и круговыя фуякцш, число- 
и т. д., можно придти совершенно самостоятельно и 
независимо отъ геометрическихъ представлены, но 
точно также и ко вс'Ьмъ вообще геометрическимъ 
соотношешямъ, причемъ и само пространство, по 
Пуанкарэ, является лишь некоторой группой преобра- 
зовашй, т. е. однимъ изъ частныхъ применены 
чисто-аналитической „Теорш группъ". Поэтому геоме-



трш и нельзя против\щоставлять Анализу, такъ какъ 
геометр1я является лишь его частнымъ отдНЬломъ.

38) Мы видимъ такимъ образомъ, что задачей ма
тематики является изучеше понят1я о числе и свя- 
занныхъ съ нимъ понятш, ч^мъ и можетъ быть отгра
ничена математика отъ л ог ики ,  имеющей д'Ьло съ 
пустыми формами понятш. Поэтому и нельзя согла
ситься съ мн^шемъ представителей логической школы 
математиковъ, по которому математика есть просто 
отд^лъ логики. Математика, конечно, п о д ч и н е н а  
логике, какъ ей подчинена, напримНЬръ, и хилпя. Но 
какъ хим1я имгЬетъ свой специфическш предметъ изу- 
чешя въ м!ре физическомъ, такъ и математика въ 
Mip'fe. духовномъ им'Ьетъ свой сггецифичесюй предметъ 
изучешя—ч и с л о, почему, какъ скоро увидимъ, пр1емы 
логики и оказываются для нея недостаточными.

Поэтому-то и зр еч ете  Рёсселя: „математика мо
жетъ быть определена, какъ доктрина, въ которой 
мы никогда не знаемъ, ни о чемъ мы говоримъ, ни то, 
в^рно ли то, что мы говоримъ" („Новейппя работы о 
началахъ математики" 1901 русск. перев. въ сборы. 
№ 1 „Новыя идеи въ мат.") можетъ быть принято 
лишь очень условно.

39) Можно сильно сомневаться въ логической со
стоятельности многихъ такихъ теорш, такъ какъ въ 
нихъ можно предполагать, какъ это выставилъ на 
видъ Пуанкарэ, существование более или менее за- 
маскированныхъ логическихъ круговъ. Такъ, напри- 
меръ, Рессель думаетъ определить отдельное число, 
говоря, что оно есть общее свойство „эквивалентныхъ" 
классовъ, т. е. такихъ, „между элементами которыхъ 
можно установить однозначное и взаимное соответ- 
cTeie" (цитирую по Couturat, Les Principes des Math, 
стр. 47), но здесь совершенно непонятно, к а к и м ъ  
о б р а з о м ъ  устанавливать это соответствие.

Вообще говоря, некоторое соответств1е можно 
в с е г д а  установить между элементами двухъ част- 
ныхъ понят!й, соподчиненныхъ понят1ю общему, такъ 
какъ общее понят1е можно разсматривать какъ выра- 
жеше этого соответств!я. Такъ, между элементами 
понятш „человекъа и „обезьяна\ соподчиненныхъ по
нятш  „животное*1 (тесн ее—зоологическому понятно

12$ и . Д. МЕНДЕЛВДВЪ.
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„приматы"), можно установить „однозначное и взаим
ное cooTB'feTCTBie", такъ какъ, напршгЬръ, глазамъ 
обезьяны соответствую т глаза человека, носу—носъ 
и т. д. И потом5 ^5 по Ресселю, обезьяна и челов^къ 
должны были бы измеряться какимъ-то одинаковымъ 
числомъ, между т^мъ какъ на самомъ д еле  суще
ствующее cooTBibTCTBie доказываетъ лишь то, что оба 
класса соподчинены одному понятш („приматы"). Итакъ, 
не всякое „однозначное и взаимное" соответств1 е вы- 
ражаетъ число. Следовательно, ч и с л о в о е  с о о т- 
в е т с т в 1 е есть соответств1е о с о б о е ,  показывающее, 
что оба класса соподчинены понятш одного опреде
лен н ая  ч и с л а ,  и такимъ образомъ, развертывая до 
конца мысль Ресселя, мы должны были бы определить 
п о ш те  числа черезъ пошгпя «числового соответ- 
ств1я>, иначе говоря—черезъ понят1е числа же, т. е. 
должны бы совершить логически! кругъ.

Еще легче заметить существоваше этого круга въ 
разсматриваемомъ определены, если обратить внима- 
ше на то, что въ немъ упоминается объ „элементахъ" 
двухъ классовъ, и между этими э л е м е н т а м и  пред
полагается соответств1е. Следовательно, о б а  к л а с 
са  п р е д п о л а г а ю т с я  р а з б и т ы м и  н а  о т д е л ь 
н ые  э л е м е н т ы  и совокупность этихъ элементовъ 
мы уже должны мыслить, когда определяемъ „число" 
черезъ установлеше соответств!я между элементами. 
Но ведь это понят1е о совокупности элементовъ и 
есть не что иное, какъ п о ш т е  «числа» элементовъ, и, 
значить, прежде чемъ приступить къ определешю 
„числа", по Ресселю, черезъ соответств!е элементовъ, 
мы уже должны мыслить число, почему такое опреде- 
леше будетъ страдать ошибкой idem per idem, такъ 
какъ оно сводится къ такому определешю: „число есть 
общее свойство классовъ, элементы которыхъ изме
ряются однимъ и темъ же числомъ".

40). Въ самомъ деле, каждое отдельное число не
посредственно подчиняетъ себе еще не единичныя, а 
обнця п о ш тя . Такъ, напримеръ,. понятие 5 подчиняетъ 
себе поняте „5 ореховъ", которое является поня- 
тем ъ  общимъ, такъ какъ оно само подчиняетъ себе 
безчисленное множество более частныхъ понятШ, на
примеръ, „пять спелыхъ ореховъ", „пять грецкихъ

И. Д. МЕНДЕЛВЕВЪ. МБТОДЪ МАТЕМАТИКИ Г  О
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ореховъ* и т. д., который опять еще являются по- 
нят1ями общими, подчиняющими друпя п о н я т .  Рядъ 
этихъ посл'Ьдовательныхъ подчиненныхъ классовъ лишь 
на самомъ конце завершается строго-единичными по- 
ш тям и : „ э т и  пять ор'Ьховъ, которые я сейчасъ вижу“,

„которые вид'Ьлъ — секунды тому назадъа и т. д.
И  такимъ образомъ каждое отдельное отвлеченное 
число, наприм., 5, является уже классомъ классовъ... 
...классовъ поняли, т. е. результатомъ сложнаго по
следовательная обобщешя.

4‘). При этомъ надо, однако, помнить, что матема
тика, поднимаясь въ сферу более общихъ понятш, уже 
отрывается отъ реальной действительности, въ про
тивоположность естествознанш, и потому при сход
стве обеихъ сторонъ познашя со стороны формальной 
оне существенно различны со стороны матер1альной.

i2)\ К акъ мы видели, определен^ должно быть даже 
больше, чемъ чиселъ, такъ какъ надо еще определить 
рядъ отдельныхъ связей чиселъ.

43) . Именно, на принципе наибольшей простоты, об- 
основывающемъ индуктивные вероятные выводы.

44) . На самомъ д е л е  гораздо больше, такъ какъ 
въ математике много этажей общности (о чемъ по
дробнее въгл . Ill, I). Но для нашихъ целей намъ пока 
достаточно установить сугцествовате хотя бы двухъ 
этажей определенш.

45) . Можно было бы попытаться спасти чисто-логи
ческую структуру общихъ предложен^ математики, 
относя математику не къ нашему реальному сознант, 
а къ некоторому воображаемому, которое по о п р е 
д е л е н  iio не встретило бы противоречШ въ безко- 
нечномъ ряде следствш изъ общихъ предложенш. Но 
тогда такое определеше воображаемаго сознашя само 
не было бы логически-оправдано, такъ какъ неизвестно 
было бы, н етъ  ли въ этомъ определенш противоречш. 
А если бы мы пожелали логически изследовать 
этотъ вопросъ, то мы и вернулись бы къ первоначальной 
проблеме, такъ какъ намъ пришлось бы разсмотреть 
с о д е р ж а н 1 е воображаемаго сознашя, даваемое ему 
нашимъ определешемъ, а это содержаше какъ разъ 
и состоитъ изъ общихъ и частныхъ предложешй ма-



ПРИМ-ЬЧАНШ. 131

тематики и ихъ взаимоотношений, непротиворечивость 
которыхъ и составляетъ первоначальный вопросъ. 
Такимъ образомъ и этотъ путь не спасаетъ матема
тику отъ необходимости опереться на внЪлогичесше 
элементы.

Впрочемъ, следуетъ заметить, что можно было бы 
все же создать чисто-формальную математику, основан
ную на одной логике,—стоило бы только въ ней к а ж
дый р а з ъ  о г о в а р и в а т ь ,  что определяемый въ 
ней обшдя поня^я и высказываемый обшдя предложе- 
шя, быть можетъ, по отношению къ частнымъ поня- 
тзямъ и предложешямъ не верны. Иначе говоря,— 
стоило бы только каждую группу (притомъ к о н е ч 
ную) общихъ понятий, т. е. каждый этажъ понятш, 
разсматривать въ и з о л и р о в а н н о м ъ  виде ,  безъ 
приложешя этихъ понятш къ поняп'ямъ более част
нымъ. Напримеръ, при такомъ пониманш въ алгебре 
следовало бы разсматривать буквы не какъ предста
вительницы чиселъ, а какъ особые, ничего не озна- 
чаюшде или— какъ мы будемъ говорить—„пустые", 
знаки и т . д.

Но такая математика не и м е л а  бы д л я  н а с ъ  
н и к а к о г о  знач-ен1я,  такъ какъ не давала бы намъ 
одной системы п о д ч и н е н н ы х ъ  другъ другу поня
тш, следовательно, не вносила бы въ наше сознаше 
порядка, не могла бы применяться какъ оруд1е позна- 
шя действительностей потом}?-, вообще, не выполняла бы 
той роли, для которой предназначена нами математика.

Чтобы спасти ценность этой математики, намъ 
пришлось бы п о с т у л и р о в а т ь ,  что понят1я мате
матики подчинены безъ противоречш другъ дрзггу. 
И, значитъ, опять: ценная математика не могла бы 
удержаться въ однехъ логическихъ рамкахъ.

*6). Конечно, иногда новыя предложешя въ мате
матике удается з’становить и чисто-механически. Такъ 
напримеръ, некоторые принципы высшей геометрш, 
именно, принципы „дуальности" й *гомографш“ (М. 
Chasles «Арегс-u historique.... suivi d ’un memoire de 
Geometrie sur deux principes generaux de la science, 
la dualite et Fhomographie». 1875), даютъ способъ 
такъ превращать некоторый геометрическая предло- 
жен!я, что изъ нихъ совершенно механически полу

9*
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чаются новыя. Но ведь разъ такой прияципъ прев'ра- 
щешя установлена то предложешя, получаемый при 
его помощи, нельзя уже считать с у щ е с т в е н н о 
новыми, а потому индуктивный путь изсл'Ьдовашя все 
же остается единственнымъ путемъ вс^хъ суще* 
ств  енно-новыхъ открытш.

47). Этотъ фактъ отнюдь не умаляетъ заслугъ ге- 
шальнаго математика, такъ какъ могучая способность 
индукцш и является главнымъ отдичительнымъ при- 
знакомъ всякаго гешя, какъ показываетъ истор1я вс'Ьхъ 
великихъ открьтй.

48,). G. Peacock, «Treatise on Alyebra» 1-830 и др. 
Н. Hankel, «Theorie der conplexen Zahlsysteme», 1867. 
(руссшй переводъ подъ редакщею проф. Парфентьева 
Казань, 1912 г.).

49) . Peano', «Principio de perm anentia- въ Rev. d. 
Math., t. VIII p. 84.

50) . Математическую индукцш не сл^дуетъ смеши
вать съ некоторыми похожими на нее съ внешней 
стороны дедуктивными выводами, напримеръ, съ 
а н а л и з о м ъ  д р е в н и х ъ ,  съ о б р а т н ы м и  д е й 
с т в  i я м и (или, вообще, съ обратными функцюнальными 
зависимостями), съ полной л о г и ч е с к о й  индукшей. 
Для выяснешя дедуктивнаго характера этихъ видовъ 
математическаго разсуждешя напомнимъ ихъ главней- 
нйя особенности.

I. Какъ математическш синтезъ, такъ и анализъ 
относятся къ дедукцш, такъ какъ это лишь две раз
личный формы логическаго разсуждешя. Именно, ма
тематическш с и н т е з ъ  представляетъ простую форму 
силлогизма, которзш можно изобразить следующей 
схемой:

Если А есть В, то С есть D
А есть В 

след. С есть D
Здесь „А есть В“ это исходное общее доказанное 
уже предложеше, „С есть Г)“—вытекающее изъ него 
следств1е.

Математичесюй же а н а л и з ъ  представляетъ об
ратный ходъ разсуждешй:

И. Д. МЕНДЕЛЕЕВ*!*.
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Если А есть В, то С есть D 
С есть D 

след. А есть В
Эта схема по форме напоминаетъ индукцдю, такъ 

какъ здесь какъ будто изъ существовашя сл^дств1я 
(«С есть D») выводится существоваше его основашя 
(«А есть В»). Но такое сходство лишь внешнее, такъ 
какъ математически! анализъ будетъ лишь тогда пра
вильным^ когда мы можемъ убедиться въ о б р а т и 
м о с т и  связи въ большей посылке, т. е. когда дока
зано, что оба сложный предложешя: «Если А есть В, 
то С есть D» и «Если С есть D, то А есть В»—одно
временно верны. Поэтому обшдй ходъ аналитическаго 
разсуждешя представится въ сл^дующемъ виде.

1 ) Изъ условШ вопроса выводимъ, что если им'Ьетъ 
место предложеше „Если А есть В, то С есть D “, to 
им'Ьетъ место и предложеше „Если С есть D, то А 
есть В“. Обозначая предложеше, заключенное въ пер
вый кавычки, черезъ М, во вторыя—черезъД, получимъ:

Если М, то N.
2 ) Изъ условш вопроса уб'Ь ждаемся, что предложе

ше М им^етъ место.
3) Строимъ выводъ:

Если М, TO'N
М _______

След. N,

иначе говоря, мы убеждаемся, что если С есть D, то 
А есть В.

4) Изъ условш вопроса убеждаемся, что С есть D,
5) Строимъ выводъ:

Если С есть D, то А есть В

С есть D
След. А есть В, что и тр. док.

Следовательно, въ математическомъ анализе мы 
применяемъ одни дедуктивныя разсуждешя.

Заметимъ кстати, что если обратимую связь пред-
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ложенШ обозначить знакомъ равенства, налрим.,,М =  N, 
(и необратимую знакомъ неравенства; эти обозначения 
приняты у нов’Ьйшихъ логиковъ), то математическШ 
анализъ можэтъ быть изображ ена въ простой форме 
вывода:

M =  N
.У
След. М

При этомъ, конечно, анализъ можетъ еще услож
ниться Т'Ьмъ, что будетъ разсматриваться целая ц^пь 
обратимыхъ предложенш: M =  N =  .„. =  S; S справед- 
ливо, сл'Ьдов., М справедливо.

II. Обратнымъ д'Ьйств1емъ (или обратной функцио
нальной зависимостью) по отношешю къ какому-ни
будь' действию прямому мы называемъ д'Ьйствце, по* 
средствомъ котораго мы подыскиваемъ такое предло
жение, формулу или число, изъ которыхъ бы следо
вало, по правилу соответствую щ ая прямого действ1я, 
и, при заданныхъ услов1яхъ—заданное предложеше, 
формула или число, какъ следствие. Такое обратное 
дййств!е мы производимъ, напримеръ, когда мы ищемъ 
частное двухъ чиселъ, т. е. такое число, которое, 
подвергнутое соответствующему прямому действш 
(умнож ент), въданныхъ условхяхъ (т. е. при нашемъ 
заданномъ делителе) дало бы данное число (делимое); 
или, когда, интегрируя какую-либо функцию, мы поды
скиваемъ такую, дифференцироваше которой дало бы 
функцш, намъ данную, и т. п. Здесь везде ходъ мысли съ 
внешней стороны очень напоминаетъ игтдукцш, по
тому ЧТО МЫ здесь по сле'дств1ю (изъ прямого действия) 
отыскиваемъ основаше. Но все же всякое обратное 
действ!е всегда основано исключительно на дедукщи, 
такъ какъ въ немъ связь cлeдcтвiя и основашя всегда 
о б р а т и м а я .  Поэтому всякое обратное действ1е,~ въ 
сущности, основано на аналитическомъ разсужденш, 
схема котораго*дана выше. Впрочемъ, надо заметить, 
что обратимость математическихъ функцш н е  в с е г[д а 
п о л н а я ,  такъ какъ, напримеръ, при интегрированш 
получается произвольная постоянная, при обращенш 
тригонометрическихъ функщй—произвольный целый 
множитель и т. д. Но въ такихъ случаяхъ математика
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просто констатируетъ разм^ръ этой необратимости 
(въ виде постоянной интеграцш и т. д.), не пытаясь 
ее восполнить (если это нельзя сделать д е д у к т и в н о ,  
какъ наприм'Ьръ, въ механике изъ начальныхъ условш 
вопроса), и потому все, что даетъ математика въ 
обратныхъ дг6 йств1яхъ, всегда им^Ьетъ исключительно 
дедуктивный характеръ.

III. Полная логическая индукщя (съ которой не 
надо смешивать т а к ъ  н а з ы в а е м у ю  „полную" мате
матическую индукщю, разсматриваемую нами далее, 
гл. III, 4), тоже встречаемая въ математике, пред-, 
ставляетъ собою, конечно, тоже строго-дедуктивный 
процессъ, такъ какъ она имеетъ место лишь тогда, 
когда какое-либо предложеше доказывается отдельно 
для в с е х ъ  б е з ъ  и с к л ю ч е н а  видовъ, на которые 
разбивается данное родовое понятие, служащее подле- 
жащимъ доказываемаго предложешя, и которыхъ по
этому должно быть число конечное. Такъ, напримеръ, 
все треугольники, по определенно, можно разделить 
на остроугольные, прямоугольные и тупоугольные, и 
потому, доказавъ какое-нибудь свойство относительно 
каждаго вида треугольниковъ, мы можемъ по принци- 
памъ силлогизма заключить при помощи полной ин- 
дукцш о существовании этого свойства у всехъ тре
угольниковъ вообще. Такимъ образомъ полная индук- 
цш тоже не выходитъ за пределы дедукцш, и оп^ть 
оттого, что здесь связь основан1я и следств1я обра
тимы, такъ какъ общее noHHTie, п о  о п р е д е л е н ! ю ,  
т о ж д е с т в е н н о  съ совокупностью частныхь, на ко
торый оно п о л н о с т ь ю  разбивается.

51) . Recurrent (отъ латинскаго гесштеге), по фран-. 
цузски, значитъ дословно „возвращающшся назадъ", 
въ математике—требующш вычислены надъ членами 
ряда, расположенными сзади даннаго члена (напр., 
serie recurrence). Такъ какъ для доказательства черезъ 
„полную" индукщю какого-либо свойства или формулы 
для числа N мы должны последовательно провести 
разсуждеше для чиселъ 1 , 2 , 3..., т. е. чиселъ, нахо
дящихся с з а д и  даннаго, то и становится понятныыъ 
смыелъ французскаго назвашя метода.

52) А. Фоссъ „О сущности математики" 1908 г. 
перев. I. В. Яшунскаго, примеч. 37-ое.
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53) . Ходъ разсужденш при доказательствахъ черезъ 
„полную44 индукцпо можно представить следующей 
схемой:

I. И зъ опред^ленш пустыхъ понятш доказываемъ 
логически предложеше: „если формула (или преДЛФке- 
ше) справедлива для п, то она справедлива й для

II. Подставляя въ опред'йлеше пустыхъ понятШ и 
въ разсуждеше предыдущаго доказательства вместо 
общихъ схемъ последовательно п о ш т я  частныя, до
казываемъ логически рядъ частныхъ предложен^: ■

1 . Если предложеше справедливо для 1 , то оно 
справедливо и для 2 .

2 . Если предложеше справедливо для 2, то оно
справедливо и для 3, и т. д. 1

III. И зъ  данныхъ определен*й логически доказы
ваемъ предложеше: „данное предложеше (или формула) 
справедливо для 1 ".

IV. Беремъ предложешя пункта Н-го за болышя по
сылки ряда силлогизмовъ, а за первую, меньшую, бе
ремъ предложеше пункта III-го. Тогда получаемъ рядъ 
силлогизмовъ:

1 . Если предложеше справедливо для 1 , то оно 
справедливо для 2 .

Оно справедливо для 1 .
Следов., оно справедливо для 2.

2 . Если предложеше справедливо для 2 , то оно 
справедливо для'З.

Оно справедливо для 2 .
Слёдов., оно справедливо для 3, и т. д.

V. Беремъ выводы всТхъ силлогизмовъ пункта IV-ro 
и изъ нихъ дТлаемъ выводъ черезъ неполную индукцш:

Формула справедлива для 1 , для 2 , для 3.... (приво-
димъ сколько угодно чиселъ).
Следовательно, съ любой степенью вероятности
она справедлива и для в с е  х ъ  чиселъ.
54) К ъ  этому основному предложешю всей матема

тической аксиоматики во многихъ местахъ подходитъ 
Пуанкарэ въ названныхъ гносеологическихъ изследо- 
вашяхъ, такъ что ему и принадлежитъ вся заслуга 
его устайовлешя.

1 3 6
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55) . Н. Poincare „Science et Methode" стр. 185.
56) Мы видели выше (прим. 12 и 21), что существен

ное содерж ите актуальной и потенщальной безконеч- 
ности тождественно.

57) Какъ ни кажется съ перваго взгляда парадо- 
ксальнымъ это утверждение, однако, более глубокое 
изучеше вопроса неизбежно къ нему приводить. Обык
новенный ответь, что „ц'Ьль науки—истина“ не про
тиворечить нашему утвержденда, такъ какъ именно 
анализируя п о ш т е  „истина", которое имело бы для 
насъ ценность, мы и приходимъ къ установлешю его 
э т и ч е с к о й  природы, анализъ же этическихъ цен 
ностей приводитъ къ установлешю ихъ э с т е т и ч е 
с к о й  природы. Более подробно эти вопросы изло
жены въ нашихъ названвыхъ выше гносеологическихъ 
работахъ, въ которыхъ содержатся предварительный 
данныя для построешя чисто-этической гносеологш и 
вообще нравственной философш въ самомъ широкомъ 
смысле. Въ ближайшихъ работахъ мы надеемся изло
жить дальнейшие результаты, къ которымъ мы пришли 
въ этомъ направлеши.

58) . Еще большую роль простая индукщя должна 
играть при п е д а г о г и ч е с к о м ъ  излож ети матема
тики. Действительно, мы видели, что простая индукщя 
является единственнымъ путемъ, черезъ который со
здаются въ нашемъ сознанш математическая понят!я и 
суждешя. Но когда учащшся впервые знакомится съ 
предметомъ, математическая теор!я д л я  н е г о  всегда 
создается вновь. Поэтому если мы желаемъ, чтобы 
учащшся действительно п о н я л ъ  Teopifo, т. е. со- 
знавалъ разумную цель теорш, умелъ бы ею поль
зоваться и вообще овдаделъ бы ею всецело, мы 
должны ввести его въ новый для него м1ръ единствен
нымъ путемъ, который для этого существуетъ, т. е. 
путемъ индуктивнаго развитая понятай и предложены. 
Иначе учащшся можетъ з а у ч и т ь  требуемыя отъ 
него правила, знаки, назвашя, но онъ небудетъ з н а т ь  
математики, такъ какъ все понятая и предложен1я, не 
имея въ eFo сознанш индуктивныхъ корней, будутъ 
для него п у  сотыми,  т. е. не обладающими математи
ческой реальностью. Словомъ, для того, чтобы мате
матическое знаше, такъ сказать, принялось въ созна-
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вш, выросло и дало плоды, нужны ташя же специфи
чески услов1я, к а т я  требуетъ для своего развит1я 
растеш е въ услов1яхъ воздуха, почвы и климата, и 
этими услов1ями педагопя не можетъ пренебрегать. 
Эти услов1я можетъ обнаружить лишь изучеше метода 
математики, а потому это изучеше можетъ дать для 
педагогш существенный указашя. Эти указашя, выте-; 
каюшдя изъ установлешя роли индукцш въ математике, 
въ существенныхъ чертахъ сводятся къ следующему.

1 . . Преподаваше должно вестись отъ частнаго къ 
общему, а не наоборотъ. Нельзя излагать учащемуся ма- 
тематичесшятеорш въ ихъ л о г и ч е с к о м ъ  порядке, 
т. е. начиная съ самыхъ общихъ определешй и предложе
н а ,  изъ которыхъ дедуктивно выводятся определения и 
предложешя более частныя. Хотя къ такому построент 
теорш и приводитъ ихъ о к о н ч а т е л ь н о е  развит1е, но 
для п е р в о н а ч а л ь н а г о  ознакомлешя съ ними такое 
построеше неприменимо, такъ какъ оно противоре
ч и в  естественному ходу развит!я математическихъ 
познанш въ нашемъ духе. Это развит1е можетъ со
вершаться лишь путемъ индуктивныхъ обобщены изъ 
более узкихъ определешй и предложены къ более 
широкимъ. Поэтому всякую теорш  надо всегда 
излагать сначала въ ея узкомъ, конкретномъ виде, 
какъ она первоначально слагается въ сознаши, и лишь 
потомъ, когда она такимъ образомъ хорошо усвоена, 
следуетъ переходить къ более широкимъ точкамъ 
зреш я. Это темъ более следуетъ иметь въ виду 
преподавателямъ, что они часто, желая „улучшить" 
преподаваше, сделать его „болёе научнымъ", стре
мятся внести сразу логическш порядокъ въ свое изло- 
ше, а этимъ они не только не улучшаютъ последнее, 
но д е л а ю т ъ  е г о  н и к у д а  н е г о д н ы м ъ .  Поэтому 
то мало образованный учитель часто можетъ понятнее 
изложить свой предметъ, чемъ начитанный, но не- 
далекш, профессоръ математики, такъ какъ первый 
ближе къ сознанш учениковъ и потому находитъ 
обида съ ними схемы понятш, способный вызвать въ 
нихъ индуктивную работу обобщешя, между темъ 
какъ абстрактное изложеше второго не создастъ въ со
знанш учениковъ математически-реальныхъ понятш и 
останется безплоднымъ. Это не значитъ, конечно, что
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преподаватель математики не долженъ быть въ полной 
м^ф'Ь математически образована^ но это значить, что 
правильное преподавад1е должно с о з н а т е л ь н о  удер
живаться отъ ,,строго научнаго“ изложешя, или B 'fe p -  
шЬе—придерживаться строгой научности д о  к о н ц а ,  
т. е. помнить объ устанавливаемыхъ наукой педаго- 
гическихъ требовашяхъ къ преподаван1ю.

2. Точно также, какъ не сл'йдуетъ придерживаться 
логическаго п о р я д к а  изложешя теорш, не сл'Ьдуетъ 
придерживаться и строго логическаго м е т о д а  изло
жешя. Даваемыя опред'Ьлешя и совершаемые выводы— 
даже въ ихъ узкой формулировка—не должны быть 
совершенно точны, и въ нихъ опять с о з н а т е л ь н о  
сЛ'Ьдуётъ оставлять некоторые существенные элементы 
на долю индукцш. Именно, не слЪдуетъ explicite вы
сказывать тЬ акИомы и доказывать тФ предложёшя, 
которьтя совершенно очевидны для учащагося въ силу 
естественной предыдущей индуктивной работы его со- 
знашя. Точное и кропотливое доказательство само- 
очевйдныхъ истинъ им^етъ философское значеше лишь 
для того, кто уже объялъ всю область математиче- 
скаго знашя, но оно будетъ лишь т о р м о з и т ь  раз- 
вит1е того, кто приступаетъ къ изучешю этой области 
впервые, такъ какъ поведетъ это развиле неестествен- 
нымъ путемъ. Увлечете математической точностью 
въ преподаваши можно объяснить лишь ошибкой въ 
пониманш математическаго метода, который мнопе 
считаютъ чисто-логическимъ и потому думаютъ, что 
улучшить преподаваше можно лишь увеличивая логи
чески элементы теорш за счетъ элементовъ непосред
ственно наглядныхъ, порождаемыхъ индукщей. Но мы 
знаемъ, что индукщя вообще неустранима изъ мате
матики. Поэтом}’, будетъ ли ее въ преподаваши не
много бол'йе или немного мешке, это съ пэинциталь- 
ной стороны,—все равно, но это далеко не все равно 
съ педагогической точки зр'кшя и потому нера
зумно будетъ жертвовать простотой и наглядностью 
изложешя во имя достижешя фиктивныхъ идеаловъ. 
Мы знаемъ, что истинная щйль математики состоитъ 
не въ тавтологическомъ пережевыванш шксколькихъ 
понятш, а въ открыли передъ нашимъ сознашемъ 
существенно поваго духовнаго Mipa, и потому главной
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ц'Ьлью преподавания должно быть в о з м о ж н о  пол-' 
н о е  ознакомлеше съ этимъ MipoMb, хотя бы и въ 
ущербъ методологической строгости. Иначе говоря: 
и зм ^н ете  программъ преподавашя должно идти не въ 
сторону строгости доказательствъ, а въ сторону всесто- 
ронняго ознакомлешя со в с ^ м и  отделами математики; 
доказательства же должны быть возможно упрощены, 
при чемъ надо п о л ь з о в а т ь с я  чувствомъ непо
средственной очевидности и развивать его, а не 
р а з р у ш а т ь .

3. Въ преподаванш математики с у щ е с т в е н н о е ,  
а не случайное значеше имйютъ к о н к р е т н ы е  
п р и м е р ы  приложешя общихъ теорШ, такъ какъ эти 
примеры только и даютъ пищу для индуктивной деятель
ности учащагося. Только черезъ эти примеры обиця 
математичесшя п о н я т  и предложешя и получаютъ 
въ сознаши учащагося математическую реальность. 
Поэтому у м е н ь е  пользоваться Teopieio въ конкрет- 
ныхъ случаяхъ и доказываетъ н а с т о я щ е е  знаше 
теорш, хотя бы учащшся и не могъ формулировать 
своего знашя въ общей форме. Заученная же общая 
Teopin безъ уменья ею пользоваться въ примерахъ 
ничего не стоить, такъ какъ она останется въ пони- 
манш учащагося пустою и, следовательно, не образуетъ 
математическаго знашя. Поэтому все преподаваше 
должно базироваться целикомъ на обученш п р а к т и 
ч е с к о м у  (т. е. на примерахъ) п о л ь з о в а н i ю 
теор 1ями; обгцГя же доказательства должны играть лишь 
вспомогательную, служебную роль, а не наобэроть, 
какъ можно часто видеть въ настоящее время.

4. Однако, индуктивный порядокъ р а з в и т  теорш, 
наглядность доказательствъ и практически характеръ 
изложешя въ преподаванш не слйдуеть доводить до 
крайности (какъ это тоже иногда де.таюгъ, напримЬръ, 
вътакъназы ваемомъ „ла6 ораторномъ“ методе препода
вашя), такъ какъ въ этомъ случае преподаваше бу- 
детъ отставать отъ р а з в и т  абстрактнаго мышлешя 
учащагося, и, следовательно, будетъ тормазить его 
р а з в и т .  Поэтому идеаломъ математическаго препо
давашя будетъ некоторый м а к с и м у м ъ  е г о  п р о 
д у к т и в н о с т и ,  который будетъ достигнуть тогда, 
когда изложеше будетъ наиболее соответствовать
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естественному ходу развита духа учащагося. Для 
этого и н д у к т и в н ы е  и д е д у к т и в н ы е  э л е 
м е н т ы  п р е п о д а в а е м  ыхъ  т е о р i й д о л ж н ы  н а 
х о д и т ь с я  в ъ  н е к о т о р о й  r a p M O H i  и, кото
рую нельзя указать a priori, хотя бы потому, что 
она зависитъ отъ индивидуальныхъ особенностей уча
щагося, но которую можно находить все бол'Ье полно 
путемъ педагогическаго опыта.

5. Существеннымъ подспорьемъ въ этомъ выбора 
пути математическаго изложешя можетъ служить, 
кроме того, о п ы т ъ  и с т о р и ч е с к и й .  Хотя исто- 
рическш ходъ развит]'я математики въ частностяхъ, 
конечно, завис^лъ отъ многихъ случайныхъ обстоя- 
тельствъ, но, въ общемъ, онъ не могъ не отразить 
общаго хода естественнаго математическаго развитгя 
человйческаго* сознашя, такъ какъ коллективное мыш- 
леше людей, приступающее къ математическимъ про
блемам^ въ общемъ, находится въ гЬхъ же .условз'яхъ, 
что и индивидуальное. Поэтому историческш ходъ 
развит1я математики можетъ служить до некоторой 
степени образцомъ для педагогическаго хода ея из
ложешя. А потому в ъ  п р е п о д а в а н и и  м а т е м а 
т и к и  н е о б х о д и м о  д а т ь  м ^ с т о  и с т о р и ч е 
с к о м у  э л е м е н т у ,  такъ какъ такимъ путемъ ин
дуктивное развит1е теорШ пойдетъ всего естественнее. 
Но при этомъ, конечно, не сл-йдуетъ рабски копиро
вать исторш математики со всеми ея случайными 
элементами, шЬтъ, надо лишь выбирать существенные 
элементы и пользоваться ими лишь пропустивъ черезъ 
критику педагогическаго опыта. Поэтому педагогиче
ское развиНе математическихъ понятш въ сознаши 
учашагося должно представлять лишь некоторое п о 
до б i е действительна™ историческаго процесса, какъ 
индивидуальное, онтогенетическое разви^е каждаго 
организма, по закону Геккеля, представляетъ неко
торое подоб1е его развшчя филогенетическаго, т. е. 
развита всего вида.

59) Встречающаяся въ различныхъ гносеологическихъ 
изслФдован1яхъ указашя на роль индукцш въ матема
тике чаще всего имеютъ въ виду не внутреншй, а 
в н е ш н и !  опытъ, при помощи котораго, действи
тельно, вырабатываются таюя простеГшля понят]я ма
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тематики, какъ, напримеръ, числа (счетъ пальцевъ 
и т. д). Но, какъ мы видели, вся эта подготовитель* 
пая работа сознашя не относится еще къ области ма
тематики, которая пользуется уже г о т о в о й  способ^ 
ностью нашего духа создавать простейппя математи- 
чесюя понят!я. Поэтому то все указавдя на п с и х о 
л о г и ч е с к о е  и р о и с х о ж д е н ! е  простМшихъ ма- 
тематическихъ понятзй, еще совершенно не касаются, 
с а м а г о  м а т е м а т и ч е с к а г о  м е т о д а ,  начинаю- 
щаго функцюнировать уже при готовыхъ прост'Ьй- 
шихъ поняНяхъ въ направлен^ ихъ логической обра
ботки и далыгвйшаго обобхцешя. Конечно, внешшй 
опытъ можетъ служить для индуктивнаго установле- 
н!я и более сложныхъ математическихъ положенш 
(напримеръ, взвешивая картонные кругъ и квадратъ 
и измеряя соответственные рад!усъ и сторону, можно 
найти приблизительное значеше для -л:), но методоло

гическое значен1е такой индукцш для современной ма
тематики ничтожно, и, во всякомъ случай, такая ин
дукция не существенна для математическаго метода. 
Поэтому встречаемый указания на роль этой индук
цш въ математике въ большинстве случаевъ скорее 
надо признать о ш и б о ч н ы м и ,  такъ какъ они игно- 
рируютъ в н у т р е н н 1 е р е с с у р с ы  математическаго 
метода и потому изображаютъ его въ ложномъ виде.

Такъ, напримеръ, въ своей „Логике* В. Вундтъ 
(соответствуюшдя главы можно найти въ русскомъ 
переводе въ сб. № 1 „Новыхъ идей въ математике* подъ 
ред. проф. А. В. Васильева) приписываетъ индукцш 
широкую роль въ математике, но именно индукцш 
наивно-понимаемой, т. е. индукцш внешняго опыта. 
■ХбТй онъ и старается отделить „историческое значе
ше 'математической индукцш" отъ „перманентныхъ 
ея Аормъ", но въ обоихъ случаяхъ онъ имеетъ въ 
ви^рт ^ндукщю изъ внешняго опыта. Это подтвер
ждается всемъ его изложешемъ, хотя бы, напримеръ, 
следующимъ отрывкомъ: „Сюда (т. е. къ „перманентной" 
индукцш) относятся, во*первыхъ, все акстматичесшя 
дщ о^ещ ц; не только возникли путемъ индукцш, 
но для нихъ и въ дальнейшемъ не можетъ быть дано 
никакого иного основашя. То обстоятельство, что 
математичесшя аксюмы являются вообще лишь видо
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изменениями определенгй, касающихся числа, вели
чины, пространства и пр., ничего не изменяетъ въ 
этомъ. Ведь и опред-Ьлетя не^имеюгъ другого п р о и с -  
х о ж д е н i я, к р о м е  а б с т р а к ц 1 и  и з ъ  опыт а " . ,  
(подчеркнуто нами).

Такимъ образохмъ мы видимъ, что Вундтъ здесь 
имеетъ въ виду индукщю не какъ м е т о д ъ  о б о с н о 
в а н  i n результатовъ математическаго изследовашя, 
а какъ психологическую причину лпроисхождешя“ ма- 
тематическихъ понятш въ нашемъ сознанш и проис- 
хождешя ихъ изъ о п ы т а ,  и, значитъ, здесь онъ еще 
совершенно не касается метода самой математики. Но 
точь-въ-точь въ томъ же духе онъ продолжаетъ свои 
разсуждешя до самаго конца, чемъ и определяется 
степень ценности его изследовашя.

Надо, кроме того, заметить, что мнопя его утвер- 
ждешя фактически уже не отвечаютъ современному 
развитш математики, напримеръ, его утверждеше на- 
счетъ геометрш, будто ея „основныя положешя име- 
ютъ своимъ обосновашемъ лишь указашя на непо
средственное созерцаше" — точка зрешя, такъ бле
стяще опровергнутая теперь изследовашями Гиль
берта. Зато можно поставить въ заслугу Вундту ука-. 
заше на неполноту, такъ называемой, „полной" мате
матической индукцш. И, кроме того, надо вообще по
мнить, что с а м о  по с е б е  учеше объ индуктивномъ 
происхожденш простейшихъ математическихъ поня
тш изъ опыта в е р н о ,  но только оно не  о т н о с и т с я  
къ ученш о математическомъ методе.
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женскихъ гимн. и. кадетск. корпусовъ. Съ 405 рис. йодной цветн.табл. Ц .9 0  в,

А .  Л .  Г е р д ъ .  У ч е б н и к ъ  м и н е р а л о г ш  д л а  г о р о д с к и х ъ
у ч и л и щ ъ .  Въ переработке В. А. Герда.

Г е р м а н ь  Г а н ъ .  Р у к о в о д с т в о  к ъ  п р а к т и ч е с к и м ! ,  

з а н я т г я з п ,  п о  ф и з и к Т ,  в ъ  с р е д н е й  ш к о л * .

Съ 225 рисунками подъ редакшей А. А. Д о б i а ш а. Ц ена 2 р.

И в .  Г л и н к а .  О п ы т ъ  п о  м е т о д и к ^  ф и з и к и

Лабораторные уроки въ средней школок Ц Ъна 7 0  к.

Учен. Комит. Мин. Нар. Проев, книга признана заслуживающей рекомендо
вали посредствомъ особаго циркуляра внимашю Пед. С оветовь среди, учебн. завед
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