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ВВЕДЕНИЕ

Характерной особенностью современной алгебры является то об-
стоятельство, что наряду с традиционным изучением различных ин-
дивидуальных объектов (решеток, групп, колец, линейных алгебр
и др.) большое внимание уделяется исследованию различных обра-
зований, составленных из объектов такого рода (при этом обычно
рассматривают классы, т. е. совокупности однотипных алгебраиче-
ских систем, замкнутые относительно изоморфизмов). Следует од-
нако отметить, что в „чистом” виде теория классов начинает свое
развитие лишь в 30-е годы прошлого столетия с выходом работ
Г. Биркгофа [253] и Б.Х. Неймана [301], связанных с изучением
многообразий групп. В дальнейшем наряду с многообразиями бы-
ли выделены и изучались и другие классы алгебраических систем
(реплично полные классы, квазимногообразия и др.). Значительное
влияние на процесс становления теории классов оказал, как извест-
но, А.И. Мальцев. В докладах на IV Всесоюзном математическом
съезде в Ленинграде в 1961 году [117] (см. также [118, 119]) и на
Международном конгрессе математиков в Москве в 1966 году [120]
(см. также [122]) наряду с другими направлениями, А.И. Мальцев
рассматривает как одно из наиболее важных направлений теорию
классов алгебраических систем.

Особое место в теории классов алгебраических систем занимают
исследования естественно возникающих объектов — полугрупп и ре-
шеток таких классов. В связи с изучением алгебры классов алгебра-
ических систем и, в частности, операций на классах, были открыты
новые бесконечные серии полугрупп и решеток с важными свойства-
ми. Наиболее ярко это проявилось в теории классов групп, в част-
ности, в теории многообразий групп, поскольку теория расширений
групп занимает особое место в теории расширений алгебраических
систем. Было доказано, что полугруппа многообразий свободна, а
решетка многообразий групп модулярна и не является дистрибу-
тивной; изучение такой решетки тесно связано с изучением относи-
тельно свободных групп.

Напомним, что многообразие групп M можно определить как та-
кой непустой гомоморф, что любая группа G имеет наименьшую
нормальную подгруппу (обозначаемую символом M(G)), фактор-
группа по которой принадлежит M. Произведение MH многообра-
зий M и H — это класс всех таких групп G, что H(G) ∈ M. Если
рассмотреть эти две конструкции в классе всех конечных групп, то
мы придем к определениям формации и произведения двух форма-
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ций (в этом случае вместо H(G) обычно пишут GH). Явная анало-
гия в определениях многообразия групп и формации ведет к пред-
положению, что теория формаций должна быть близка в некото-
рых аспектах теории многообразий. Это действительно так, если
мы рассматриваем алгебру классов. Более того, решетки и полу-
группы многообразий и формаций оказались тесно связанными. В
теории классов, например, хорошо известен следующий результат
А.Н. Скибы: полугруппа всех многообразий вкладывается в полу-

группу всех наследственных формаций конечных групп, а решет-

ка всех локально конечных многообразий вкладывается в решет-

ку всех наследственных формаций конечных групп [191] (см. так-
же [203,230]). Отметим, что хотя многие результаты алгебры форма-
ций являются аналогами соответствующих результатов теории мно-
гообразий, в то же время методы их доказательств практически не
имеют пересечений с методами теории многообразий. Более того, в
отличие от решетки всех многообразий групп, оказалось, что боль-
шинство решеток формаций являются алгебраическими. Отметим
попутно, что вопрос об алгебраичности решетки всех насыщенных
формаций конечных групп был впервые поставлен Б.И. Плотки-
ным в 1984 году на XVIII Всесоюзной алгебраической конференции
(г. Москва) во время обсуждения совместного пленарного доклада
Л.А. Шеметкова и А.Н. Скибы „Алгебра классов конечных групп”.
Такая задача была решена А.Н. Скибой в его монографии „Алгебра
формаций” (Минск : Беларуская навука, 1997). В дальнейшем были
найдены другие бесконечные серии алгебраических решеток форма-
ций и классов Фиттинга и описаны их компактные элементы (см.,
например, [54, 104, 105, 158, 209, 218]).

Двойственным объектом по отношению к формации является
класс Фиттинга, т. е. класс конечных групп, замкнутый относитель-
но взятия нормальных подгрупп и их произведений. Уже в первые
годы развития теории классов Фиттинга в начале 60-х г. г. про-
шлого столетия были получены замечательные результаты, связан-
ные с изучением алгебры таких классов, что дало существенный
дальнейший импульс к развитию алгебры классов вцелом (см. кни-
ги [264, 270], а также работы [254, 258, 267, 282, 298, 299]).

Отметим также, что первоначально теория формаций рассматри-
валась исключительно как аппарат исследования непростых конеч-
ных групп. По мере развития такого направления теории формаций
возникла необходимость изучения самих формаций и, в частности,
изучения алгебры формаций, связанной с исследованием различных
операций над формациями. Среди таких операций важную роль иг-
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рают операция умножения формаций, приводящая к необходимости
изучения полугрупп формаций и операции пересечения и порожде-
ния формаций, приводящие к необходимости изучения различных
классов решеток формаций. На этом этапе развития теории фор-
маций открылся второй прикладной аспект этой теории, а имен-
но: в рамках теории формаций стали активно разрабатываться ме-
тоды построения решеток и полугрупп с различными заданными
свойствами. И, наконец, следует отметить, что в последние годы от-
крылся новый и несколько неожиданный аспект применения теории
формаций в рамках теории формальных языков [247–249]. При этом
оказалось, что как и в других прикладных аспектах теории форма-
ций, наиболее полезными являются так называемые насыщенные и
частично насыщенные формации.

Пусть ω — произвольное непустое множество простых чисел. Фор-
мация F называется ω-насыщенной (или ω-локальной), если для лю-
бого простого числа p ∈ ω формация F содержит всякую конечную
группу G с G/Op(Φ(G)) ∈ F (А. Баллестер-Болинше и Л.А. Шемет-
ков [241]). Формация F называется разрешимо ω-насыщенной (или
ω-композиционной), если для любого простого числа p ∈ ω фор-
мация F содержит всякую конечную группу G с G/Φ(Op(G)) ∈ F

(Л.А. Шеметков [317]). Понятно, что всякая ω-насыщенная форма-
ция является разрешимо ω-насыщенной, но обратное в общем случае
неверно. Если ω = P — множество всех простых чисел, то символ
ω опускают и говорят о насыщенных (или локальных ) и разрешимо

насыщенных (или композиционных, Л.А. Шеметков [224]) форма-
циях соответственно.

Различные аспекты теории формаций, связанные с применением
формационных методов при исследовании конечных и бесконечных
групп в полном объеме отражены в монографиях [109, 178, 224, 230,
246,252,262,264,275,286]. Многие фундаментальные результаты и ос-
новные понятия алгебры классов конечных групп хорошо освещены
в монографиях [203,230,264]. Вместе с тем, следует отметить, что в
последние пятнадцать лет был получен ряд новых глубоких резуль-
татов, связанных с изучением произведений и решеток формаций.
Недавно опубликованная монография В.М. Селькина [171] посвяще-
на изложению новых результатов, связанных с исследованием про-
изведений формаций. Основной целью данной монографии является
систематизация и дальнейший анализ свойств алгебры формаций,
главным образом связанных с исследованием полугрупповых и ре-
шеточных операций на классах конечных групп.

Глава 1 носит вспомогательный характер. Здесь приводится ряд
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общих понятий, среди которых особое место отводится (разрешимо)
ω-насыщенным формациям и ω-локальным классам Фиттинга, игра-
ющим важную роль на протяжении всей книги. Большое внимание
уделяется описанию общих свойств и построению конкретных при-
меров (разрешимо) ω-насыщенных формаций и ω-локальных клас-
сов Фиттинга. Еще одним важным понятием, которое существен-
но использует автор, является понятие подгруппового функтора (в
смысле А.Н. Скибы [203]).

Глава 2 посвящена произведениям n-кратно (разрешимо) ω-на-
сыщенных формаций и ω-локальных классов Фиттинга. В пара-
графах 2.1, 2.3 и 2.4 приведено описание спутников произведений
таких классов. Основной целью главы 2 является решение задачи
А.Н. Скибы (2000) о разрешимости первого сомножителя несократи-
мых факторизаций однопорожденной наследственной насыщенной
формации. Такая задача решена в параграфе 2.2.

В главе 3 изучаются решетки классов Фиттинга. В парагра-
фе 3.2 дается описание булевых подрешеток решетки всех n-кратно
ω-локальных классов Фиттинга. В параграфе 3.3 найдены методы
построения стоуновых решеток с заданными свойствами в рамках
теории кратно локальных классов Фиттинга. Для произвольного
n-кратно локального класса Фиттинга F через Ln(F) обозначают
решетку всех n-кратно локальных подклассов Фиттинга из F. Если
же класс Фиттинга F тотально локален, то через L∞(F) обозначают
решетку всех его тотально локальных подклассов Фиттинга. Оказа-
лось, что решетки Ln(F) и L∞(F) стоуновы тогда и только тогда,
когда F является подклассом класса всех нильпотентных групп. Па-
раграф 3.4 посвящен решению задачи Скибы–Шеметкова (1999) о
дистрибутивности решетки всех разрешимых тотально локальных
классов Фиттинга. Отметим, что другими методами эта задача ре-
шена в работе Рейфершейд [308]. В параграфе 3.5 доказана полнота
решетки X-нормальных классов Фиттинга, где X — класс Фишера.
Последних два параграфа главы 3 связаны с дальнейшим анализом
известной гипотезы Локетта о нахождении таких классов Фиттин-
га, в решетку секции Локетта которых сюръективно отображается
решетка всех нормальных классов Фиттинга.

Глава 4 „Решетки формаций” связана с изучением тождеств ре-
шеток насыщенных и обобщенно насыщенных формаций. В пара-
графе 4.2 описаны булевы подрешетки решетки всех τ -замкнутых
n-кратно ω-насыщенных формаций. Результаты этого параграфа
применены в параграфе 4.3 для классификации функторно замкну-
тых кратно насыщенных формаций со стоуновой решеткой подфор-
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маций. В параграфе 4.6 доказана алгебраичность и модулярность ре-
шетки всех τ -замкнутых n-кратно разрешимо ω-насыщенных фор-
маций. Параграфы 4.4 и 4.7 посвящены исследованию тождеств
решеток τ -замкнутых кратно ω-насыщенных и кратно разреши-
мо ω-насыщенных формаций. Отметим, что из результатов этих
двух параграфов в качестве следствий получаются теоремы о мо-
дулярности решеток насыщенных и обобщенно насыщенных фор-
маций, доказанные ранее в работах многих других авторов (см.
[100, 192, 203, 206, 209, 219, 230, 241]).

Последняя глава посвящена обзору результатов по алгебре клас-
сов, имеющих непосредственное отношение к содержанию данной
монографии.

Библиография содержит свыше 300 статей, однако она не явля-
ется исчерпывающей в этой области. За небольшим исключением,
она содержит лишь статьи, на которые имеются ссылки в тексте.
Для удобства читателя в конце книги помещен перечень основных
используемых определений и обозначений. Подробный предметный
указатель поможет читателю найти место, где впервые вводится со-
ответствующее понятие. В терминологии мы будем следовать моно-
графиям [203, 224, 230]. В дальнейшем везде, где не оговорено про-
тивное, все рассматриваемые группы предполагаются конечными.
Все используемые сплетения регулярны.

Монография посвящается 75-летию члена-корреспондента Наци-
ональной академии наук Беларуси, заслуженного деятеля науки
Республики Беларусь, доктора физико-математических наук, про-
фессора Леонида Александровича Шеметкова.

Автор искренне признателен всем, кто содействовал выходу дан-
ной книги. Прежде всего благодарю самых близких мне людей — мо-
их дорогих родителей Николая Тимофеевича Воробьева, Светлану
Ивановну Воробьеву и брата Сергея. Без их постоянной поддержки
выход данной книги был бы невозможен. Особую благодарность вы-
ражаю своему учителю, профессору Александру Николаевичу Ски-
бе, чей постоянный интерес и внимание ко мне стимулировали все
мои исследования и, в конечном счете, способствовали выходу дан-
ной монографии.

Выражаю искреннюю благодарность рецензентам — члену-кор-
респонденту Национальной академии наук Беларуси, доктору фи-
зико-математических наук профессору Л.А. Шеметкову и докто-
ру физико-математических наук профессору А.Н. Скибе и моим
ученикам: кандидату физико-математических наук А.А. Цареву,
А.П. Меховичу и В.О. Побойневу, оказавшим большую помощь
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при подготовке рукописи. Автор благодарит кандидата физико-
математических наук, доцента И.В. Близнеца за помощь и полез-
ные консультации по TEX, М.Н. Клецкова и С.А. Коренева — за
подготовку оригинал-макета обложки.
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Глава 1

БАЗИСНЫЕ ПОНЯТИЯ. НЕКОТОРЫЕ
ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1.1 Основные определения

1.1.1 Определение. Класс групп F называется формацией, если
выполняются следующие условия:

1) если G ∈ F и N E G, то G/N ∈ F;
2) если N1, N2 E G, причем N1 ∩N2 = 1 и G/Ni ∈ F, i = 1, 2, то

G ∈ F.

Если формации F и H таковы, что H ⊆ F, то H называется под-

формацией формации F.

По определению, пустое множество ∅ является формацией (пу-

стая формация). Формациями являются: класс G всех групп, класс
(1) всех единичных групп (единичная формация), класс A всех абе-
левых групп, класс N всех нильпотентных групп, класс N∗ всех ква-
зинильпотентных групп, класс S всех разрешимых групп, класс Np

всех p-групп (p — фиксированное простое число), класс Gp′ всех
p′-групп, класс Np′ всех нильпотентных p′-групп, класс Sp′ всех раз-
решимых p′-групп, класс Gπ всех π-групп, класс Nπ всех нильпо-
тентных π-групп, класс Sπ всех разрешимых π-групп, класс Gω′

всех ω′-групп, класс Gωd всех таких групп, у которых каждый ком-
позиционный фактор является ωd-группой, класс U всех сверхраз-
решимых групп. Вместе с тем, класс всех конечных циклических
групп не является формацией.

Если π = ∅, то, по определению, G∅ = N∅ = S∅ = (1).

1.1.2 Определение. Непустой класс групп F называется классом

Фиттинга, если выполняются следующие условия:
1) если G ∈ F и N E G, то N ∈ F;
2) если M, N E G = MN, причем M, N ∈ F, то G ∈ F.

Классы G, (1), S, N, Np, Gp′, Np′, Sp′, Gπ, Nπ, Sπ, Gω′, Gωd

являются классами Фиттинга. Вместе с тем, класс A всех абелевых
групп и класс U всех сверхразрешимых групп не являются классами
Фиттинга.
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1.1.3 Определение. Если F и H — классы групп, то произведение

классов FH определяется следующим образом:

FH = (G | G обладает нормальной подгруппой N ∈ F

такой, что G/N ∈ H).

Если F = ∅ или H = ∅, то полагают FH = ∅.

Отметим, что произведение классов — бинарная алгебраическая
операция на множестве всех классов групп, которая не ассоциатив-
на и не коммутативна. Однако произведение классов для двух фор-
маций в общем случае не является формацией ( [264, гл. IV, при-
мер 1.6]). Вместе с тем В. Гашюцом [270] был найден способ, как
изменить определение произведения классов, чтобы произведение
двух формаций снова являлось формацией.

Напомним, что если F — непустая формация, то всякая группа
G обладает наименьшей нормальной подгруппой, фактор-группа по
которой принадлежит F, называемой F-корадикалом группы G и
обозначаемой символом GF. Полагают Gωd = GGωd, F p(G) = GNpGp′ .

1.1.4 Определение. Пусть F и H — формации. Формационным

произведением F и H называется класс групп

F ◦ H = (G | GH ∈ F).

1.1.5 Замечание. Ясно, что F ◦ H ⊆ FH, H ⊆ F ◦ H всякий раз,
когда 1 ∈ F, и если F = snF, то F ◦ H = FH. В общем случае
согласно [264, гл. IV, пример 1.6] имеет место неравенство F ◦ H 6=
6= FH.

Можно показать, что произведение классов для двух классов
Фиттинга в общем случае не является классом Фиттинга (см. шаг 7
из [264, гл. IX, пример 2.14 b)]). Вместе с тем был найден специ-
альный вид произведения — фиттингово произведение, такой чтобы
произведение двух классов Фиттинга снова являлось классом Фит-
тинга.

Напомним, что если F — класс Фиттинга, то всякая группа
G обладает наибольшей нормальной F-подгруппой, называемой F-

радикалом группы G и обозначаемой символом GF.
Полагают, что Gωd = GGωd

, Fp(G) = GGp′Np
.
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1.1.6 Определение. Пусть F и H — классы Фиттинга. Фиттин-

говым произведением F и H называется класс групп

F ⋄ H = (G | G/GF ∈ H).

1.1.7 Замечание. Ясно, что F ⋄ H ⊆ FH, и, что, если H = qH, то
F ⋄H = FH. Очевидно также, что F ⊆ F ⋄H. Вместе с тем, согласно
шагу 8 из [264, гл. IX, пример 2.14 b)], в общем случае H 6⊆ F ⋄ H.
Кроме того, если H ⊆ K, то F⋄H ⊆ F⋄K. Вместе с тем, если H и K —
классы Фиттинга, то согласно шагу 1 из [264, гл. IX, пример 2.5 a)],
в общем случае H ⋄ F 6⊆ K ⋄ F. Однако если F = qF, то

H ⋄ F = HF ⊆ KF = K ⋄ F.

1.1.8 Теорема ([264, гл. IV, теорема 1.8 a), c); гл. IX, теоре-
ма 1.12 a),c)]). Справедливы следующие утверждения:

1) относительно формационного произведения совокупность

всех формаций образует полугруппу;
2) относительно фиттингова произведения совокупность всех

классов Фиттинга образует полугруппу.

1.1.9 Определение. Непустая совокупность классов групп Θ на-
зывается полной решеткой классов [203], если пересечение любой
совокупности классов из Θ снова принадлежит Θ, и во множестве
Θ имеется такой класс F, что H ⊆ F для любого другого класса
H ∈ Θ.

Относительно включения ⊆ всякая полная решетка формаций и
всякая полная решетка классов Фиттинга являются полными решет-
ками в обычном смысле.

1.1.10 Определение. Полная решетка формаций (классов Фит-
тинга) Θ называется частичной алгеброй формаций (классов Фит-
тинга) (см. [203]), если для любого простого числа p, для любой
формации (любого класса Фиттинга) F ∈ Θ имеет место NpF ∈ Θ
(имеет место FNp ∈ Θ соответственно).

Как показано в [203], такие полные решетки и частичные алгебры
играют при изучении классов групп ту же роль, что и сами классы
(формации, классы Фиттинга и др.) при изучении групп.

13

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



1.2 Спутники формаций

Локальные спутники. В дальнейшем символ ω обозначает
некоторое непустое множество простых чисел. Следуя [206], сим-
волом Gωd мы обозначаем наибольшую нормальную в G подгруппу
N со свойством ω ∩ π(H/K) 6= ∅ для каждого композиционного
фактора H/K из N (Gωd = 1, если ω ∩ π(Soc(G)) = ∅).

Для произвольного класса простых групп T символ eT обознача-
ет класс всех таких групп, у которых все композиционные факторы
принадлежат T. Как и в [264], через Cp(G) мы обозначаем пересе-
чение централизаторов всех тех главных факторов группы G, чьи
композиционные факторы имеют простой порядок p (Cp(G) = G,
если в G нет главных факторов с таким свойством), через Rω(G)
мы обозначаем Sω-радикал группы G, т. е. произведение всех та-
ких ее разрешимых нормальных подгрупп, чьи порядки являются
ω-группами. Легко видеть, что Cp(G) = GGcp

, где Gcp — класс всех
таких групп, все главные p-факторы которых центральны (см. [108,
лемма 1.2]).

Пусть f — произвольная функция вида

f : ω ∪ {ω′} → {формации групп}, (1.1)

где f(ω′) 6= ∅. Следуя [206, 209], соответственно, сопоставим функ-
ции f два класса групп

LFω(f) =
(

G | G/Gωd ∈ f(ω′) и G/Fp(G) ∈ f(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(G)
)

и
CFω(f) =

(

G | G/GSω
∈ f(ω′) и G/Cp(G) ∈ f(p)

для всех таких p ∈ ω, что в G имеется

композиционный фактор порядка p
)

.

1.2.1 Замечание. Пусть f — произвольная функция вида (1.1),
π1 = ω ∩ Supp(f) и π2 = ω \ π1, где Supp(f) = {p ∈ ω | f(p) 6= ∅}.
Легко видеть, что

LFω(f) =

(

⋂

p∈π2

Gp′

)

∩

(

⋂

p∈π1

Gp′Npf(p)

)

∩Gωdf(ω
′). (1.2)

Рассмотрим некоторые частные случаи формулы (1.2) :
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1. Если π1 = ∅, то формула (1.2) приобретает вид

LFω(f) = Gω′ ∩Gωdf(ω
′) = Gω′ ∩ f(ω′).

2. Если π1 = ω, то мы получаем формулу

LFω(f) =

(

⋂

p∈ω

Gp′Npf(p)

)

∩Gωdf(ω
′).

3. Если ω = {p} и f(p) 6= ∅, то формула (1.2) приобретает вид

LF{p} = LFp(f) = Gp′Npf(p) ∩Gpdf(p
′).

Если ω = {p} и f(p) = ∅, то

LFp(f) = Gp′ ∩Gpdf(p
′) = Gp′ ∩ f(p′).

4. Если ω = P, то π1 = Supp(f), π2 = P \ Supp(f). В этом случае
получаем формулу

LFP(f) = LF (f) =

(

⋂

p∈π2

Gp′

)

∩

(

⋂

p∈π1

Gp′Npf(p)

)

.

1.2.2 Замечание. Пусть f — произвольная функция вида (1.1),
π1 = Supp(f) и π2 = ω \π1, где Supp(f) = {p ∈ ω | f(p) 6= ∅}. Легко
видеть, что

CFω(f) =

(

⋂

p∈π2

e(Zp)
′

)

∩

(

⋂

p∈π1

Gcpf(p)

)

∩Gωf(ω
′). (1.3)

Рассмотрим некоторые частные случаи формулы (1.3) :
1. Если ω = {p} и f(p) 6= ∅, то формула (1.3) приобретает вид

CF{p}(f) = CFp(f) = Gcpf(p) ∩Npf(p
′).

Если ω = {p} и f(p) = ∅, то

CFp(f) = e(Zp)
′ ∩Npf(p

′).

2. Если ω = P, то π1 = Supp(f), π2 = P \ Supp(f). В этом случае
получаем формулу

CFP(f) = CF (f) =

(

⋂

p∈π2

e(Zp)
′

)

∩

(

⋂

p∈π1

Gcpf(p)

)

.
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Поскольку пересечение и произведение любых двух формаций
снова является формацией, то из приведенных формул (1.2) и (1.3)
вытекает, что для любой функции f вида (1.1) классы групп LFω(f)
и CFω(f) являются формациями.

Если формация F такова, что F = LFω(f) для некоторой функции
f вида (1.1), то F называется ω-насыщенной или ω-локальной фор-

мацией с ω-локальным спутником f [206]. Если же F = CFω(f),
то F называется разрешимо ω-насыщенной или ω-композиционной

формацией с ω-композиционным спутником f [209]. ω-Локальный
(ω-композиционный) спутник называется пустым, если Supp(f) =
= ∅.

Нетрудно заметить, что класс локальных формаций совпадает
с классом P-локальных формаций (см. подробнее [206]), а класс
композиционных формаций совпадает с классом P-композиционных
формаций.

Локальный спутник f формации F называется минимальным

спутником формации F, для любого ее локального спутника h и
любого простого числа p имеет место включение f(p) ⊆ h(p). Ло-
кальный спутник f формации F называется внутренним (или при-

веденным), если f(p) ⊆ F для всех p ∈ P. Для произвольного внут-
реннего локального спутника f формации F через F обозначают
такой спутник, что F (p) = Npf(p) для всех p ∈ P. Легко видеть
(см. подробнее [224, теорема 3.3]), что F = LF (F ), причем спут-
ник F таков, что имеет место включение h(p) ⊆ F (p) для любого
другого внутреннего локального спутника h формации F и любого
простого числа p. Локальный спутник F формации F называется
каноническим. В дальнейшем канонические спутники обозначаются
большими латинскими буквами.

Пусть X — произвольная совокупность групп, p — простое число.
Полагают (см. [203])

X(Fp) =

{

form(G/Fp(G) | G ∈ X), если p ∈ π(X),

∅, если p /∈ π(X).

Пересечение всех локальных формаций, содержащих X, обозначают
через lformX и называют локальной формацией, порожденной X.

1.2.3 Лемма ([230, теорема 8.3]; [203, следствие 1.1.6]). Пусть X —

непустая совокупность групп, F = lformX и f — минимальный

локальный спутник формации F. Тогда справедливы следующие

утверждения:
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1) π(X) = π(F);
2) f(p) = X(Fp) для всех p ∈ P;
3) если F = LF (h), то для любого p ∈ π(F) имеет место

f(p) = form(A | A ∈ h(p) ∩ F, Op(A) = 1).

1.2.4 Замечание. Процедура получения канонического локально-
го спутника формации F, исходя из наличия ее минимального ло-
кального спутника f, состоит в следующем. Строим локальный спут-
ник F такой, что F (p) = Npf(p) = NpF(Fp) для любого простого
p. Спутник F и будет каноническим локальным спутником форма-
ции F.

В дальнейшем без всяких ссылок мы будем использовать следу-
ющую очевидную лемму.

1.2.5 Лемма ([206, лемма 1]). Пусть N — нормальная подгруппа

группы G. Справедливы следующие утверждения:
1) если N — p′-группа, то Fp(G/N) = Fp(G)/N ;
2) если G/N — p′-группа, то F p(G) = F p(N);
3) если N ∈ Gωd, то (G/N)ωd = Gωd/N ;
4) если G/N ∈ Gωd, то Gωd = Nωd.

1.2.6 Пример. Пусть формация M ⊆ Gω′, а f — такой пустой
ω-локальный спутник, что f(ω′) = M. Тогда M = LFω(f).

Действительно, если G ∈ M, то, ввиду того, что M ⊆ Gω′ имеем

G ∼= G/1 = G/Gωd ∈ M = f(ω′).

Значит, M ⊆ LFω(f). Обратно. Пусть G ∈ LFω(f). Тогда G/Gωd ∈
∈ f(ω′) = M и G/Fp(G) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(G). Но по
условию спутник f пустой. Значит, ω∩π(G) = ∅. Поэтому Gωd = 1.
Следовательно,

G ∼= G/1 = G/Gωd ∈ f(ω′) = M.

Значит, LFω(f) ⊆ M. Итак, M = LFω(f).
Таким образом, всякая подформация формации Gω′ ω-локальна.

Отсюда, в частности, вытекает, что пустая формация ∅ и формация
единичных групп (1) ω-локальны при всех ω.
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Напомним, что непустая формация F называется p-локальной

[200,227] (p — простое число), если lformF ⊆ Np′F. Если F p-локальна
для любого p ∈ ω, то F называется ω-локальной формацией. Форма-
ция F называется p-насыщенной (см. [200, 227]), если из G/K ∈ F,
где K — p-подгруппа из Φ(G), всегда следует G ∈ F. Формация F

называется ω-насыщенной, если ей принадлежит всякая группа G с
G/L ∈ F, где L ⊆ Φ(G) ∩ Oω(G).

1.2.7 Теорема ([206, теорема 1]). Пусть F — формация. Тогда сле-

дующие условия равносильны:
1) формация F ω-насыщена;
2) NpF(Fp) ⊆ F для всех p ∈ ω;
3) F = LFω(f), где f(ω′) = F и f(p) = NpF(Fp) для всех p ∈ ω;
4) формация F ω-локальна.

Доказательство. Покажем сначала импликацию 1) ⇒ 2). Пусть
h — минимальный локальный спутник формации lformF. Тогда, со-
гласно лемме 1.2.3, h(q) = F(Fq) для всех простых q.

Пусть формация F ω-насыщенна. Тогда F p-насыщена для всех
p ∈ ω. Пусть p ∈ ω ∩ π(F) 6= ∅. Поскольку канонический спутник
формации lformF является ее внутренним спутником, то

Nph(p) ⊆ lformF.

Если A ∈ Nph(p), то AF ∈ Np. С другой стороны, из A ∈ Nph(p) и
lformF ⊆ Np′F следует AF ∈ Np′. Значит, AF = 1, т. е. A ∈ F. Тем
самым,

Nph(p) ⊆ F.

Если же ω ∩ π(F) = ∅, то F(Fp) = ∅, где p ∈ ω. Поэтому

∅ = NpF(Fp) ⊆ F.

Таким образом,
NpF(Fp) ⊆ F

для всех p ∈ ω.
Пусть имеет место 2). Докажем, что формация F p-насыщенна,

где p ∈ ω. Пусть T — группа минимального порядка из lformF \
\ Np′F. Пусть p ∈ ω ∩ π(F) 6= ∅. Ясно, что T имеет единственную
минимальную нормальную подгруппу L = TNp′F. Так как lformF ⊆
⊆ NF, то T F ∈ N. Теперь ясно, что T F — p-группа и T F = L. Кроме
того, Fp(T ) = Op(T ). Так как T ∈ lformF, то T/Fp(T ) ∈ h(p) и,
значит, T ∈ Nph(p). Поэтому

T ∈ F ⊆ Np′F,
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т. е. формация F p-локальна. Следовательно, формация F p-насы-
щенна.

Действительно, если F p-локальна и A/B ∈ F, где B — p-группа
и B ⊆ Φ(A), то AF — p-группа, а из p-локальности F следует, что
AF — p′-группа, т. е. AF = 1. Поэтому формация F p-насыщенна.

Если же ω ∩ π(F) = ∅, то формация F p-насыщенна, где p ∈ ω.
Покажем теперь импликацию 2) ⇒ 3). Пусть M = LFω(f). Вклю-

чение F ⊆ M очевидно. Предположим, что обратное включение
неверно и G — группа минимального порядка из M\F с монолитом
R = GF. Тогда если R — ω′-группа, то Gωd = 1. Значит,

G ∼= G/Gωd ∈ f(ω′) = F.

Противоречие. Следовательно, ω ∩ π(R) 6= ∅. Пусть p ∈ ω ∩ π(R).
Если R — неабелева группа, то Fp(G) = 1. Поэтому

G ∼= G/Fp(G) ∈ f(p) = NpF(Fp) ⊆ F,

что противоречит выбору группы G. Значит, R — p-группа. По дока-
занному выше, формация F p-насыщена. Следовательно, R 6⊆ Φ(G),
т. е. R = CG(R) = Fp(G). Но тогда G/R ∈ f(p). Значит,

G ∈ Np(NpF(Fp)) = NpF(Fp) ⊆ F.

Противоречие. Итак, M ⊆ F. Поэтому M = F.
Покажем, наконец, импликацию 4) ⇒ 1). Пусть имеет место

утверждение 4). Предположим, что формация F не является ω-насы-
щенной. Тогда найдется такое p ∈ ω и такая группа G с нормальной
подгруппой L ⊆ Op(G) ∩ Φ(G), что G/L ∈ F, но G /∈ F. Поскольку

(G/L)ωd = Gωd/L и Fq(G/L) = Fq(G)/L

для простых q 6= p и, кроме того, G/L ∈ F, то

G/Gωd
∼= (G/L)/(G/L)ωd ∈ f(ω′) и

G/Fq(G) ∼= (G/L)/Fq(G/L) ∈ f(q)

для всех q ∈ ω ∩ π(G) = ω ∩ π(G/L). Значит, G ∈ F. Полученное
противоречие завершает доказательство теоремы.

Ввиду примера 1.2.6 обе формации ∅ и (1) насыщены. Используя
теорему 1.2.7, мы можем обосновать следующие примеры
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1.2.8 Пример. Пусть

F = (A× B | A ∈ Np ∩ A, B ∈ Nπ) = (Np ∩ A)⊗Nπ,

где π ⊆ P \ {p}. Согласно [201, следствие 1], класс F — формация.
Ввиду примера 1.2.6 и теоремы 1.2.7 эта формация не является p-на-
сыщенной, но она ω-насыщена, где ω = P \ {p}.

1.2.9 Пример. Для произвольной формации F формация NpF

p-насыщена, а значит, по теореме 1.2.7 эта формация p-локальна.
Пусть p-локальный спутник f таков, что f(p′) = NpF и f(p) = F.
Тогда нетрудно показать, что NpF = LFp(f).

1.2.10 Пример. Пусть F = Gπ — формация всех π-групп (∅ 6= π ⊆
⊆ P). Пусть f — такой спутник, что

f(a) =











(1), если a = P′,

∅, если a = p ∈ P \ π,

Gπ, если a = p ∈ π.

Тогда F = LFP(f) = LF (f).
Действительно, если G ∈ F = Gπ, то G/GPd = G/G ∈ (1) =

= f(P′) и G/Fp(G) ∈ Gπ = f(p) для всех p ∈ π(G). Поэтому G ∈
∈ LF (f). Значит, F ⊆ LF (f). Обратно. Предположим, что LF (f) 6⊆
⊆ F и пусть G — группа минимального порядка из LF (f) \F. Тогда
G — монолитическая группа с монолитом R = GF. Если π(R) 6⊆ π
и p ∈ π(R) \ π, то G/Fp(G) ∈ f(p) = ∅. Противоречие. Значит,
π(R) ⊆ π. Отсюда G ∈ Gπ = F. Противоречие. Следовательно,
LF (f) ⊆ F. Таким образом, F = LF (f).

Если F = LFω(f) и f(a) ⊆ F для всех a ∈ ω∪{ω′}, то f называется
внутренним (или приведенным) спутником формации F.

Следующая лемма показывает, что всякая ω-насыщенная фор-
мация обладает по крайней мере одним внутренним ω-локальным
спутником.

1.2.11 Лемма. Пусть F = LFω(f). Тогда справедливы следующие

утверждения:
1) F = LFω(g), где g(a) = f(a) ∩ F для любого a ∈ ω ∪ {ω′};
2) F = LFω(h), где h(ω′) = F и h(p) = f(p) для всех p ∈ ω.
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Доказательство. Пусть F1 = LFω(g). Так как g(a) ⊆ f(a) для
всех a ∈ ω ∪ {ω′}, то, очевидно, F1 ⊆ F.

Пусть G ∈ F. Тогда G/Gωd ∈ f(ω′) и G/Fp(G) ∈ f(p) для любого
p ∈ ω∩π(G). Поскольку F — формация, то G/Gωd ∈ F и G/Fp(G) ∈
∈ F. Значит, G/Gωd ∈ f(ω′)∩F = g(ω′) и G/Fp(G) ∈ f(p)∩F = g(p)
для любого p ∈ ω ∩ π(G). Следовательно, G ∈ F1. Поэтому F ⊆ F1.
Таким образом, F = F1.

Пусть h — такой ω-локальный спутник, что h(ω′) = F и h(p) =
= f(p) для любого p ∈ ω. Пусть H = LFω(h). Покажем, что F = H.
Если G ∈ F, то G/Gωd ∈ F = h(ω′) и G/Fp(G) ∈ f(p) = h(p) для
любого p ∈ ω ∩ π(G). Следовательно, G ∈ H. Поэтому F ⊆ H.

Допустим, что H 6⊆ F и G — группа минимального порядка из
H \ F. Тогда группа G монолитична с монолитом R = GF. Так как
G ∈ H = LFω(h), то G/Gωd ∈ h(ω′) = F. Значит, R ⊆ Gωd и по
лемме 1.2.5

G/Gωd
∼= (G/R)/(Gωd/R) = (G/R)/(G/R)ωd ∈ f(ω′).

Кроме того, G/Fp(G) ∈ h(p) = f(p) для любого p ∈ ω ∩ π(G).
Следовательно, G ∈ F. Противоречие. Значит, H ⊆ F. Итак, F = H.
Лемма доказана.

Пусть {fi | i ∈ I} — произвольный набор ω-локальных спутников.
Обозначим через

⋂

i∈I
fi такой ω-локальный спутник f, что f(a) =

=
⋂

i∈I
fi(a) для всех a ∈ ω ∪ {ω′}. Следующие две леммы доказыва-

ются прямой проверкой.

1.2.12 Лемма ([206, лемма 2]). Пусть F =
⋂

i∈I
Fi, где Fi = LFω(fi).

Тогда F = LFω(f), где f =
⋂

i∈I

fi.

Полагают f 6 h, если f(a) ⊆ h(a) для всех a ∈ ω ∪ {ω′}.

1.2.13 Лемма ([206, лемма 3]). Пусть {Fi | i ∈ I} — цепь фор-

маций, {fi | i ∈ I} — такая цепь ω-локальных спутников, что

Fi = LFω(fi) и fi 6 fj имеет место в точности тогда, когда Fi ⊆
⊆ Fj для всех i, j ∈ I. Тогда F =

⋃

i∈I

Fi = LFω(f), где f(a) =
⋃

i∈I

fi(a)

для каждого a ∈ ω ∪ {ω′}.

Непустая совокупность формаций Θ называется полной решет-

кой формаций, если ∅, G ∈ Θ и пересечение любой совокупности
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формаций из Θ снова принадлежит Θ. Формации, принадлежащие
Θ, называются Θ-формациями.

Спутник f назовем Θ-значным, если все его значения принадле-
жат Θ. Ниже везде Θ обозначает некоторую полную решетку фор-
маций. Символом Θωl обозначим совокупность всех формаций, ко-
торые обладают ω-локальным Θ-значным спутником. Ввиду приме-
ров 1.2.6, 1.2.10 и леммы 1.2.12 Θωl — полная решетка формаций.

Пусть {fi | i ∈ I} — набор всех ω-локальных Θ-значных спут-
ников формации F. Ввиду леммы 1.2.5

⋂

i∈I
fi — ω-локальный Θ-

значный спутник формации F, который называется минимальным

ω-локальным Θ-значным спутником формации F.

1.2.14 Лемма ([206, лемма 4]). Если F = LFω(f) и G/Op(G) ∈
∈ f(p) ∩ F для некоторого p ∈ ω, то G ∈ F.

Доказательство. Прежде заметим, что так как Op(G) ⊆ Fp(G),
то G/Fp(G) ∈ f(p). А поскольку (G/Op(G))ωd = Gωd/Op(G) и для
всех q ∈ P \ {p} имеет место

G/Fq(G) ∼= (G/Op(G))/(Fq(G)/Op(G)) =

= (G/Op(G))/Fq(G/Op(G)),

то G/Gωd ∈ f(ω′) и G/Fq(G) ∈ f(q). Значит, G ∈ LFω(f). Лемма
доказана.

Для любой совокупности групп X и для любой полной решетки
формации Θ через Θform(X) мы обозначаем пересечение всех тех
формаций из Θ, которые содержат все группы из X. В частности,
мы пишем Θform(G) в случае, когда X = {G}.

1.2.15 Лемма ([206, лемма 5]). Пусть X — непустая совокуп-

ность групп. Если F = Θωlform(X) и f — минимальный ω-локаль-

ный Θ-значный спутник формации F, то справедливы следующие

утверждения:
1) f(ω′) = Θform(G/Gωd | G ∈ X);
2) f(p) = Θform

(

X(Fp)
)

для всех p ∈ ω;
3) если F = LFω(h), спутник h Θ-значен и p — некоторое фик-

сированное число из ω, то F = LFω(f1), где f1(a) = h(a) при любом

a ∈ (ω \ {p}) ∪ {ω′} и

f1(p) = Θform(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1),

кроме того, f1(p) = f(p);
4) F = LFω(h), где h(ω′) = F и h(p) = f(p) при всех p ∈ ω.
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Доказательство. Утверждения 1) и 2) очевидны. Докажем 3).
Пусть f1 — спутник, описанный в пункте 3),M = LFω(f1). Посколь-
ку для любой группы G имеет место Oq(G/Fq(G)) = 1, то для всех
G ∈ F имеет место G/Fp(G) ∈ f1(p). Поэтому X(Fp) ⊆ f1(p). Следо-
вательно, f 6 f1 6 h. Значит, F = M. Пусть теперь G ∈ h(p) ∩ F и
Op(G) = 1. Обозначим через Zp некоторую группу порядка p. Пусть
T = Zp ≀ G = [K]G, где K — база сплетения T. Тогда K = Fp(G).
Но ввиду леммы 1.2.14, T ∈ F. Значит,

G ∼= T/Fp(T ) ∈ f(p).

Следовательно, h(p) ⊆ f(p). Поэтому f1(p) = f(p). Тем самым до-
казано 3). Утверждение 4) доказывается прямой проверкой. Лемма
доказана.

Из леммы 1.2.15 вытекает

1.2.16 Лемма ([206, лемма 6]). Пусть f1 и f2 — минимальные

ω-локальные Θ-значные спутники формаций F1 и F2 соответ-

ственно. Тогда F1 ⊆ F2 в том и только в том случае, когда f1 6 f2.

1.2.17 Замечание. Согласно теореме 1.2.7 всякая ω-насыщенная
формация F имеет такой ω-локальный спутник f, что f(ω′) = F и
f(p) = NpF(Fp) для всех p ∈ ω. Такой спутник называется канони-

ческим. Заметим, что если F = LFω(F ) и f — произвольный внут-
ренний ω-локальный спутник формации F, то ввиду леммы 1.2.15
f 6 F.

Из леммы 1.2.15 и замечания 1.2.17 вытекает

1.2.18 Замечание. Если формация F = LFω(F ) = LFω(f), то
F (p) = Np(f(p) ∩ F) для всех p ∈ ω.

Из леммы 1.2.16 и замечания 1.2.17 вытекает

1.2.19 Лемма ([206, лемма 7]). Пусть F1 = LFω(F1) и F2 =
= LFω(F2). Тогда F1 ⊆ F2 в том и только в том случае, когда

F1 6 F2.

1.2.20 Лемма ([206, лемма 8]). Пусть Θ — такая полная решетка

формаций, что Θωl ⊆ Θ и для любой формации H ∈ Θ формация

NpH ∈ Θ при любом p ∈ ω. Тогда если F = LFω(F ) ∈ Θωl, то

спутник F Θ-значен.
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Доказательство. Пусть h — такой ω-локальный спутник, что
h(ω′) = F и h(p) = Θform

(

F(Fp)
)

для всех p ∈ ω. Ввиду теоре-
мы 1.2.7 и леммы 1.2.15 F = LFω(h). А так как Θωl ⊆ Θ, то h
— внутренний спутник формации F. Применяя теперь лемму 1.2.15,
видим, что h(p) ⊆ NpF(Fp) при всех p ∈ ω. Значит, если F = LFω(F ),
то

F (p) = NpΘform
(

F(Fp)
)

∈ Θ.

Лемма доказана.

1.2.21 Лемма ([206, лемма 9]). Пусть формация F = LFω(f), где

f(ω′) = F и G /∈ F. Тогда либо GF 6⊆ Gωd, либо найдется такое

p ∈ ω ∩ π(GF), что G/Fp(G) /∈ f(p).

Доказательство. Пусть GF ⊆ Gωd и G/Fp(G) ∈ f(p) для всех
p ∈ ω ∩ π(GF). Первое влечет G/Gωd ∈ F = f(ω′). Пусть p ∈ (ω ∩
∩π(G))\π(GF). Тогда GF ⊆ Fp(G) и Fp(G/GF) = Fp(G)/GF. Значит,
для всех p ∈ ω ∩ π(G) имеет место G/Fp(G) ∈ f(p). Следовательно,
G ∈ F. Противоречие. Лемма доказана.

Композиционные спутники. Композиционный спутник f фо-
рмации F называется минимальным спутником формации F, если
для любого ее композиционного спутника h и любого простого чис-
ла p имеет место включение f(p) ⊆ h(p). Композиционный спутник
f формации F называется внутренним, если f(p) ⊆ F для всех p ∈
∈ P. Для произвольного внутреннего композиционного спутника f
формации F через F обозначают такой спутник, что F (p) = Npf(p)
для всех p ∈ P. Легко видеть (см. подробнее [224, теорема 3.2]),
что F = CF (F ), причем спутник F таков, что имеет место включе-
ние h(p) ⊆ F (p) для любого другого внутреннего композиционного
спутника h формации F и любого простого числа p. Композицион-
ный спутник F формации F называется каноническим.

Для произвольной совокупности групп X через Com(X) обознача-
ют класс всех простых абелевых групп A таких, что A ∼= H/K для
некоторого композиционного фактора H/K группы G ∈ X. Пусть
X — произвольная совокупность групп, p — простое число. Полагают
(см. [209]), что

X(Cp) =

{

form(G/Cp(G) | G ∈ X), если p ∈ ω ∩ π(Com(X)),

∅, если p ∈ P \ (ω ∩ π(Com(X))).

В дальнейшем вместо X
(

H(Cp)
)

будем писать XH(Cp). Пересечение
всех разрешимо насыщенных формаций, содержащих X, обознача-
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ют через cformX и называют разрешимо насыщенной формацией,

порожденной X.

1.2.22 Лемма ([198, теорема]; [209, лемма 5]). Пусть X — непу-

стая совокупность групп, F = cformX и f — минимальный ком-

позиционный спутник формации F. Тогда справедливы следующие

утверждения:
1) π(Com(X)) = π(Com(F));
2) f(p) = X(Cp) для всех p ∈ π(Com(X));
3) f(p) = ∅ для всех p ∈ P \ π(Com(X));
4) если F = CF (h), то для любого p ∈ π(Com(X)) имеет место

f(p) = form(A | A ∈ h(p) ∩ F, Op(A) = 1).

1.2.23 Замечание. Процедура получения канонического компози-
ционного спутника формации F, исходя из наличия ее минимального
композиционного спутника f, состоит в следующем. Строим компо-
зиционный спутник F такой, что F (p) = Npf(p) = NpF(Cp) для всех
p ∈ π(Com(F)). Спутник F и будет каноническим композиционным
спутником формации F.

В дальнейшем, как правило, без ссылок мы будем использовать
следующую очевидную лемму.

1.2.24 Лемма ([209, лемма 1]). Пусть N — нормальная подгруппа

группы G. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если N ⊆ Φ(L) для некоторой нормальной разрешимой под-

группы L группы G, то Cp(G/N) = Cp(G)/N ;
2) если N ∈ Sω, то Rω(G/N) = Rω(G)/N.

1.2.25 Пример. Пусть L — произвольный непустой класс групп
простого порядка и ω = π(L). Пусть формация M ⊆ eL′, а f —
такой пустой ω-композиционный спутник, что f(ω′) = M. Тогда
M = CFω(f).

Действительно, если G ∈ M, то, ввиду того, что M ⊆ eL′ имеем

G ∼= G/1 = G/Rω(G) ∈ M = f(ω′).

Значит, M ⊆ CFω(f). Обратно. Пусть G ∈ CFω(f). Тогда

G/Rω(G) ∈ f(ω′) = M и
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G/Cp(G) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(Com(G)).

Но по условию спутник f пустой. Значит, ω ∩ π(Com(G)) = ∅. По-
этому Rω(G) = 1. Следовательно,

G ∼= G/1 = G/Rω(G) ∈ f(ω′) = M.

Значит, CFω(f) ⊆ M. Итак, M = CFω(f).
Таким образом, всякая подформация формации eL′ разрешимо

ω-насыщена. Отсюда, в частности, вытекает, что пустая формация
∅ и формация единичных групп (1) разрешимо ω-насыщены при
всех ω.

Формация F называется разрешимо p-насыщенной или p-компо-

зиционной [317], если ей принадлежит всякая группа G такая, что
G/Φ(Op(G)) ∈ F.

1.2.26 Теорема ([209, теорема 1]). Пусть F — формация, ∅ 6= ω ⊆
⊆ P. Тогда следующие условия равносильны:

1) формация F является разрешимо p-насыщенной для всех p ∈
∈ ω;

2) F = CFω(f), где f(ω′) = F и f(p) = NpF(C
p) для всех p ∈ ω;

3) формация F разрешимо ω-насыщена.

Доказательство. Пусть имеет место 1) и M = CFω(f), где f —
спутник из условия. Покажем, что F = M. Включение F ⊆ M оче-
видно. Предположим, что обратное включение неверно и G — группа
минимального порядка из M \ F с монолитом R = GF.

Если ω ∩ π(Com(R)) = ∅, то Rω(G) = 1. Значит,

G ∼= G/Rω(G) ∈ f(ω′) = F.

Противоречие.
Следовательно, ω ∩ π(Com(R)) 6= ∅. Пусть q ∈ ω ∩ π(Com(R)).

Значит, R — q-группа. Так как G ∈ M, то

G/Cq(G) ∈ f(q) = NqF(Cq).

Заметим, что согласно замечанию 1.2.23 f можно рассматривать как
канонический композиционный спутник формации cformF для всех
r ∈ π(Com(F)). Поэтому G ∈ cformF. Но поскольку формация F

разрешимо p-насыщена для всех p ∈ ω, то cformF ⊆ Nq′F, т. е. G ∈
∈ Nq′F. Следовательно,

G ∼= G/1 = G/Oq′(G) ∈ F.
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Вновь полученное противоречие показывает, что M ⊆ F. Значит,
F = M.

Пусть теперь имеет место 3) и G/L ∈ F, где L ⊆ Φ(N) ∩ Op(N)
для некоторой разрешимой нормальной в G подгруппы N, p ∈ ω.
Пусть F = CFω(f). Тогда поскольку G/L ∈ F и по лемме 1.2.24

G/Rω(G) ∼= (G/L)/Rω(G/L) и G/Cp(G) ∼= (G/L)/Cp(G/L)

для всех простых p ∈ ω, то G ∈ F, т. е. формация F разрешимо
p-насыщена. Теорема доказана.

Ввиду примера 1.2.25 обе формации ∅ и (1) разрешимо насыще-
ны. Всякая насыщенная формация является разрешимо насыщен-
ной, однако, как показывает следующий пример, существуют разре-
шимо насыщенные формации, не являющиеся насыщенными.

Группа M называется квазинильпотентной, если справедливо
CM(H/K)H = M для любого главного фактора H/K группы M.

1.2.27 Пример. Формация N∗ всех квазинильпотентных групп не
является насыщенной, однако является разрешимо насыщенной (см.
[288, гл. X, определение 13.2] и [229]) с композиционным спутником
f таким, что f(p) = G для любого простого p.

1.2.28 Пример. Согласно примеру 1.2.9 для произвольной фор-
мации F формация NpF p-насыщена. Значит, она разрешимо p-
насыщена. Пусть p-композиционный спутник f таков, что f(p′) =
= NpF и f(p) = F. Нетрудно показать, что NpF = CF (f).

1.2.29 Пример. Пусть L = ∅ — пустое множество групп простого
порядка. Тогда ω = π(L) = ∅ и ω′ = P. Покажем, что произволь-
ная формация F является разрешимо ω-насыщенной. Действитель-
но, пусть f — такой ω-композиционный спутник, что f(ω′) = f(P) =
= F. Докажем, что CFω(f) = F.

Пусть G ∈ F. Тогда G/Rω(G) ∈ F = f(ω′). Значит, G ∈ CFω(f).
Следовательно, F ⊆ CFω(f). Обратно. Пусть G ∈ CFω(f). Так как
ω = ∅, то Rω(G) = 1. Поэтому

G ∼= G/1 = G/Rω(G) ∈ f(ω′) = F.

Значит, CFω(f) ⊆ F. Итак, CFω(f) = F.
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1.2.30 Пример. Пусть Zp — группа простого порядка p такова, что
Zp /∈ Com(F). Тогда формация F разрешимо p-насыщена. Действи-
тельно, пусть f — такой p-композиционный спутник, что f(p) = ∅
и f(p′) = F. Докажем, что CFp(f) = F.

Пусть G ∈ F. Тогда G/Rp(G) ∈ F = f(p′). Значит, G ∈ CFp(f).
Следовательно, F ⊆ CFp(f). Обратно. Пусть G ∈ CFp(f). Тогда
G/R{p}(G) ∈ f(p′) = F и G/Cp(G) ∈ f(p) = ∅, где p ∈ π(Com(G)).
Но согласно условию Zp /∈ Com(F). Значит, p /∈ π(Com(G)). Отсюда
следует Rp(G) = Op(G) = 1. Поэтому

G ∼= G/1 = G/Op(G) ∈ f(p′) = F.

Значит, CFp(f) ⊆ F. Итак, CFp(f) = F.

Если F = CFω(f) и f(a) ⊆ F для всех a ∈ ω ∪ {ω′}, то f на-
зывается внутренним (или приведенным) спутником формации F.

Следующая лемма показывает, что всякая разрешимо ω-насы-
щенная формация обладает по крайней мере одним внутренним
ω-композиционным спутником.

1.2.31 Лемма. Пусть F = CFω(f). Тогда справедливы следующие

утверждения:
1) F = CFω(g), где g(a) = f(a) ∩ F для любого a ∈ ω ∪ {ω′};
2) F = CFω(h), где h(ω′) = F и h(p) = f(p) для всех p ∈ ω.

Доказательство. Пусть F1 = CFω(g). Так как g(a) ⊆ f(a) для
всех a ∈ ω ∪ {ω′}, то, очевидно, F1 ⊆ F.

Пусть G ∈ F. Тогда G/Rω(G) ∈ f(ω′) и G/Cp(G) ∈ f(p) для лю-
бого p ∈ ω∩π(Com(G)). Поскольку F — формация, то G/Rω(G) ∈ F

и G/Cp(G) ∈ F. Значит, G/Rω(G) ∈ f(ω′) ∩ F = g(ω′) и G/Cp(G) ∈
∈ f(p) ∩ F = g(p) для любого p ∈ ω ∩ π(Com(G)). Следовательно,
G ∈ F1. Поэтому F ⊆ F1. Таким образом, F = F1.

Пусть h — такой ω-композиционный спутник, что h(ω′) = F и
h(p) = f(p) для любого p ∈ ω. Пусть H = CFω(h). Покажем, что
F = H. Если G ∈ F, то G/Rω(G) ∈ F = h(ω′) и G/Cp(G) ∈ f(p) =
= h(p) для любого p ∈ ω ∩ π(Com(G)). Следовательно, G ∈ H.
Поэтому F ⊆ H.

Допустим, что H 6⊆ F и G — группа минимального порядка из
H \ F. Тогда группа G монолитична с монолитом R = GF. Так как
G ∈ H = CFω(h), то G/Rω(G) ∈ h(ω′) = F. Значит, R ⊆ Rω(G) и по
лемме 1.2.24

G/Rω(G) ∼= (G/R)/(Rω(G)/R) = (G/R)/Rω(G/R) ∈ f(ω′).
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Кроме того, G/Cp(G) ∈ h(p) = f(p) для любого p ∈ ω∩π(Com(G)).
Следовательно, G ∈ F. Противоречие. Значит, H ⊆ F. Итак, F = H.
Лемма доказана.

Пусть {fi | i ∈ I} — произвольный набор ω-композиционных
спутников. Обозначим через

⋂

i∈I

fi такой ω-композиционный спутник

f, что f(a) =
⋂

i∈I
fi(a) для всех a ∈ ω ∪ {ω′}. Следующие две леммы

доказываются прямой проверкой.

1.2.32 Лемма ([209, лемма 2]). Пусть F =
⋂

i∈I

Fi, где Fi = CFω(fi).

Тогда F = CFω(f), где f =
⋂

i∈I
fi.

Полагают f 6 h, если f(a) ⊆ h(a) для всех a ∈ ω ∪ {ω′}.

1.2.33 Лемма ([209, лемма 3]). Пусть {Fi | i ∈ I} — цепь форма-

ций, {fi | i ∈ I} — такая цепь ω-композиционных спутников, что

Fi = CFω(fi) и fi 6 fj имеет место в точности тогда, когда Fi ⊆
⊆ Fj для всех i, j ∈ I. Тогда F =

⋃

i∈I
Fi = CFω(f), где f(a) =

⋃

i∈I
fi(a)

для каждого a ∈ ω ∪ {ω′}.

Пусть Θ — полная решетка формаций. Символом Θωc обозначим
совокупность всех формаций, которые обладают ω-композиционным
Θ-значным спутником. Пусть F — такая Θ-формация, что для лю-
бой Θ-формации M имеет место M ⊆ F. И пусть f — такой ω-ком-
позиционный спутник, что f(a) = F для всех a ∈ ω ∪ {ω′}. Тогда
CFω(f) ∈ Θωc, и если H — произвольная Θωc-формация, то, очевид-
но, H ⊆ CFω(f). Таким образом, Θωc — полная решетка формаций.

Пусть {fi | i ∈ I} — набор всех ω-композиционных Θ-значных
спутников формации F. Ввиду леммы 1.2.32,

⋂

i∈I
fi — ω-композици-

онный Θ-значный спутник формации F, называемый минимальным

ω-композиционным Θ-значным спутником формации F.

1.2.34 Лемма ([198, лемма 2]). Пусть Zp — группа простого по-

рядка p и G — группа с Op(G) = 1. Тогда база регулярного сплете-

ния T = Zp ≀G совпадает с Cp(T ) = Op(T ).

1.2.35 Лемма ([209, лемма 4]). Если F = CFω(f) и G/Op(G) ∈
∈ f(p) ∩ F для некоторого простого p ∈ ω, то G ∈ F.
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Доказательство. Прежде заметим, что поскольку Op(G) ⊆
⊆ Cp(G), то G/Cp(G) ∈ f(p). А поскольку Rω(G/Op(G)) =
= Rω(G)/Op(G) и для всех p ∈ ω \ {p} имеет место

G/Cp(G) ∼= (G/Op(G))/(Cp(G)/Op(G)) =

= (G/Op(G))/Cp(G/Op(G)),

то G/Rω(G) ∈ f(ω′) и G/Cp(G) ∈ f(p). Значит, G ∈ CFω(f). Лемма
доказана.

1.2.36 Лемма ([224, лемма 3.9]). Если H/K — главный фактор

группы G и p ∈ π(H/K), то G/CG(H/K) не содержит неединич-

ных нормальных p-подгрупп, причем Fp(G) ⊆ CG(H/K).

Для любой совокупности групп X ⊆ F ∈ Θ и для любой полной
решетки формации Θ через Θform(X) мы обозначаем пересечение
всех тех формаций из Θ, которые содержат все группы из X. В
частности, мы пишем Θform(G) в случае, когда X = {G}. Знак Θ
опускается, если Θ — совокупность всех формаций.

1.2.37 Лемма ([209, лемма 5]). Пусть X — непустая совокупность

групп, F = Θωcform(X), π = ω ∩ π(Com(X)) и пусть f — мини-

мальный ω-композиционный Θ-значный спутник формации F. То-

гда справедливы следующие утверждения:
1) f(ω′) = Θform(G/Rω(G) | G ∈ X);
2) f(p) = Θform

(

X(Cp)
)

для всех p ∈ π;
3) f(p) = ∅ для всех p ∈ ω \ π;
4) если F = CFω(h) и спутник h Θ-значен, то для всех p ∈ π

имеет место

f(ω′) = Θform(A | A ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(A) = 1)

и

f(p) = Θform(A | A ∈ h(p) ∩ F, Op(A) = 1);

5) если e(Com(X)) ∈ Θωc, то π(X) = π(F).

Доказательство. Утверждения 1) − 3) и 4) вытекают из опре-
делений (см. доказательство [206, лемма 5] и [203, теорема 1.1.5]).
Докажем 4). Пусть G ∈ h(p) ∩ F и Op(G) = 1, где p ∈ π. Пусть T =
= Zp ≀G = [K]G, где K — база сплетения T. Согласно лемме 1.2.34,
Cp(T ) = Op(T ) = K. Значит, вследствие леммы 1.2.35, T ∈ F. По-
этому

G ∼= T/Cp(T ) ∈ f(p).
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Заметим, что по лемме 1.2.36 для любой группы A ∈ X имеет место
Op(A/C

p(A)) = 1. При этом A/Cp(A) ∈ h(p) ∩ F. Итак,

f(p) = Θform(A | A ∈ h(p) ∩ F, Op(A) = 1).

Пусть G ∈ h(ω′) ∩ F и Rω(G) = 1. Тогда, поскольку G ∈ F =
= CFω(f), то

G ∼= G/1 = G/Rω(G) ∈ f(ω′).

Поэтому h(ω′) ⊆ f(ω′).
Обратно. Пусть

G ∈
(

A/Rω(A) | A ∈ F
)

.

Тогда ввиду того, что Rω(A/Rω(A)) = 1, имеем

G ∈
(

A | A ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(A) = 1
)

.

Отсюда f(ω′) ⊆ h(ω′). Поэтому f(ω′) = h(ω′). Аналогично проверя-
ется последнее заключение леммы. Лемма доказана.

Из леммы 1.2.37 вытекает

1.2.38 Лемма ([209, лемма 6]). Пусть f1 и f2 — минимальные

ω-композиционные Θ-значные спутники формаций F1 и F2 соот-

ветственно. Тогда F1 ⊆ F2 в том и только в том случае, когда

f1 6 f2.

1.2.39 Замечание. Согласно теореме 1.2.26 всякая ω-композици-
онная формация F имеет такой ω-композиционный спутник f, что
f(ω′) = F и f(p) = NpF(C

p) для всех p ∈ ω. Такой спутник назы-
вается каноническим. Заметим, что если F = CFω(F ) и f — про-
извольный внутренний ω-композиционный спутник формации F, то
ввиду леммы 1.2.37 f 6 F.

Из леммы 1.2.37 и замечания 1.2.39 вытекает

1.2.40 Замечание. Если формация F = CFω(F ) = CFω(f), то
F (p) = Np(f(p) ∩ F) для всех p ∈ ω.

Из леммы 1.2.38 и замечания 1.2.39 вытекает

1.2.41 Лемма ([209, лемма 7]). Пусть F1 = CFω(F1) и F2 =
= CFω(F2). Тогда F1 ⊆ F2 в том и только в том случае, когда

F1 6 F2.
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1.2.42 Лемма ([209, лемма 8]). Пусть Θ — такая полная решетка

формаций, что для любой формации H ∈ Θ формация NpH ∈ Θ при

любом p ∈ ω, Θωc ⊆ Θ. Тогда если F = CFω(F ) ∈ Θ, то спутник F
Θ-значен.

Доказательство. Пусть h — такой ω-композиционный спутник,
что h(ω′) = F и h(p) = Θform(F(Cp)) для всех p ∈ ω. Ввиду теоре-
мы 1.2.26 и леммы 1.2.37 F = CFω(h). А так как Θωc ⊆ Θ, то h —
внутренний спутник формации F. Применяя теперь лемму 1.2.37, ви-
дим, что h(p) ⊆ NpF(C

p) при всех p ∈ ω. Значит, если F = CFω(F ),
то

F (p) = NpΘform
(

F(Cp)
)

∈ Θ.

Лемма доказана.

1.2.43 Лемма ([209, лемма 9]). Пусть формация F = CFω(f), где

f(ω′) = F и G /∈ F. Тогда либо GF 6⊆ Rω(G), либо найдется такое

число p ∈ ω ∩ π(Com(GF)), что G/Cp(G) /∈ f(p).

Доказательство. Пусть GF ⊆ Rω(G) и G/Cp(G) ∈ f(p) для
всех p ∈ ω ∩ π(Com(GF)). Первое влечет G/Rω(G) ∈ F = f(ω′).
Пусть p ∈ (ω ∩ π(Com(G))) \ π(Com(GF)). Тогда GF ⊆ Cp(G) и
Cp(G/GF) = Cp(G)/GF. Значит, для всех p ∈ ω ∩ π(Com(G)) име-
ет место G/Cp(G) ∈ f(p). Следовательно, G ∈ F. Противоречие.
Лемма доказана.

1.3 Функции Хартли

Символом Gωd обозначается наименьшая нормальная подгруппа
N группы G со свойством ω ∩ π(H/K) 6= ∅ для каждого компо-
зиционного фактора H/K из G/N. В частности, Gωd = G, если
ω ∩ π(Soc(G/N)) = ∅ (см. [206]).

Пусть f — произвольная функция вида

f : ω ∪ {ω′} → {классы Фиттинга}, (1.4)

где f(ω′) 6= ∅. Следуя [206], сопоставим функции f класс групп

LRω(f) =
(

G | Gωd ∈ f(ω′) и F p(G) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(G)
)

.
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1.3.1 Замечание. Пусть f — произвольная функция вида (1.4),
π1 = ω ∩ Supp(f) и π2 = ω \ π1, где Supp(f) = {p ∈ ω | f(p) 6= ∅}.
Легко видеть, что

LRω(f) =

(

⋂

p∈π2

Gp′

)

∩

(

⋂

p∈π1

f(p)NpGp′

)

∩ f(ω′)Gωd. (1.5)

Рассмотрим некоторые частные случаи формулы (1.5) :
1. Если π1 = ∅, то формула (1.5) приобретает вид

LRω(f) = Gω′ ∩ f(ω′)Gωd = Gω′ ∩ f(ω′).

2. Если π1 = ω, то мы получаем формулу

LRω(f) =

(

⋂

p∈ω

f(p)NpGp′

)

∩ f(ω′)Gωd.

3. Если ω = {p} и f(p) 6= ∅, то формула (1.5) приобретает вид

LR{p} = LRp(f) = f(p)NpGp′ ∩ f(p′)Gpd.

Если ω = {p} и f(p) = ∅, то

LRp(f) = Gp′ ∩ f(p′)Gpd = Gp′ ∩ f(p′).

4. Если ω = P, то π1 = Supp(f), π2 = P \ Supp(f). В этом случае
получаем формулу

LRP(f) = LR(f) =

(

⋂

p∈π2

Gp′

)

∩

(

⋂

p∈π1

f(p)NpGp′

)

.

Поскольку пересечение и произведение любых двух классов Фит-
тинга снова является классом Фиттинга, то из приведенной форму-
лы (1.5) вытекает, что для любой функции f вида (1.4) класс групп
LRω(f) является классом Фиттинга.

Если класс Фиттинга F таков, что F = LRω(f) для некоторой
функции f вида (1.4), то F называется ω-локальным классом Фит-

тинга с ω-локальной функцией Хартли f (более кратко, ω-локаль-

ной H-функцией f ) [206]. ω-Локальная H-функция называется пу-

стой, если Supp(f) = ∅.
В приведенных выше определениях в случае, когда ω = {p}, класс

Фиттинга называется p-локальным, а в случае когда ω = P символ
ω опускается и класс Фиттинга называется локальным.

33

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Группа G называется комонолитической [206], если в G имеется
такая нормальная подгруппа M (комонолит группы G), что G/M —
простая группа и N ⊆ M для любой собственной нормальной под-
группы N группы G. Через fit(X) обозначают пересечение всех
классов Фиттинга, содержащих совокупность групп X.

Пусть X — произвольная совокупность групп, p — некоторое про-
стое число. Полагают (см. [206])

X(F p) =

{

fit(F p(G) | G ∈ X), если p ∈ π(X);

∅, если p /∈ π(X).

1.3.2 Теорема ( [206, теорема 9]). Пусть F — класс Фиттинга.

Тогда следующие условия равносильны:
1) F(F p)Np ⊆ F для всех p ∈ ω;
2) F = LRω(f), где f(ω′) = F и f(p) = F(F p)Np для всех p ∈ ω;
3) класс F является ω-локальным.

Доказательство. Пусть имеет место условие 1) и M = LRω(f),
где f — H-функция, фигурирующая в условии 2). Тогда, очевидно,
F ⊆ M. Предположим, что обратное включение неверно и G — груп-
па минимального порядка из M \ F. Поскольку класс M = LRω(f)
является нормально наследственным, группа G комонолитична и
R = GF — ее комонолит. Предположим, что ω ∩ π(G/R) = ∅. Тогда
Gωd = G. Так как при этом G ∈ LRω(f), то получаем G ∈ f(ω′) = F.
Полученное противоречие показывает, что ω ∩ π(G/R) 6= ∅. Пусть
p ∈ ω∩π(G/R). Предположим, что G/R — неабелева группа. Тогда,
очевидно, F p(G) = G. Следовательно,

G ∈ f(p) = F(F p)Np ⊆ F,

противоречие. Значит, G/R — p-группа. Понятно, что GGp′ = G.
Следовательно, F p(G) = Op(G). С другой стороны, F p(G) ∈ F(F p).
Поэтому

G ∈ F(F p)Np ⊆ F.

Вновь полученное противоречие показывает, что M = F.
Предположим теперь, что имеет место условие 3). Допустим, что

для некоторого числа p ∈ ω класс F(F p)Np не содержится в F и G —
группа минимального порядка из F(F p)Np\F. ПустьR = GF — комо-
нолит группы G. Поскольку F(F p) ⊆ F, заключаем, что Op(G) ⊆ R.
Следовательно, ввиду леммы 1.2.5 справедливы равенства

Gωd = Rωd, F p(G) = Op(G) и F q(G) = F q(R)
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для всех q ∈ P \ {p}. Пусть F = LRω(h). Тогда поскольку R ∈ F, то

Rωd ∈ h(ω′) и F q(R) ∈ h(q) для всех q ∈ P \ {p}.

Так как G ∈ F(F p)Np и F(F p) ⊆ h(p), имеем

F p(G) = Op(G) ∈ h(p).

Итак,

Gωd ∈ h(ω′) и F q(G) ∈ h(q) для всех q ∈ ω ∩ π(G).

Следовательно, G ∈ LRω(h) = F. Полученное противоречие пока-
зывает, что для всех p ∈ ω имеет место включение F(F p)Np ⊆ F.
Теорема доказана.

1.3.3 Пример. Пусть f — пустая ω-локальная H-функция и

f(ω′) = M ⊆ Gω′.

Тогда M = LRω(f). В частности, классы Фиттинга ∅ и (1) являются
ω-локальными.

1.3.4 Пример. Пусть ∅ 6= π ⊆ P и F = Gπ. Пусть, кроме того,
f(P′) = (1), и

f(p) =

{

F, если p ∈ π,

∅, если p /∈ π.

Тогда F = LRP(f) = LR(f). Действительно, включение F ⊆ LR(f)
очевидно. Предположим, что LR(f) 6⊆ F и G — группа минимально-
го порядка из LR(f) \F с комонолитом R = GF. Тогда π(G/R) 6⊆ π.
Пусть p ∈ π(G/R) \ π. Тогда F p(G) ∈ f(p) = ∅. Полученное проти-
воречие показывает, что F = LRP(f).

1.3.5 Пример. Для произвольного класса Фиттинга H класс Фит-
тинга F = HNp является p-локальным. Действительно, понятно, что
F(F p) ⊆ H и, следовательно, F(F p)Np ⊆ HNp = F. Ввиду теоре-
мы 1.3.2 последнее означает, что класс Фиттинга F является p-ло-
кальным.
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1.3.6 Пример. Пусть M — некоторый класс Фиттинга, входящий
в Gω′ и

F = (A×B | A ∈ M, B ∈ Nω) = M⊗Nω.

Можно доказать (см. [43, теорема 1]), что F — класс Фиттинга. По
теореме 1.3.2 этот класс ω-локален.

Говорят, что H-функция f является внутренней или приведен-

ной [206], если f(a) ⊆ LRω(f) для всех a ∈ ω ∪ {ω′}.
Следующая лемма показывает, что всякий ω-локальный класс

Фиттинга обладает по крайней мере одной внутренней ω-локальной
H-функцией.

1.3.7 Лемма. Пусть F = LRω(f). Тогда справедливы следующие

утверждения:
1) F = LRω(g), где g(a) = f(a) ∩ F для любого a ∈ ω ∪ {ω′};
2) F = LRω(h), где h(ω′) = F и h(p) = f(p) для всех p ∈ ω.

Доказательство. Пусть F1 = LRω(g). Так как g(a) ⊆ f(a) для
всех a ∈ ω ∪ {ω′}, то, очевидно, F1 ⊆ F.

Пусть G ∈ F. Тогда Gωd ∈ f(ω′) и F p(G) ∈ f(p) для любого
p ∈ ω∩π(G). Поскольку F — класс Фиттинга, то Gωd ∈ F и F p(G) ∈
∈ F. Значит, Gωd ∈ f(ω′) ∩ F = g(ω′) и F p(G) ∈ f(p) ∩ F = g(p)
для любого p ∈ ω ∩ π(G). Следовательно, G ∈ F1. Поэтому F ⊆ F1.
Таким образом, F = F1.

Пусть h — такая ω-локальная H-функция, что h(ω′) = F и h(p) =
= f(p) для любого p ∈ ω. Пусть H = LRω(h). Покажем, что F = H.
Если G ∈ F, то Gωd ∈ F = h(ω′) и F p(G) ∈ f(p) = h(p) для любого
p ∈ ω ∩ π(G). Следовательно, G ∈ H. Поэтому F ⊆ H.

Допустим, что H 6⊆ F и G — группа минимального порядка из
H \ F. Тогда группа G монолитична с монолитом R = GF. Так как
G ∈ H = LRω(h), то Gωd ∈ h(ω′) = F. Значит, Gωd ⊆ R. Отсюда
G/R ∈ Gωd и по лемме 1.2.5

G/R ∼= (G/Rωd)/(R/Rωd)

получаем G/Rωd ∈ Gωd. Поэтому Gωd ⊆ Rωd и Gωd ∈ f(ω′). Кроме
того, F p(G) ∈ h(p) = f(p) для любого p ∈ ω ∩ π(G). Следовательно,
G ∈ F. Противоречие. Значит, H ⊆ F. Итак, F = H. Лемма доказана.

Пусть {fi | i ∈ I} — произвольный набор ω-локальных H-
функций. Обозначим через

⋂

i∈I
fi такую H-функцию f, что f(a) =

=
⋂

i∈I

fi(a) для всех a ∈ ω
⋃

{ω′}. Проверка показывает, что справед-

лива
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1.3.8 Лемма ([206, лемма 21]). Пусть F =
⋂

i∈I
Fi, где F = LRω(fi).

Тогда F = LRω(f), где f =
⋂

i∈I

fi.

Совокупность классов Фиттинга Θ называется полной решеткой

классов Фиттинга, если классы ∅ и G принадлежат Θ и пересе-
чение любого множества классов из Θ снова принадлежит Θ. По-
нятно, что всякая полная решетка классов Фиттинга является пол-
ной решеткой в обычном смысле. Примерами полных решеток клас-
сов Фиттинга являются совокупности всех наследственных, разре-
шимых, ω-локальных (при фиксированном ω) классов Фиттинга, а
также совокупность всех фиттинговых формаций (т. е. формаций,
являющихся классами Фиттинга).

Рассмотрим еще один важный пример. Пусть Θ — произволь-
ная полная решетка классов Фиттинга. Говорят, что H-функция f
является Θ-значной, если все ее значения принадлежат Θ. Пусть
Θω — совокупность всех тех классов Фиттинга, которые обладают
Θ-значной H-функцией. Из примеров 1.3.3 и 1.3.4 вытекает ∅, G ∈
∈ Θω, а ввиду леммы 1.3.8 пересечение любой совокупности классов
из Θω снова принадлежит Θω. Следовательно, Θω — полная решетка
классов Фиттинга.

Пусть {fi | i ∈ I} — набор всех ω-локальных Θ-значных H-
функций класса F ∈ Θω. Тогда по лемме 1.3.8

⋂

i∈I

fi — Θ-значная

H-функция класса F, называемая минимальной ω-локальной Θ-

значной H-функцией класса Фиттинга F.
Всюду ниже Θ обозначает некоторую полную решетку клас-

сов Фиттинга. Символом Θfit(X) обозначается пересечение всех тех
классов Фиттинга из Θ, которые содержат X.

Непосредственная проверка показывает, что справедлива следу-
ющая

1.3.9 Лемма ([206, лемма 22]). Пусть X — непустая совокупность

групп. Если F = Θωfit(X) и f — минимальная ω-локальная Θ-знач-

ная H-функция, то справедливы следующие утверждения:
1) f(ω′) = Θfit(Gωd | G ∈ X);
2) f(p) = Θfit

(

X(F p)
)

для всех p ∈ ω;
3) F = LFω(h), где h(ω′) = F и h(p) = f(p) для всех p ∈ ω.

Если f1 и f2 — ω-локальные H-функции и f1(a) ⊆ f2(a) для всех
a ∈ ω

⋃

{ω′}, то мы будем писать f1 6 f2. Из леммы 1.3.8 непосред-
ственно вытекает
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1.3.10 Лемма ([206, лемма 23]). Пусть f1 и f2 — минимальные

ω-локальные Θ-значные H-функции классов Фиттинга F1 и F2 со-

ответственно. Тогда F1 ⊆ F2 в том и только в том случае, когда

f1 6 f2.

1.3.11 Лемма ([206, лемма 24]). Пусть F = LRω(f). Тогда если

Op(G) ∈ f(p) ∩ F, где p ∈ ω, то G ∈ F.

Доказательство. Прежде всего заметим, что F p(G) ∈ f(p), по-
скольку F p(G) ⊆ Op(G). Кроме того, F q(Op(G)) = F q(G) для всех
q ∈ P \ {p} и Gωd = (Op(G))ωd согласно лемме 1.2.5. Поскольку
Op(G) ∈ F, имеем Gωd ∈ f(ω′) и F q(G) ∈ f(q) для всех q ∈ ω.
Следовательно, G ∈ F. Лемма доказана.

1.3.12 Лемма ([206, лемма 25]). Пусть F — класс Фиттинга и

F = LRω(f), где f — внутренняя H-функция. Пусть, кроме того,
h — такая H-функция, что h(ω′) = F и h(p) = f(p)Np при всех

p ∈ ω. Тогда F = LRω(h).

Доказательство. Пусть M = LRω(h). Тогда, очевидно, F ⊆ M.
Предположим, что M 6⊆ F и G — группа минимального порядка из
M\F. Тогда G — комонолитическая группа с комонолитом R = GF.
Поскольку Gωd ∈ h(ω′) = F, и G /∈ F, то ω ∩ π(G/R) 6= ∅. Пусть
p ∈ ω∩π(G/R). Предположим, что G/R — неабелева группа. Тогда
G ∈ f(p) ⊆ F, поскольку G = F p(G) ∈ f(p)Np. Полученное проти-
воречие показывает, что G/R — p-группа и F p(G) = Op(G). Итак,
Op(G) ∈ f(p)Np. С другой стороны, Op(Op(G)) = Op(G). Следова-
тельно, Op(G) ∈ f(p). Применяя теперь лемму 1.3.11, видим, что
G ∈ F. Полученное вновь противоречие показывает, что M ⊆ F.
Таким образом, F = M. Лемма доказана.

1.3.13 Замечание. Пусть Θ — такая полная решетка классов Фит-
тинга, что Θω ⊆ Θ. Тогда если F ∈ Θω, то ввиду лемм 1.3.9 и 1.3.12
класс Фиттинга F имеет H-функцию f, удовлетворяющую равен-
ствам f(ω′) = F и f(p) = Θfit

(

F(F p)
)

Np для всех p ∈ ω. Такую
H-функцию называют Θ-канонической ω-локальной H-функцией

класса F. Для обозначения канонических H-функций мы будем ис-
пользовать заглавные латинские буквы.

1.3.14 Лемма ([206, лемма 26]). Пусть Fi — Θ-каноническая ω-ло-

кальная H-функция класса Фиттинга Fi, i = 1, 2. Включение F1 ⊆
⊆ F2 имеет место тогда и только тогда, когда F1 6 F2.
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1.3.15 Лемма ([206, лемма 27]). Пусть Θ — такая полная решет-

ка классов Фиттинга, что Θω ⊆ Θ и HNp ∈ Θ для всех H ∈ Θ и

p ∈ ω. Тогда все Θ-канонические ω-локальные H-функции являют-

ся одновременно Θ-значными и внутренними.

Доказательство. Пусть F ∈ Θω и F — Θ-каноническая ω-ло-
кальная H-функция класса Фиттинга F. Согласно условию H-функ-
ция F является Θ-значной.

Покажем, что F — внутренняя H-функция класса F. Предполо-
жим, что F (p) 6⊆ F для некоторого p ∈ ω. Пусть G — группа мини-
мального порядка из F (p) \F. Тогда G — комонолитическая группа
с комонолитом R = GF. Поскольку Θfit

(

F(F p)
)

⊆ F, заключаем,
что Op(G) ⊆ R. Следовательно, ввиду леммы 1.2.5 справедливы ра-
венства

Gωd = Rωd, F p(G) = Op(G) и F q(G) = F q(R)

для всех q ∈ P \ {p}. Пусть F = LRω(h). Тогда поскольку R ∈ F, то
Rωd ∈ h(ω′) и F q(G) = F q(R) ∈ h(q) для всех q ∈ P \ {p}. Так как
G ∈ F (p) = Θfit

(

F(F p)
)

Np и Θfit
(

F(F p)
)

⊆ h(p), имеем

F p(G) = Op(G) ∈ Θfit
(

F(F p)
)

⊆ h(p),

т. е. F p(G) ∈ h(p).
Итак, Gωd ∈ h(ω′) и F r(G) ∈ h(r) для всех r ∈ ω ∩ π(G). Следо-

вательно, G ∈ LRω(h) = F. Полученное противоречие показывает,
что для всех p ∈ ω имеет место включение

F (p) = Θfit
(

F(F p)
)

Np ⊆ F,

т. е. Θ-каноническая ω-локальная H-функция F класса Фиттинга F

является внутренней. Лемма доказана.

Аналогично лемме 1.2.21 может быть доказана следующая

1.3.16 Лемма ([206, лемма 29]). Пусть F — класс Фиттинга и

F = LRω(f), где f(ω′) = F и G /∈ F. Тогда либо Gωd 6⊆ GF, либо

найдется такое простое число p ∈ ω∩π(G/GF), что F p(G) /∈ f(p).

Мы будем использовать конструкцию класса Фиттинга, которая
была предложена Локеттом [299]. Пусть F — непустой класс Фит-
тинга и F∗ — наименьший класс Фиттинга, содержащий F, такой,
что (G × H)F∗ = GF∗ × HF∗ для всех групп G и H. Если F = ∅,
то полагают F∗ = ∅. Класс Фиттинга F называют классом Локетта,
если F = F∗.
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1.3.17 Лемма ( [68, лемма 3]). Если F — некоторый класс Фит-

тинга и H — насыщенный радикальный гомоморф, то (FH)∗ = F∗H.

Класс Фиттинга F называется классом Фишера [299], если из того,
что K ⊆ H ⊆ G ∈ F, K E G и H/K ∈ Np всегда следует H ∈ F

(p — некоторое простое число).

1.3.18 Лемма ([68, лемма 2]). Каждый локальный класс Фиттин-

га является классом Фишера.

Всякое отображение множества всех классов групп в себя назы-
вается операцией на классах групп [224]. Результат операции c, при-
мененной к классу X, обозначается через cX. Степень операции c
определяется так: c1 = c, cn+1X = cn(cX). Произведение операций
определяется равенствами:

c1c2X = c1(c2X), c1c2 . . .ctX = c1(c2 . . .ctX).

Введем операции s, sn, sF , q, n0, r0, d0 следующим образом:

sX =
(

G | G 6 H для некоторой H ∈ X
)

;

snX =
(

G | G E H для некоторой H ∈ X
)

;

sFX =
(

G | G 6 H ∈ X и GN E H
)

;

qX =
(

G | существует H ∈ X и эпиморфизм H на G
)

;

n0X =
(

G | существует Ki E G (i = 1, . . . , r),

Ki ∈ X и G = 〈K1, . . . , Kr〉
)

;

r0X =
(

G | существует Ni E G (i = 1, . . . , r),

G/Ni ∈ X и
r
⋂

i=1

Ni = 1
)

;

d0X =
(

G | G = H1 × . . .×Hr, где Hi ∈ X
)

.

Класс X называется замкнутым относительно операции c или,
более коротко, c-замкнутым, если X = cX.

1.3.19 Определение. Класс групп X называется формацией, если
он одновременно q-замкнут и r0-замкнут.
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1.3.20 Определение. Класс групп X называется классом Фит-

тинга, если он одновременно sn-замкнут и n0-замкнут.

1.3.21 Определение. Класс групп X называется классом Фишера,
если он одновременно sF -замкнут и n0-замкнут.

1.3.22 Лемма ([264, гл. X, предложение 1.25]). Класс Фиттинга

F, который замкнут относительно взятия одной из операций q,
r0 или sF является классом Локетта.

1.3.23 Лемма ([264, гл. X, лемма 1.8]). Пусть F и H — классы

Фиттинга. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) F ⊆ F∗ = (F∗)∗ ⊆ FA;
2) если F ⊆ H, то F∗ ⊆ H∗.

1.3.24 Лемма ([264, гл. X, лемма 1.26 b)]). Пусть F — класс Ло-

кетта и H — класс Фиттинга. Тогда (F ⋄H)∗ = F ⋄H∗. В частно-

сти, фиттингово произведение двух классов Локетта снова явля-

ется классом Локетта.

1.3.25 Лемма ([264, гл. X, предложение 2.1 a)]). Пусть F — класс

Локетта, G и H — группы. Тогда если G /∈ F, то (G ≀H)F = (GF)
♮.

1.3.26 Лемма ([264, гл. A, лемма 18.2 d)]). Пусть W = X ≀G. Тогда

если Y E X, то W/Y ♮ ∼= (X/Y ) ≀G.

1.3.27 Теорема ([74, теорема]). Пусть Ω — множество всех вну-

тренних ω-локальных H-функций класса Фиттинга F. Если F —

класс Локетта, то справедливы следующие утверждения:
1) множество Ω обладает наибольшим элементом F ;
2) если F — наибольший элемент из Ω, то F (ω′) = F и класс

F (p) = F (p)Np является классом Локетта для всех p ∈ ω.

Доказательство. Покажем, что во множестве Ω всех внутрен-
них ω-локальных H-функций класса Фиттинга F есть такой элемент
F , что x 6 F для всех x из Ω. Из того, что ω-локальная H-функция
x ω-локального класса F является внутренней, по лемме 1.3.12 сле-
дует, что F = LRω(f), где f — такая внутренняя ω-локальная
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H-функция, что f(p) = x(p)Np для всех p ∈ ω и f(ω′) = F. Так
как класс NpGp′ является радикальной насыщенной формацией, то
по лемме 1.3.17 для всех p ∈ ω справедливо равенство

(

f(p)NpGp′
)∗

=
(

f(p)
)∗
NpGp′.

Легко видеть, что класс Фиттинга f(p)NpGp′ = Fp локален и по-
этому по лемме 1.3.18 Fp — класс Фишера. Следовательно, ввиду
леммы 1.3.22, Fp является классом Локетта и

Fp =
(

f(p)
)∗
NpGp′

для каждого p ∈ ω. Далее учитывая определение ω-локального клас-
са Фиттинга заключаем, что F = LRω(F ), где F (ω′) = F и F (p) =
=

(

f(p)
)∗
Np для всех p ∈ ω. Так как функция f ∈ Ω, то ввиду

леммы 1.3.23 и леммы 1.3.24 вытекает, что x 6 F ∈ Ω и все значе-
ния H-функции F — классы Локетта.

Теперь для доказательства теоремы достаточно выяснить, что ес-
ли X — любая другая внутренняя ω-локальная H-функция класса
F такая, что X(ω′) = F и X(p) = X(p)Np — классы Локетта для
всех p ∈ ω, то F = X.

Предположим от противного, что F (p) не содержится в X(p) для
некоторого простого p ∈ ω и G — группа из класса F (p) \ X(p).
Пусть W = G ≀Zp — регулярное сплетение группы G с циклической
группой Zp порядка p. Тогда W ∈ F (p)Np = F (p) ⊆ F. Так как p ∈
∈ ω∩π(W ) и F = LRω(X), то W/WX(p) ∈ Gp′ и p не делит |W/WX(p)|.
С другой стороны, так как G 6∈ X(p) и X(p) — класс Локетта, то
по лемме 1.3.25 WX(p) = (GX(p))

∗, где (GX(p))
∗ — базисная группа

сплетения GX(p) ≀ Zp. Следовательно, ввиду леммы 1.3.26,

W/WX(p) = W/(GX(p))
∗ ∼= G/GX(p) ≀ Zp

и p делит |W/WX(p)|.
Полученное противоречие доказывает, что F 6 X. Аналогично

устанавливается, что X 6 F. Теорема доказана.

1.3.28 Замечание. Из теоремы 1.3.27 вытекает, что каждый ω-
локальный класс Фиттинга F определяется единственной макси-
мальной внутренней H-функцией, которую мы обозначим через f.
Наибольшую полную внутреннюю ω-локальную H-функцию класса
Фиттинга F назовем канонической ω-локальной H-функцией класса
F (см. также [206, замечание 4]).
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1.3.29 Замечание. Используя лемму 1.3.8, легко видеть, что если
Fλ является канонической ω-локальной H-функцией ω-локального
класса Фиттинга Fλ для всех λ ∈ Λ, то

⋂

λ∈Λ

Fλ является канонической

ω-локальной H-функцией ω-локального класса Фиттинга
⋂

λ∈Λ

Fλ.

Ввиду леммы 1.3.18 и леммы 1.3.22 каждый локальный класс
Фиттинга является классом Локетта и поэтому из теоремы выте-
кает

1.3.30 Следствие ([68, лемма 5]). Любой локальный класс Фит-

тинга F определяется наибольшей внутренней H-функцией F,
каждое значение которой F (p) = F (p)Np и является классом Ло-

кетта.

1.4 Подгрупповые функторы

1.4.1 Определение (А.Н. Скиба [203]). Со всякой группой G ∈
∈ X сопоставим некоторую систему ее подгрупп τ(G). Говорят, что
τ — подгрупповой функтор [203], если

1) G ∈ τ(G) для любой группы G;
2) для всякого эпиморфизма ϕ : A 7→ B и любых групп H ∈ τ(A)

и T ∈ τ(B) имеет место Hϕ ∈ τ(B) и T ϕ−1

∈ τ(A).

Подгрупповой функтор τ называется (см. [203]):
1) замкнутым, если для любых двух групп G и H ∈ τ(G) имеет

место τ(H) ⊆ τ(G);
2) тривиальным, если для любой группы G имеет место τ(G) =

= {G};
3) единичным, если для любой группы G имеет место τ(G) =

= s{G} — совокупность всех подгрупп группы G.
Тривиальный подгрупповой функтор обозначают через 0G, а еди-

ничный — через 1G.

1.4.2 Пример. Пусть τ(G) — множество всех субнормальных под-
групп из G для каждой группы G ∈ X. Тогда τ — замкнутый под-
групповой X-функтор.

1.4.3 Пример. Пусть τ(G) = s n(G) — совокупность всех нормаль-
ных подгрупп группы G для каждой группы G. Такой функтор в
общем случае замкнутым не является.
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1.4.4 Пример. Пусть π ⊆ P. И пусть для каждой группы G мно-
жество τ(G) совпадает с совокупностью всех тех подгрупп из G,
индексы которых не делятся на числа из π. Понятно, что τ — за-
мкнутый подгрупповой функтор. Для обозначения такого функтора
мы будем применять запись τ = τ(π).

Напомним, что подгруппа H группы G называется абнормальной

в G, если всегда из H ⊆ M ⊆ G следует, что M = NG(M).

1.4.5 Пример. Пусть для любой группы G множество τ(G) совпа-
дает с совокупностью всех абнормальных подгрупп группы G. Легко
видеть, что τ — незамкнутый подгрупповой функтор. Для обозна-
чения такого функтора мы будем применять запись τ = τab.

1.4.6 Пример. Пусть F — произвольный класс групп. Подгруппа
H группы G называется F-абнормальной в G, если выполняется
одно из следующих двух условий:

1) H = G;
2) H 6= G и для любых двух подгрупп M и T из G, где H ⊆ M

и M — максимальная подгруппа в T имеет место T/MT /∈ F. Легко
видеть, если группа G разрешима, то ее подгруппа H абнормальна
в G тогда и только тогда, когда она N-абнормальна в G.

Сопоставляя каждой группе G множество всех ее F-абнормаль-
ных подгрупп τ(G), получаем подгрупповой функтор, для которого
мы будем применять запись τ = τab(F).

1.4.7 Пример. Подгруппа H группы G называется F-субнормаль-

ной в G, если выполняется одно из следующих двух условий:
1) H = G;
2) H 6= G и в G имеется такая цепь подгрупп

H = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Ht = G, (1.6)

где Hi−1 — максимальная в Hi подгруппа, содержащая HF
i , i = 1, . . .

. . . , t.
Пусть F — некоторая непустая формация и для каждой группы

G система τ(G) состоит из всех F-субнормальных в G подгрупп.
Покажем, что τ — подгрупповой функтор. Пусть H F-субнормальна
в G. И пусть Hi−1 и Hi — такие члены цепи (1.6), что NHi−1 6=
6= NHi, где N — нормальная в G подгруппа. Покажем, что NHi−1 —
максимальная подгруппа в NHi. Допустим, что NHi−1 ⊂ L ⊂ NHi
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для некоторой подгруппы L. Тогда поскольку Hi−1 максимальна в
Hi, то либо Hi ∩ L = Hi−1, либо Hi ∩ L = Hi. Пусть имеет место
первое. Тогда поскольку L = L ∩NHi = N(L ∩Hi), то L = NHi−1.
Противоречие. Значит, Hi∩L = Hi, т. е. Hi ⊆ L. Поэтому NHi ⊆ L.
Противоречие. Итак, ряд

HN/N = NH0/N ⊆ NH1/N ⊆ . . . ⊆ NHt/N = G/N (1.7)

таков, что в нем для любого i ∈ {1, . . . , t} имеет место одно из двух
условий:

1) Hi−1N/N = HiN/N ;
2) Hi−1N/N — максимальная подгруппа в HiN/N. Не теряя общ-

ности, мы можем считать, что все члены ряда (1.7) различны. За-
метим, что поскольку

HiN/HF
i N

∼= Hi/H
F
i (Hi ∩N) ∼=

∼= (Hi/H
F
i )/(H

F
i (Hi ∩N)/HF

i ) ∈ F,

то
(HiN)F ⊆ HF

i N ⊆ Hi−1N.

Итак, HN/N — F-субнормальная подгруппа в G/N. Понятно также,
что если H/N — F-субнормальная подгруппа в G/N, то H — F-
субнормальная подгруппа в G. Таким образом, τ — подгрупповой
функтор. Для обозначения такого функтора применяют запись τ =
= τsub(F).

1.4.8 Пример. Пусть F — произвольная непустая формация и
пусть для всякой группы G множество τ(G) совпадает с совокуп-
ностью всех таких подгрупп H из G, что GF ⊆ H ⊆ G. Понятно,
что τ — подгрупповой функтор. Для обозначения такого функтора
применяют запись τ = τres(F).

1.4.9 Пример. Пусть n — произвольное натуральное число. Для
каждой группы G ∈ X через τ(G) обозначают совокупность всех
таких подгрупп H, для которых |G : H| 6 n. Понятно, что τ — под-
групповой функтор. Для обозначения такого функтора применяют
запись τ = τ(n).
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1.4.10 Пример. Для каждой группы G через τ(G) обозначим сово-
купность всех абнормальных максимальных подгрупп из G. Понят-
но, что τ — подгрупповой функтор. Для обозначения такого функ-
тора применяют запись τ = τabm.

Алгебра τ . Для любой совокупности групп X через sτX обозна-
чают множество всех таких групп H, что H ∈ τ(G) для некото-
рой группы G ∈ X. Класс групп F называется τ -замкнутым, если
sτ (F) = F. Формация F называется τ -замкнутой, если τ(G) ⊆ F

для любой ее группы G из F.
Понятно, что совокупность всех τ -замкнутых формаций являет-

ся алгеброй формаций. Для обозначения такой алгебры применяют
символ τ. Кроме того, мы будем использовать символы s, sn и sab для
обозначения соответственно алгебр наследственных, нормально на-
следственных и абнормально наследственных формаций (при этом
под абнормально наследственной мы понимаем всякую формацию,
содержащую все абнормальные подгруппы своих групп).

Оператор τ form. Множество всех гомоморфных образов всех
групп из X обозначают через qX. Класс групп F называется полу-

формацией, если F = qF.
Пересечение всех тех τ -замкнутых полуформаций, которые со-

держат данную совокупность групп X, называют τ -замкнутой полу-

формацией, порожденной X.

1.4.11 Лемма ([203, лемма 1.2.21]). Пусть F — τ -замкнутая по-

луформация, порожденная X. Тогда

F = qsτ X.

Доказательство. Пусть M = qsτ X. Тогда M — полуформа-
ция и, очевидно, X ⊆ M. С другой стороны, если H — некоторая
τ -замкнутая полуформация, содержащая X, то M ⊆ H. Значит, для
доказательства леммы достаточно лишь установить, что класс M

τ -замкнут. Пусть H ∈ τ(G), где G ∈ M. И пусть ϕ : T → G —
эпиморфизм, где T ∈ sτ X. Если K = Hϕ−1

, то, очевидно, K ∈ sτ X.
Но тогда H = Kϕ ∈ qsτ X = M. Лемма доказана.

1.4.12 Лемма ([203, лемма 1.2.22]). Для любой совокупности групп

X справедливо равенство

τ formX = qr0s τ (X).
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Доказательство. Пусть F = τ formX. Понятно, что

X ⊆ qr0s τ (X) ⊆ F.

Если ϕ : T → H — изоморфизм, где H ∈ τ(G) для некоторой груп-
пы G ∈ (X), то существуют такая группа D, содержащая T в каче-
стве подгруппы, и такой изоморфизм f : D → G, который является
продолжением ϕ (см. [123, с. 58]). Понятно, что T ∈ τ(D). Значит,
(s τ (X)) = s τ (X). Таким образом, согласно [230, теорема 2.2], класс
qr0s τ (X) является формацией. Следовательно, для завершения до-
казательства леммы достаточно лишь установить, что эта формация
τ -замкнута.

Пусть X1 = s τ (X),X2 = r0X1, A ∈ X2 и H ∈ τ(A). Покажем,
что H ∈ X2. Если A ∈ X1, то это очевидно. В противном случае, по
определению класса r0X1, в A найдутся такие нормальные подгруп-
пы N1, . . . , Nt (t > 2), что N1∩ . . .∩Nt = 1 и A/Ni ∈ X1, i = 1, . . . , t.
Поскольку

H/H ∩Ni
∼= HNi/Ni ∈ τ(H/Ni) ⊆ X1

и (H ∩N1) ∩ . . . ∩ (H ∩Nt) = 1, то H ∈ r0X1 = X2. Таким образом,
s τX2 = X2. Пусть теперь H ∈ τ(A), где A ∈ qX2 и ϕ : G → A —
эпиморфизм, где G ∈ X2. Тогда T = Hϕ−1

∈ τ(G) ⊆ X2. Значит,
H ∈ q(T ) ⊆ qX2. Итак, формация qr0s τ (X) τ -замкнута. Лемма
доказана.

1.4.13 Следствие ([203, следствие 1.2.23]). Пусть X — произволь-

ная совокупность групп, M = s τ (X). Тогда

τ formX = formM.

1.4.14 Следствие ([203, следствие 1.2.24]). Для любой совокупно-

сти τ -замкнутых формаций {Mi | i ∈ I} имеет место

τ form

(

⋃

i∈I

Mi

)

= form

(

⋃

i∈I

Mi

)

.

Внося несложные изменения в доказательство [230, теорема 3.11]
и используя лемму 1.4.12, можно доказать следующую теорему.

1.4.15 Теорема ([203, теорема 1.2.25]). Пусть X — τ -замкнутая

полуформация и A ∈ F = τ formX. Тогда если A /∈ X, то
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в F найдется группа H с такими нормальными подгруппами

N,N1, . . . , Nt,M1, . . . ,Mt (t > 2), что выполняются следующие

утверждения:
1) H/N ∼= A и N1 ∩ . . . ∩Nt = 1;
2) H/Ni — τ -критическая X-группа с монолитом Mi/Ni;
3) Ki = N1∩. . .∩Ni−1∩Ni+1∩. . .∩Nt — минимальная нормальная

подгруппа группы H, причем Ki 6⊆ N и KiNi = Mi;
4) M1 ∩ . . . ∩Mt ⊆ M, где M/N = Soc(H/N).

Иногда удобно использовать теорему 1.4.15 в следующей форме.

1.4.16 Следствие ([203, следствие 1.2.26]). Пусть X — τ -замкну-

тая полуформация и A ∈ F = τ formX. Тогда если A — монолити-

ческая группа и A /∈ X, то в F найдется группа H с такими нор-

мальными подгруппами N,M,N1, . . . , Nt;M1, . . . ,Mt (t > 2), что

выполняются следующие утверждения:
1) H/N ∼= A, M/N = Soc(H/N);
2) N1 ∩ . . . ∩Nt = 1;
3) H/Ni — монолитическая X-группа с монолитом Mi/Ni, ко-

торый H-изоморфен M/N ;
4) M1 ∩ . . . ∩Mt ⊆ M.

1.4.17 Следствие ([203, следствие 1.2.27]). Пусть X — τ -замкну-

тая полуформация и G — неединичная группа из F = τ formX. То-

гда

G/Soc(G) ∈ τ form(A/Soc(A) | A ∈ X).

Доказательство. Утверждение справедливо, если G ∈ X. В про-
тивном случае, согласно теореме 1.4.15, в F найдется группа H с та-
кими нормальными подгруппами N,N1, . . . , Nt;M1, . . . ,Mt (t > 2),
что выполняются следующие утверждения: 1) G ∼= H/N ;

2) H/Ni — монолитическая X-группа с Mi/Ni = Soc(H/Ni);
3) M1 ∩ . . .∩Mt ⊆ M, где M/N = Soc(H/N). Из утверждений 1)

и 3) следует, что G/Soc(G) — гомоморфный образ группы H/M1 ∩
∩ . . . ∩Mt. Но

H/Mi
∼= (H/Ni)/(Mi/Ni) =

= (H/Ni)/Soc(H/Ni) ∈ M = τ form(A/Soc(A) | A ∈ X).

Значит, G/Soc(G) ∈ M. Лемма доказана.
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1.4.18 Следствие ([203, следствие 1.2.28]). Пусть G — нееди-

ничная группа, принадлежащая τ -замкнутой формации F. Тогда

G/Soc(G) ∈ Φτ(F).

Доказательство. Проведем индукцию по |G|. Пусть M — такая
максимальная τ -подформация в F, что G/Soc(G) /∈ M. Пусть A =
= G/Soc(G) и X = qsτ (A). Ввиду леммы 1.4.11 X, а значит, и X ∪
∪M − −− τ -замкнутые полуформации. При этом, очевидно, G /∈
/∈ X ∪M. Значит, согласно теореме 1.4.15, в

F = τ form({A} ∪M) = τ form(X ∪M)

найдется группа H с такими нормальными подгруппами

N,N1, . . . , Nt;M1, . . . ,Mt (t > 2),

что выполняются следующие утверждения:
1) G ∼= H/N и M1 ∩ . . . ∩Mt ⊆ M, где M/N = Soc(H/N);
2) H/Ni — монолитическая (X ∪M)-группа с монолитом Mi/Ni.

Заметим, что H/Mi ∈ M при всех i ∈ {1, . . . , t}. Действительно,
если H/Ni ∈ M, то это очевидно. Пусть H/Ni ∈ X. Тогда |H/Ni| <
< |G|. Значит, по индукции

(H/Ni)/Soc(H/Ni) = (H/Ni)/(Mi/Ni) ∼= H/Mi ∈ Φτ(F) ⊆ M.

Итак, H/M1, . . . , H/Mt ∈ M. Следовательно, ввиду 1) G/Soc(G) ∈
∈ M. Полученное противоречие завершает доказательство след-
ствия.

В дальнейшем наряду с теоремой 1.4.15 мы будем часто приме-
нять следующий результат, доказательство которого можно найти
в [230, теорема 3.37].

1.4.19 Теорема ([203, теорема 1.2.29]). Пусть F — произвольная

непустая формация и пусть у каждой группы G ∈ X F-корадикал

GF не имеет фраттиниевых G-главных факторов. Тогда если A —

монолитическая группа из formX \ F, то A ∈ q(X).

1.5 Решетки n-кратно ω-насыщенных формаций

В 1987 году А.Н. Скибой [193] (см. также [206]) предложена кон-
цепция кратной локализации, согласно которой всякая формация
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считается 0-кратно ω-насыщенной. При n > 1 формация F называ-
ется n-кратно ω-насыщенной, если F = LFω(f), где все значения f
являются (n − 1)-кратно ω-насыщенными формациями. Формация
F называется тотально ω-насыщенной, если она n-кратно ω-насы-
щена для всех целых неотрицательных n.

Пусть lτωn
— совокупность всех τ -замкнутых n-кратно ω-насыщен-

ных формаций и lτω∞

— совокупность всех τ -замкнутых тотально
ω-насыщенных формаций.

Если ω = P, то вместо lτPn
мы пишем lτn, обозначая совокупность

всех τ -замкнутых n-кратно насыщенных формаций, а вместо lτP∞

мы пишем lτ∞, обозначая совокупность всех τ -замкнутых тотально
насыщенных формаций.

Если n = 0, то вместо символа lτω0
будем использовать символ lτ0

для обозначения совокупности всех τ -замкнутых формаций.
Если же τ — тривиальный подгрупповой функтор, то символ τ

опускают, причем вместо lωn
мы пишем lωn , обозначая совокупность

всех n-кратно ω-насыщенных формаций, а вместо lω∞
мы пишем lω∞,

обозначая совокупность всех тотально ω-насыщенных формаций.
При ω = P для тривиального подгруппового функтора τ вместо

символа lPn будем использовать символ ln для обозначения совокуп-
ности всех n-кратно насыщенных формаций, а вместо символа lP∞ —
символ l∞ для совокупности всех тотально насыщенных формаций.

В случае n = 1 для тривиального подгруппового функтора τ
вместо lω1 мы пишем lω, обозначая совокупность всех ω-насыщенных
формаций.

Если n = 1 и ω = {p}, то для тривиального подгруппового функ-
тора τ вместо символа lp1 будем использовать символ lp для совокуп-
ности всех p-насыщенных формаций.

При n = 1 и ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
вместо l1 мы пишем l для совокупности всех насыщенных формаций.

1.5.1 Замечание. Большинство наиболее известных конкретных
формаций тотально ω-насыщены. Таковы, например, формации
Gπ′Nπ всех π-нильпотентных, NπGπ′ ∩ Gπ′Gπ всех π-разложимых,
Sπ всех π-разрешимых, GπGπ′ всех π-замкнутых групп при любом
непустом π ⊆ P; формация всех ϕ-дисперсивных групп при любом
упорядочении ϕ множества P; формация метанильпотентных групп
и др. (см. подробнее [230]).

1.5.2 Замечание. Ввиду примера 1.2.6 всякая подформация из
Gω′ тотально ω-насыщена. В частности, формации ∅ и (1) тоталь-
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но ω-насыщены. Тотально ω-насыщена и формация Gπ при лю-
бом π ⊆ P. Кроме того, формации ∅, (1), Gπ наследственны, а
значит, τ -замкнуты для любого подгруппового функтора τ. Итак,

∅, (1), Gπ ∈ lτω∞
=

∞
⋂

n=1
lτωn

.

Пусть Θ — полная решетка формаций. Для произвольной сово-
купности Θ-формаций {Fi | i ∈ I} полагают

∨Θ(Fi | i ∈ I) = Θform

(

⋃

i∈I

Fi

)

,

в частности,
M ∨ΘH = Θform(M ∪ H).

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность Θ-значных функций
вида

fi : ω ∪ {ω′} → {формации групп}.

Тогда через ∨Θ(fi | i ∈ I) обозначают такую функцию f, что

f(ω′) = Θform

(

⋃

i∈I

fi(ω
′)

)

,

в частности,
(

f1 ∨Θf2
)

(ω′) = Θform
(

f1(ω
′) ∪ f2(ω

′)
)

и при p ∈ ω имеет место

f(p) = Θform

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

,

в частности,
(

f1 ∨Θf2
)

(p) = Θform
(

f1(p) ∪ f2(p)
)

,

если по крайней мере одна из формаций fi(p) 6= ∅. Если же fi(p) =
= ∅ для всех i ∈ I, то полагают f(p) = ∅.

В дальнейшем, когда Θ = lτωn
или Θ = lτω∞

, вместо символов ∨lτωn
,

∨lτω∞
будем соответственно писать ∨τ l

ωn
, ∨τ l

ω∞
.

Таким образом, для произвольной совокупности τ -замкнутых n-
кратно ω-насыщенных формаций {Fi | i ∈ I} полагают

∨τ l

ωn
(Fi | i ∈ I) = lτωn

form

(

⋃

i∈I

Fi

)

,
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в частности,

M ∨ τ l

ωn
H = lτωn

form(M ∪ H).

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность lτωn
-значных функций

вида
fi : ω ∪ {ω′} → {формации групп}.

Тогда через ∨τ l
ωn
(fi | i ∈ I) обозначают такую функцию f, что

f(ω′) = lτωn
form

(

⋃

i∈I

fi(ω
′)

)

,

в частности,

(

f1 ∨
τ
ωn
f2
)

(ω′) = lτωn
form

(

f1(ω
′) ∪ f2(ω

′)
)

и при p ∈ ω имеет место

f(p) = lτωn
form

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

,

в частности,

(

f1 ∨
τ
ωn
f2
)

(p) = lτωn
form

(

f1(p) ∪ f2(p)
)

,

если по крайней мере одна из формаций fi(p) 6= ∅. Если же fi(p) =
= ∅ для всех i ∈ I, то полагают f(p) = ∅.

1.5.3 Теорема Совокупность всех τ -замкнутых n-кратно ω-на-

сыщенных формаций lτωn
является полной решеткой формаций,

в которой наибольшим элементом является класс всех групп

G, а для произвольного множества τ -замкнутых n-кратно ω-

насыщенных формаций {Fi | i ∈ I}

∧τ l

ωn
(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi — точная нижняя грань и

∨τ l

ωn
(Fi | i ∈ I) — точная верхняя грань.

Доказательство. Совокупность всех τ -замкнутых n-кратно
ω-насыщенных формаций lτωn

частично упорядочена относительно
включения ⊆ . Покажем сначала, что такое частично упорядоченное
множество является решеткой.

Пусть {Fi | i ∈ I} — произвольное непустое множество τ -за-
мкнутых n-кратно ω-насыщенных формаций и fi — ω-локальный
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lτωn−1
-значный спутник формации Fi, i ∈ I. Пусть F =

⋂

i∈I
Fi. Прове-

дем индукцию по n. Пусть n = 1. Тогда по лемме 1.2.12 F = LFω(f),
где f — такой ω-локальный спутник, что

f(a) =
⋂

i∈I

fi(a), a ∈ ω ∪ {ω′}

и, тем самым, формация F ω-насыщена. Как отмечено ранее, со-
вокупность lτ является алгеброй формаций. Поэтому формация F

τ -замкнута.
Таким образом, F — τ -замкнутая ω-насыщенная формация, т. е.

F = ∧τ l

ω1
(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi

и, как отмечено выше,

∨τ l

ω1
(Fi | i ∈ I) = lτω1

form

(

⋃

i∈I

Fi

)

.

Итак, совокупность всех τ -замкнутых ω-насыщенных формаций lτω
является решеткой.

Пусть теперь n > 1 и при n − 1 лемма верна. Снова применяя
лемму 1.2.12, получаем F = LFω(f), где ω-локальный спутник f
таков, что

f(a) =
⋂

i∈I

fi(a), a ∈ ω ∪ {ω′}.

По индукции f(a) ∈ lτωn−1
, т. е. спутник f lτωn−1

-значен. Значит, со-
гласно определению, формация F является τ -замкнутой n-кратно
ω-насыщенной.

Таким образом, совокупность всех τ -замкнутых n-кратно ω-
насыщенных формаций lτωn

является решеткой формаций, а для про-
извольного множества τ -замкнутых n-кратно ω-насыщенных фор-
маций {Fi | i ∈ I}

∧τ l

ωn
(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi — точная нижняя грань и,

как отмечено выше,

∨τ l

ωn
(Fi | i ∈ I) = lτωn

form

(

⋃

i∈I

Fi

)

— точная верхняя грань.

53

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Докажем теперь, что lτωn
— полная решетка. Для этого достаточно

показать, что класс всех групп G является наибольшим элементом
решетки lτωn

. Докажем сначала, что формация G n-кратно ω-насы-
щена для всех целых неотрицательных n. Проведем индукцию по n.
Пусть n = 1. Согласно примеру 1.2.10 G = LFω(g), где ω-локальный
спутник g таков, что

g(a) =

{

(1), если a = ω′,

G, если a = p ∈ ω.

Поэтому формация G ω-насыщена.
Пусть n > 1 и при n − 1 утверждение верно. Согласно приме-

ру 1.2.10 G = LFω(g), где ω-локальный спутник g таков, что

g(a) =

{

(1), если a = ω′,

G, если a = p ∈ ω.

По индукции формация G = g(p) (n− 1)-кратно ω-насыщена. Сле-
довательно, спутник g lωn−1-значен. Значит, формация G n-кратно
ω-насыщена. Кроме того, формация G наследственна, а значит, τ -за-
мкнута для любого подгруппового функтора τ.

Итак, lωn — полная решетка формаций, в которой наибольший
элемент — формация всех групп G. Теорема доказана.

1.5.4 Теорема Совокупность всех τ -замкнутых тотально ω-на-

сыщенных формаций lτω∞

является полной решеткой формаций,

в которой наибольшим элементом является класс всех групп G,
а для произвольного множества τ -замкнутых тотально ω-насы-

щенных формаций {Fi | i ∈ I}

∧τ l

ω∞
(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi — точная нижняя грань и

∨τ l

ω∞
(Fi | i ∈ I) — точная верхняя грань.

Доказательство. Совокупность всех τ -замкнутых тотально
ω-насыщенных формаций lτω∞

частично упорядочена относительно
включения ⊆ . Покажем сначала, что такое частично упорядоченное
множество является решеткой.

Пусть {Fi | i ∈ I} — произвольное непустое множество τ -зам-
кнутых тотально ω-насыщенных формаций и fi — ω-локальный lτω∞

-
значный спутник формации Fi, i ∈ I. Пусть F =

⋂

i∈I
Fi. Применяя те-

перь рассуждения, используемые при доказательстве теоремы 1.5.3,
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мы заключаем, что формация F является τ -замкнутой n-кратно ω-
насыщенной для всех целых неотрицательных n. Значит, F является
τ -замкнутой тотально ω-насыщенной формацией.

Таким образом, совокупность всех τ -замкнутых тотально ω-на-
сыщенных формаций lτωn

является решеткой формаций, а для про-
извольного множества τ -замкнутых тотально ω-насыщенных фор-
маций {Fi | i ∈ I}

∧τ l

ω∞
(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi — точная нижняя грань и,

как отмечено выше,

∨τ l

ω∞

(Fi | i ∈ I) = lτω∞

form

(

⋃

i∈I

Fi

)

— точная верхняя грань.

Докажем теперь, что lτω∞
— полная решетка. Ввиду теоремы 1.5.3

формация G является τ -замкнутой n-кратно ω-насыщенной для всех
целых неотрицательных n. Значит, G является τ -замкнутой тоталь-
но ω-насыщенной формацией, т. е. G — наибольший элемент решет-
ки lτω∞

.
Итак, lτω∞

— полная решетка формаций. Теорема доказана.

1.5.5 Лемма. Пусть F — ω-насыщенная формация. Тогда справед-

ливы следующие утверждения:
1) если F имеет внутренний τ -значный ω-локальный спутник,

то F — τ -замкнутая формация;
2) если F — τ -замкнутая формация, то ее канонический ω-ло-

кальный спутник является τ -значным.

Доказательство. Пусть F = LFω(f), где f — внутренний ω-ло-
кальный спутник, все значения которого τ -замкнуты. Покажем, что
формация F τ -замкнута.

Предположим противное. Тогда найдутся такая группа G ∈ F и
подгруппа H ∈ τ(G), что H /∈ F. Пусть G — группа наименьшего
порядка среди групп с таким свойством. Пусть R — минимальная
нормальная в G подгруппа. Покажем, что R — единственная мини-
мальная нормальная в G подгруппа. Допустим, что R и L — две
различные минимальные нормальные в G подгруппы. Так как G ∈
∈ F, то G/R ∈ F. Поскольку |G/R| < |G|, то по выбору группы G
для любой группы H ∈ τ(G/R) следует, что H ∈ F. Заметим, что
при каноническом эпиморфизме ϕ : G → G/R мы имеем ϕ(H) =
= HR/R. Значит, HR/R ∈ τ(G/R). Следовательно,

H/R ∩H ∼= HR/R ∈ F.
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Аналогично,
H/L ∩H ∼= HL/L ∈ F.

Но так как (R ∩H) ∩ (L ∩H) = 1, то

H ∼= H/1 = H/(R ∩H) ∩ (L ∩H) ∈ F,

что противоречит выбору групп G и H. Значит, R — единственная
минимальная нормальная в G подгруппа.

Предположим, что R — ω′-группа. Тогда Gωd = 1 и поэтому

G ∼= G/1 = G/Gωd ∈ f(ω′) ⊆ F.

Следовательно, поскольку H ∈ τ(G) и формация f(ω′) по условию
τ -замкнута, то H ∈ f(ω′) ⊆ F, противоречие.

Значит, R — ωd-группа. Пусть p ∈ ω ∩ π(R). Если R — неабелева
группа, то Fp(G) = 1. Поэтому

G ∼= G/1 = G/Fp(G) ∈ f(p).

Но так как H ∈ τ(G), то H ∈ f(p) ⊆ F, противоречие. Следователь-
но, R — абелева p-группа. Так как R ∩H ⊳H и R ∩H — p-группа,
то

R ∩H ⊆ Op(H) ⊆ Hωd.

По лемме 1.2.5 (H/R ∩ H)ωd = Hωd/R ∩ H. Но H/R ∩ H ∈ F и,
следовательно,

(H/R ∩H)/(H/R ∩H)ωd ∈ f(ω′).

Значит,

(H/R∩H)/(H/R∩H)ωd = (H/R∩H)/(Hωd/R∩H) ∼= H/Hωd ∈ f(ω′).

Пусть теперь q ∈ ω ∩ π(H). Тогда поскольку

HFq(G)/Fq(G) ∈ τ(G/Fq(G)) и G/Fq(G) ∈ f(p),

то
HFq(G)/Fq(G) ∼= H/Fq(G) ∩H ∈ f(p).

Поскольку, очевидно,

Fq(G) ∩H ⊆ Fq(H) и H/Fq(G) ∩H ∈ f(p),

то H/Fq(H) ∈ f(p). Значит, H ∈ F, что противоречит нашему вы-
бору групп G и H. Следовательно, формация F τ -замкнута. Тем
самым доказано утверждение 1).
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Докажем теперь утверждение 2). Покажем сначала, что если
некоторая формация H является τ -замкнутой, то формация NpH

также τ -замкнута.
Предположим противное. Тогда найдется такая группа G ∈ NpH

и подгруппа H ∈ τ(G), что H /∈ NpH. Пусть G ∈ NpH. Тогда GH ∈
∈ Np и G/GH ∈ H. Так как формация H по предположению τ -
замкнута, то для любой группы H ∈ τ(G/GH) следует, что H ∈ H.
Но GHH/GH ∈ τ(G/GH). Следовательно,

GHH/GH ∼= H/H ∩GH ∈ H.

Но H ∩ GH ⊳ H и H ∩ GH – p-группа. Значит, H ∩ GH ⊆ Op(H) и
поэтому HH ⊆ Op(H), т. е. HH ∈ Np. Значит, H ∈ NpH. Полученное
противоречие показывает, что формация NpH τ -замкнута.

Пусть p ∈ ω и F — канонический ω-локальный спутник форма-
ции F. Покажем, что формация F (p) является τ -замкнутой. Пусть
G ∈ F (p) и H ∈ τ(G). Пусть P — неединичная p-группа и D =
= P ≀ G = [K]G, где K — база регулярного сплетения D. Тогда
HK ∈ τ(D). Действительно, пусть ϕ : D → D/K — канонический
эпиморфизм группы D на D/K. Тогда HK/K = Hϕ и поэтому
HK/K ∈ τ(D/K). А так как HK = (HK/K)ϕ

−1

— полный прооб-
раз подгрупп HK/K при эпиморфизме ϕ, то HK ∈ τ(D). Посколь-
ку спутник F является внутренним и

G ∼= D/K ∼= D/Op(D) ∈ F (p),

то по лемме 1.2.14 D ∈ F. Так как формация F τ -замкнута, то HK ∈
∈ F. Пусть M = HK. Тогда M/Fp(M) ∈ F (p). Поскольку K —
нормальная в M p-группа, то K ∩ Op′(M) = 1. Значит, Op′(M) ⊆
⊆ CM(K). По свойству регулярных сплетений CG(K) ⊆ K. Следо-
вательно, Op′(M) = 1. Значит, Op(M) = Fp(M).
Так как

Op(M) = Op(M) ∩M = Op(M) ∩KH = K(Op(M) ∩H)

и поскольку Op(M) ∩H ⊆ Op(H), то

Op(M) = K(Op(M) ∩H) ⊆ KOp(H) ⊆ Op(M).

Значит, KOp(H) = Op(M). Тогда

M/Fp(M) = KH/Op(M) = KH/KOp(H) ∼= H/Op(H)(K ∩H) =

= H/Op(H) ∈ F (p) = NpF (p),
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т. е.
H ∈ (NpNp)F (p) = NpF (p) = F (p).

Значит, формация F (p) τ -замкнута. Лемма доказана.

1.5.6 Лемма. Пусть F = LFω(F ) — τ -замкнутая n-кратно ω-на-

сыщенная формация. Тогда ω-локальный спутник F lτωn−1
-значен.

Доказательство. Покажем сначала, что ω-локальный спутник
F является lωn−1-значным. Для этого ввиду леммы 1.2.20 нам доста-
точно лишь проверить, что для любого p ∈ ω и всякой n-кратно
ω-насыщенной формации H (n > 0) формация M = NpH также
является n-кратно ω-насыщенной. Если n = 0, то утверждение оче-
видно. Пусть теперь n > 0. Предположим, что доказываемое утвер-
ждение верно для n − 1. Пусть H = LFω(h), где h — внутренний
ω-локальный lωn−1-значный спутник. Формация Np имеет такой внут-
ренний ω-локальный спутник m, что

m(ω′) = (1), m(p) = (1) и m(q) = ∅

для всех q ∈ ω \ {p}. Нетрудно показать (см., например, теоре-
му 2.1.1), что формация M имеет спутник f, удовлетворяющий усло-
виям

f(ω′) = M, f(p) = H и f(q) = ∅

для всех q ∈ ω \ {p}. Согласно нашему предположению M = NpH

является (n − 1)-кратно ω-насыщенной формацией. Следователь-
но, M — n-кратно ω-насыщенная формация. Значит, ω-локальный
спутник F lωn−1-значен. По лемме 1.5.5 ω-локальный спутник F lτωn−1

-
значен. Лемма доказана.

Для тривиального подгруппового функтора τ справедливо

1.5.7 Следствие ([206, лемма 11]). Пусть F = LFω(F ) — n-кратно

ω-насыщенная формация. Тогда ω-локальный спутник F lωn−1-зна-

чен.

В случае ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
получаем

1.5.8 Следствие ([203, лемма 1.3.1]). Пусть F = LF (F ) — n-крат-

но насыщенная формация. Тогда локальный спутник F ln−1-значен.
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1.5.9 Пример. Пусть F = U — формация всех сверхразрешимых
групп. Хорошо известно (см., например, [224, с. 35]), что формация
F обладает таким внутренним локальным спутником t, что t(p) —
формация абелевых групп экспоненты, делящей p − 1 для любого
p ∈ P. В частности, t(3) — формация всех элементарных абелевых
2-групп. Значит, если F — канонический локальный спутник F, то
формация F (3) = N3F (3) не насыщена. Таким образом, формация
F является насыщенной, но не является 2-кратно насыщенной.

1.5.10 Пример. Пусть M = NnH и F = NpN
nH, где H — непу-

стая ненасыщенная формация. Покажем, что обе формации F и M

являются n-кратно насыщенными, но не являются (n + 1)-кратно
насыщенными.

Проведем индукцию по n. Пусть n = 1. Тогда, как и в приме-
ре 1.5.9, можно показать, что формация M насыщена. Ввиду [230,
следствие 7.13] и [230, следствие 7.19] формация F = NpNH имеет
такой локальный спутник f, что

f(p) = F и f(q) = NqH

для всех q ∈ P \ {p}. Так как формация H не насыщена, то найдет-
ся такая группа G /∈ H, что G/Φ(G) ∈ H. Не теряя общности, мы
можем считать, что Φ(G) ⊆ Ot(G) для некоторого t ∈ P. Предполо-
жим, что для всех q ∈ P \ {p} формация NqH насыщена. Тогда если
q 6= t, p, то G ∈ NqH, что влечет G ∈ H. Полученное противоречие
показывает, что найдется такое q ∈ P \ {p}, что формация NqH =
= f(q) не является насыщенной. Итак, при n = 1 обе формации M и
F являются насыщенными, но не являются 2-кратно насыщенными.

Пусть n > 1 и предположим, что обе формации M и F (n −
−k)-кратно насыщены, но не (n−k+1)-кратно насыщены для всех
k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Пусть F и T — канонические локальные спутники формаций
F = NnH и M = NpN

nH соответственно. Используя [230, след-
ствие 7.13] и [230, следствие 7.19], легко убедиться, что для всех
q ∈ P имеет место

F (q) = NqN
n−1H, T (p) = M и T (q) = NqN

n−1H

для всех q ∈ P \ {p}. Ввиду леммы 1.5.8 формация F n-кратно на-
сыщена. Заметим, что формация T (p) = M n-кратно насыщена.
Действительно, M = Np(N

nH) — произведение двух n-кратно насы-
щенных формаций Np и NnH. Значит, согласно [230, следствие 7.14],
M — n-кратно насыщенная формация.
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Итак, обе формации M и F являются n-кратно насыщенными, но
не являются (n + 1)-кратно насыщенными, если только ∅ 6= H —
ненасыщенная формация.

1.5.11 Лемма ([321, лемма 2]). При любом натуральном n справе-

дливо равенство

(lτωn−1
)ωl = lτωn

.

Доказательство. Пусть F ∈ (lτωn−1
)ωl. Тогда по определению F

имеет такой ω-локальный спутник f, каждое непустое значение ко-
торого принадлежит решетке lτωn−1

. Это означает, что формация F

n-кратно ω-насыщена. Покажем, что формация F τ -замкнута. Пусть
H ∈ τ(G), где G ∈ F. И пусть p ∈ ω ∩ π(H), Fp = Fp(G). Тогда по-
скольку для любого a ∈ ω ∪ {ω′} формация f(a) τ -замкнута, то

H/Hωd = H/Gωd ∩H ∼= HGωd/Gωd ∈ f(ω′)

и
H/Fp(H) = H/Fp ∩H ∼= HFp/Fp ∈ f(p).

Итак, H/Hωd ∈ f(ω′) и для любого p ∈ ω ∩ π(H) имеет место
H/Fp(H) ∈ f(p). Следовательно, H ∈ F. Таким образом, форма-
ция F τ -замкнута, а значит, F ∈ lτωn

. Следовательно, (lτωn−1
)ωl ⊆ lτωn

.
Пусть теперь F ∈ lτωn

, F — канонический ω-локальный спутник
формации F. Очевидно, F (ω′) = F ∈ lτωn−1

. Покажем, что для любого
p ∈ ω ∩ π(F) имеет место F (p) ∈ lτωn−1

. Прежде заметим, что ввиду
леммы 1.5.7 имеет место F (p) ∈ lωn−1

. Покажем, что формация F (p)
τ -замкнута. Пусть H ∈ τ(G), где G ∈ F (p). Индукцией по |G| пока-
жем, что H ∈ F (p). Пусть R — минимальная нормальная подгруппа
в G. Тогда, очевидно, HR/R ∈ τ(G/R). Значит, по индукции

H/R ∩H ∼= HR/R ∈ F (p).

Поэтому если Op(G) 6= 1, то H ∈ F (p) = NpF (p). Кроме того, если
в G имеются две различные минимальные нормальные подгруппы
R и N, то

H ∼= H/1 = H/R ∩N ∩H ∈ F (p).

Пусть Op(G) = 1 и R — единственная минимальная нормальная
подгруппа в G. Тогда существует простой точный FpG-модуль P.
Пусть T = [P ]G. Тогда поскольку ω-локальный спутник F является
внутренним и G ∈ F (p), то, согласно лемме 1.2.14, T ∈ F.

Если ϕ : T 7→ G — естественный эпиморфизм группы T на G,
то, очевидно, Hϕ−1

= PH. Значит, PH ∈ τ(T ). Поэтому PH ∈ F.
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Следовательно, если Fp = Fp(PH), то PH/Fp ∈ F (p). Так как при
этом CT (P ) = P, то

Fp = Op(PH) = Op(PH) ∩ PH = P (Op(PH) ∩H) = POp(H).

Значит,

PH/Fp = PH/POp(H) ∼= H/Op(H)(P ∩H) = H/Op(H) ∈ F (p).

Следовательно, H ∈ F (p). Поэтому формация F (p) τ -замкнута, где
p ∈ ω ∩ π(F).

Итак, формация F (a) τ -замкнута для всех a ∈ ω ∪ {ω′}. Значит,
F (a) ∈ lτωn−1

. Следовательно, F ∈ (lτωn−1
)ωl. Значит, lτωn

⊆ (lτωn−1
)ωl.

Лемма доказана.

Ввиду леммы 1.5.11 из леммы 1.2.15 вытекает следующий резуль-
тат.

1.5.12 Лемма. Пусть X — непустая совокупность групп, F =
= lτωn

form(X), где n > 1, и пусть f — минимальный lτωn−1
-значный

спутник формации F. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) f(ω′) = lτωn−1

form(G/Gωd | G ∈ X);

2) f(p) = lτωn−1
form

(

X(Fp)
)

для всех p ∈ ω;
3) если F = LFω(h), спутник h lτωn−1

-значен и p — некоторое

фиксированное простое число из ω, то F = LFω(f1), где f1(a) =
= h(a) при любом a ∈ (ω \ {p}) ∪ {ω′} и

f1(p) = lτωn−1
form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1),

кроме того, f1(p) = f(p);
4) F = LFω(h), где h(ω′) = F и h(p) = f(p) при всех p ∈ ω.

В случае ω = P получаем следующее утверждение.

1.5.13 Следствие ( [203, теорема 1.3.13]). Пусть X — непустая

совокупность групп, F = lτnform(X), где n > 1, и пусть f — ми-

нимальный lτn−1-значный спутник формации F. Тогда справедливы

следующие утверждения:
1) π(X) = π(F);
2) f(p) = lτn−1form

(

X(Fp)
)

для всех p ∈ P;
3) если F = LFω(h), спутник h lτn−1-значен, то при любом p ∈

∈ π(X) имеет место

f(p) = lτn−1form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1).
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Если τ — тривиальный подгрупповой функтор, то получаем сле-
дующее утверждение.

1.5.14 Следствие ([206, лемма 10]). Пусть X — непустая совокуп-

ность групп, F = lωn form(X), где n > 1, и пусть f — минимальный

lωn−1-значный спутник формации F. Тогда справедливы следующие

утверждения:
1) f(ω′) = lωn−1form(G/Gωd | G ∈ X);
2) f(p) = lωn−1form

(

X(Fp)
)

для всех p ∈ ω;
3) если F = LFω(h), спутник h lωn−1-значен и p — некоторое

фиксированное простое число из ω, то F = LFω(f1), где f1(a) =
= h(a) при любом a ∈ (ω \ {p}) ∪ {ω′} и

f1(p) = lωn−1form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1),

кроме того, f1(p) = f(p);
4) F = LFω(h), где h(ω′) = F и h(p) = f(p) при всех p ∈ ω.

В случае ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
справедливо следующее утверждение.

1.5.15 Следствие ([230, теорема 8.3]). Пусть X — непустая со-

вокупность групп, F = lnform(X), где n > 1, и пусть f — ми-

нимальный ln−1-значный спутник формации F. Тогда справедливы

следующие утверждения:
1) π(X) = π(F);
2) f(p) = ln−1form

(

X(Fp)
)

для всех p ∈ P;
3) если F = LF (h), спутник h ln−1-значен, то при всех p ∈ π(X)

имеет место

f(p) = ln−1form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1).

При n = 1 и ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
справедливо

1.5.16 Следствие. Пусть X — непустая совокупность групп, F =
= lform(X) и пусть f — минимальный локальный спутник форма-

ции F. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) π(X) = π(F);
2) f(p) = form

(

X(Fp)
)

для всех p ∈ P;
3) если F = LF (h), то при всех p ∈ π(X) имеет место

f(p) = form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1).
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1.5.17 Пример. Пусть A — простая неабелева группа, p ∈ π(A)
и ω = π(A) \ {p}. Пусть, кроме того, F = lωform(A) и f — ми-
нимальный ω-локальный спутник F. Покажем, что формация F не
является 2-кратно ω-насыщенной. Допустим противное. Тогда если
F = LFω(F ), то по следствию 1.5.7 спутник F является lω-значным.
Пусть q ∈ ω. Тогда Fq(A) = 1. Согласно следствию 1.5.14 имеем

f(q) = lω0 form(A/Fq(A)) = form(A).

Следовательно, согласно замечанию 1.2.18 справедливо равенство
F (q) = Nqform(A). Пусть r ∈ ω\{q}. Тогда формация F (q) является
r-насыщенной и r ∈ π(F (q)), откуда в силу теоремы 1.2.7 вытекает
включение

Nr ⊆ Nqform(A).

Противоречие.

1.5.18 Пример. Пусть F = NpA, где A — формация всех абелевых
групп. Очевидно, формация F является p-насыщенной. Понятно, что
F(Fq) = (1) для всех q ∈ P\{p}. Следовательно, ввиду теоремы 1.2.7
формация F не является q-насыщенной для всех q ∈ P \ {p}. Пусть
F = LFp(F ). Покажем, что F (p) = F. Предположим противное и
рассмотрим группу G минимального порядка из F \ F (p). Посколь-
ку F (p) = NqF (p), то группа G является p′-группой. Значит, G —
циклическая q-группа, где q ∈ P\{p}. Пусть Zp — группа порядка p
и A = Zp ≀G = [K]G, где K = Fp(A) — база сплетения A. Понятно,
что A ∈ F, и поэтому

A/Fp(A) ∼= G ∈ F (p).

Противоречие. Итак, F (p) = F. Таким образом, F = NpA — тотально
p-насыщенная формация.

1.5.19 Пример. Пусть ω = {p, q}, где p, q — различные простые
числа и F = NωA. Как и в примере 1.5.18, можно показать, что
формация F является ω-насыщенной, но не r-насыщенной для всех
r ∈ P \ ω.

Покажем, что F не является 2-кратно ω-насыщенной. Предполо-
жим противное. Пусть F = LFω(F ). Очевидно, F(Fp) = Np′ ∩ A.
Поэтому

F (p) = Np(Np′ ∩ A).
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С другой стороны, согласно следствию 1.5.7 формация F (p) являет-
ся q-насыщенной. Следовательно, по теореме 1.2.7 Nq ⊆ F (p); про-
тиворечие. Итак, формация F (p) не является q-насыщенной.

Таким образом, формация F не может быть 2-кратно ω-насыщен-
ной.

1.6 Решетки n-кратно разрешимо ω-насыщенных
формаций

Всякая формация считается 0-кратно разрешимо ω-насыщенной.

При n > 1 формация F называется n-кратно разрешимо ω-насы-

щенной [209], если F = CFω(f), где все значения f являются (n −
− 1)-кратно разрешимо ω-насыщенными формациями. Формация F

называется тотально разрешимо ω-насыщенной [209], если она n-
кратно разрешимо ω-насыщена для всех целых неотрицательных n.

Пусть cτωn
— совокупность всех τ -замкнутых n-кратно разрешимо

ω-насыщенных формаций и cτω∞
— совокупность всех τ -замкнутых

тотально ω-композиционных формаций.
Если ω = P, то вместо cτPn

мы пишем cτn, обозначая совокупность
всех τ -замкнутых n-кратно композиционных формаций, а вместо
cτP∞

мы пишем cτ∞, обозначая совокупность всех τ -замкнутых то-
тально композиционных формаций.

Если n = 0, то вместо символа cτω0
будем использовать символ cτ0

для обозначения совокупности всех τ -замкнутых формаций.
Если же τ — тривиальный подгрупповой функтор, то символ τ

опускают, причем вместо cωn
мы пишем cωn, обозначая совокупность

всех n-кратно разрешимо ω-насыщенных формаций, а вместо cω∞

мы пишем cω∞, обозначая совокупность всех тотально разрешимо ω-
насыщенных формаций.

При ω = P для тривиального подгруппового функтора τ вместо
символа cPn будем использовать символ cn для обозначения совокуп-
ности всех n-кратно композиционных формаций, а вместо символа
cP∞ — символ c∞ для совокупности всех тотально композиционных
формаций.

В случае n = 1 для тривиального подгруппового функтора τ
вместо cω1 мы пишем cω, обозначая совокупность всех разрешимо
ω-насыщенных формаций.
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Если n = 1 и ω = {p}, то для тривиального подгруппового функ-
тора τ вместо символа cp1 будем использовать символ cp для сово-
купности всех p-композиционных формаций.

При n = 1 и ω = P для тривиального подгруппового функтора
τ вместо c1 мы пишем c для совокупности всех композиционных
формаций.

1.6.1 Замечание. Ввиду примера 1.2.25 всякая подформация из
eL′ тотально разрешимо ω-насыщенна. В частности, формации ∅ и
(1) тотально разрешимо ω-насыщенны. Вследствие примера 1.2.29
для пустого множества простых чисел ω каждая формация явля-
ется тотально разрешимо ω-насыщенной. Кроме того, формации ∅,
(1) наследственны, а значит, τ -замкнуты для любого подгруппового

функтора τ. Итак, ∅, (1) ∈ cτω∞
=

∞
⋂

n=1
cτωn

.

В дальнейшем, когда Θ = cτωn
или Θ = cτω∞

, вместо символов ∨cτωn
,

∨cτω∞
будем соответственно писать ∨τc

ωn
, ∨τc

ω∞
.

Таким образом, для произвольной совокупности τ -замкнутых n-
кратно разрешимо ω-насыщенных формаций {Fi | i ∈ I} полагают

∨τc

ωn
(Fi | i ∈ I) = cτωn

form

(

⋃

i∈I

Fi

)

,

в частности,
M ∨ τc

ωn
H = cτωn

form(M ∪ H).

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность cτωn
-значных функций

вида
fi : ω ∪ {ω′} → {формации групп}.

Тогда через ∨τc
ωn
(fi | i ∈ I) обозначают такую функцию f, что

f(ω′) = cτωn
form

(

⋃

i∈I

fi(ω
′)

)

,

в частности,

(

f1 ∨
τ
ωn
f2
)

(ω′) = cτωn
form

(

f1(ω
′) ∪ f2(ω

′)
)

и при p ∈ ω имеет место

f(p) = cτωn
form

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

,
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в частности,
(

f1 ∨
τ
ωn
f2
)

(p) = cτωn
form

(

f1(p) ∪ f2(p)
)

,

если по крайней мере одна из формаций fi(p) 6= ∅. Если же fi(p) =
= ∅ для всех i ∈ I, то полагают f(p) = ∅.

1.6.2 Лемма. Пусть F — разрешимо ω-насыщенная формация.

Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если F имеет τ -значный ω-композиционный спутник, то F —

τ -замкнутая формация;
2) если F — τ -замкнутая формация, то ее канонический ω-ком-

позиционный спутник является τ -значным.

Доказательство. Пусть F = CFω(f), где f — внутренний ω-ком-
позиционный спутник, все значения которого τ -замкнуты. Покажем,
что формация F τ -замкнута.

Допустим противное. Тогда найдется такая группа G ∈ F и под-
группа H ∈ τ(G), что H /∈ F. Пусть G — группа наименьшего по-
рядка среди групп с таким свойством. Пусть R — минимальная нор-
мальная в G подгруппа. Покажем, что R — единственная минималь-
ная нормальная в G подгруппа. Предположим противное. Пусть R
и L — две различные минимальные нормальные в G подгруппы.
Поскольку G ∈ F, то G/R ∈ F. Так как |G/R| < |G|, то по выбору
группы G для любой группы H ∈ τ(G/R) следует, что H ∈ F. Заме-
тим, что при каноническом эпиморфизме ϕ : G 7→ G/R мы имеем
ϕ(H) = HR/R. Значит, HR/R ∈ τ(G/R). Следовательно,

H/R ∩H ∼= HR/R ∈ F.

Аналогично,
H/L ∩H ∼= HL/L ∈ F.

Но поскольку (R ∩H) ∩ (L ∩H) = 1, то

H ∼= H/1 = H/(R ∩H) ∩ (L ∩H) ∈ F,

что противоречит выбору групп G и H. Значит, R — единствен-
ная минимальная нормальная в G подгруппа. Очевидно, Rω(H) =
= Rω(G) ∩H. Значит,

H/Rω(H) ∼= H/(Rω(G) ∩H) ∼= HRω(G)/Rω(G) ∈ τ(G/Rω(G)).

Так как G ∈ F, то G/Rω(G) ∈ f(ω′). Следовательно, H/Rω(H) ∈
∈ f(ω′).
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Пусть теперь p ∈ ω ∩ π(Com(H)). Заметим, что Cp(G) = GGcp
,

где Gcp — класс всех таких групп, у которых все главные p-факторы
центральны. Поскольку мы рассматриваем лишь такие подгруппо-
вые функторы τ, что для любой группы G все подгруппы, входящие
в τ(G), субнормальны в G, то подгруппа H субнормальна в G. Оче-
видно, GGcp

∩H = HGcp
. Следовательно,

H/HGcp
∼= H/(GGcp

∩H) ∼= HGGcp
/GGcp

∈ τ(G/GGcp
).

Так как G ∈ F, то G/Cp(G) ∼= G/GGcp
∈ f(p). Значит,

H/Cp(G) ∼= H/HGcp
∈ f(p).

Таким образом, H ∈ F, что противоречит нашему выбору групп G
и H. Следовательно, формация F τ -замкнута. Тем самым доказано
утверждение 1).

Докажем теперь утверждение 2). Покажем сначала, что если
некоторая формация H является τ -замкнутой, то формация NpH

также τ -замкнута.
Предположим противное. Тогда найдется такая группа G ∈ NpH

и подгруппа H ∈ τ(G), что H /∈ NpH. Пусть G ∈ NpH. Тогда GH ∈
∈ Np и G/GH ∈ H. Поскольку согласно предположению формация H

τ -замкнута, то для любой группы H ∈ τ(G/GH) имеет место H ∈ H.
Значит, GHH/GH ∈ τ(G/GH). Следовательно,

HGH/GH ∼= H/H ∩GH ∈ H.

Поскольку H ∩GH ⊳H и H ∩GH — p-группа, то H ∩GH ⊆ Op(H).
Поэтому HH ⊆ Op(H), т. е. HH ∈ Np. Значит, H ∈ NpH. Полученное
противоречие показывает, что формация NpH τ -замкнута.

Пусть F — канонический ω-композиционный спутник формации
F. Покажем, что формация F (a) является τ -замкнутой.

Если a = ω′, то согласно условию формация F (ω′) = F является
τ -замкнутой.

Предположим, что a = p ∈ ω. Пусть группа G ∈ F (p) и H ∈
∈ τ(G). Пусть P — неединичная p-группа и D = P ≀ G = [K]G, где
K — база регулярного сплетения D. Тогда HK ∈ τ(D).

Действительно, пусть ϕ : D 7→ D/K — канонический эпимор-
физм группы D на D/K. Тогда HK/K = Hϕ и поэтому HK/K ∈
∈ τ(D/K). Так как HK = (HK/K)ϕ

−1

— полный прообраз подгруп-
пы HK/K при эпиморфизме ϕ, то HK ∈ τ(D).

Поскольку спутник F является внутренним и

G ∼= D/K ∼= D/Op(D) ∈ F (p),
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то по лемме 1.2.35 D ∈ F. Так как формация F τ -замкнута, то HK ∈
∈ F. Пусть M = HK. Тогда

M/Cp(M) ∈ F (p),

где p ∈ π(Com(M)). Поскольку p-группа K нормальна в M, то K ∩
∩ Op′(M) = 1. Значит, Op′(M) ⊆ CM(K). По свойству регулярных
сплетений CG(K) ⊆ K. Следовательно, Op′(M) = 1. Значит,

Op(M) = Fp(M) = Cp(M).

Так как

Op(M) = Op(M) ∩M = Op(M) ∩KH = K(Op(M) ∩H),

и поскольку Op(M) ∩H ⊆ Op(H), то

Op(M) = K(Op(M) ∩H) ⊆ KOp(H) ⊆ Op(M).

Значит, KOp(H) = Op(M). Тогда

M/Cp(M) = KH/Op(M) = KH/KOp(H) ∼= H/Op(H)(K ∩H) =

= H/Op(H) ∈ F (p) = NpF (p),

т. е.
H ∈ (NpNp)F (p) = NpF (p) = F (p).

Значит, формация F (a) τ -замкнута. Лемма доказана.

1.6.3 Теорема ([61, теорема 1]). Совокупность всех τ -замкнутых

n-кратно разрешимо ω-насыщенных формаций cτωn
является полной

решеткой формаций, в которой наибольшим элементом является

класс всех групп G, а для произвольного множества τ -замкнутых

n-кратно разрешимо ω-насыщенных формаций {Fi | i ∈ I}

∧τ
ωn
(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi — точная нижняя грань и

∨τ
ωn
(Fi | i ∈ I) — точная верхняя грань.

Доказательство. Совокупность всех τ -замкнутых n-кратно ра-
зрешимо ω-насыщенных формаций cτωn

частично упорядочена отно-
сительно включения ⊆ . Покажем сначала, что такое частично упо-
рядоченное множество является решеткой.
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Пусть {Fi | i ∈ I} — произвольное непустое множество τ -замкну-
тых n-кратно разрешимо ω-насыщенных формаций и fi — внутрен-
ний ω-композиционный cτωn−1

-значный спутник формации Fi, i ∈ I.
Пусть F =

⋂

i∈I

Fi. Проведем индукцию по n.

Пусть n = 1. Тогда согласно лемме 1.2.32 F = CFω(f), где f —
такой ω-композиционный спутник, что

f(a) =
⋂

i∈I

fi(a), a ∈ ω ∪ {ω′}

и, тем самым, формация F разрешимо ω-насыщенна. По лемме 1.6.2
формация F является τ -замкнутой.

Таким образом, F — τ -замкнутая разрешимо ω-насыщенная фор-
мация, т. е.

F = ∧τ
ω1
(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi

и, как отмечено выше,

∨τ
ω1
(Fi | i ∈ I) = cτω1

form

(

⋃

i∈I

Fi

)

.

Итак, совокупность всех τ -замкнутых разрешимо ω-насыщенных
формаций cτω является решеткой.

Пусть теперь n > 1 и при n − 1 лемма верна. Снова применяя
лемму 1.2.32, получаем F = CFω(f), где ω-композиционный спутник
f таков, что

f(a) =
⋂

i∈I

fi(a), a ∈ ω ∩ {ω′}.

По индукции f(a) ∈ cτωn−1
, т. е. спутник f cτωn−1

-значен. Значит, фор-
мация F является τ -замкнутой n-кратно разрешимо ω-насыщенной.

Таким образом, совокупность всех τ -замкнутых n-кратно разре-
шимо ω-насыщенных формаций cτωn

является решеткой формаций,
а для произвольного множества τ -замкнутых n-кратно разрешимо
ω-насыщенных формаций {Fi | i ∈ I} имеем:

∧τ
ωn
(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi — точная нижняя грань

и, как отмечено выше,

∨τ
ωn
(Fi | i ∈ I) — точная верхняя грань.
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Докажем теперь, что cτωn
— полная решетка. Для этого достаточно

показать, что класс всех групп G является наибольшим элементом
решетки cτωn

. Докажем сначала, что формация G n-кратно разре-
шимо ω-насыщенна для всех целых неотрицательных n. Проведем
индукцию по n. Пусть n = 1. Согласно примеру 1.2.30 G = CFω(g),
где ω-композиционный спутник g таков, что g(a) = G для всех a ∈
∈ ω ∪ {ω′}. Поэтому формация G разрешимо ω-насыщенна.

Пусть n > 1 и при n − 1 утверждение верно. Согласно при-
меру 1.2.30 G = CFω(g), где ω-композиционный спутник g таков,
что g(a) = G для всех a ∈ ω ∪ {ω′}. По индукции формация
G = g(p) (n − 1)-кратно разрешимо ω-насыщенна. Следовательно,
ω-композиционный спутник g cωn−1-значен. Значит, формация G n-
кратно разрешимо ω-насыщенна. Кроме того, формация G наслед-
ственна, а значит, τ -замкнута для любого подгруппового функтора
τ.

Итак, cτωn
— полная решетка формаций, в которой наибольший

элемент — формация всех групп G. Теорема доказана.

Аналогично теореме 1.6.3 доказывается следующая теорема.

1.6.4 Теорема Совокупность всех τ -замкнутых тотально раз-

решимо ω-насыщенных формаций cτω∞
является полной решеткой

формаций, в которой наибольшим элементом является класс всех

групп G, а для произвольного множества τ -замкнутых тотально

разрешимо ω-насыщенных формаций {Fi | i ∈ I}

∧τ
ω∞

(Fi | i ∈ I) =
⋂

i∈I

Fi — точная нижняя грань и

∨τ
ω∞

(Fi | i ∈ I) — точная верхняя грань.

1.6.5 Лемма ([54, лемма 2.1]). Пусть F = CFω(F ) — τ -замкнутая

n-кратно разрешимо ω-насыщенная формация, n > 1. Тогда спут-

ник F cτωn−1
-значен.

Доказательство. Согласно лемме 1.2.42 достаточно лишь про-
верить, что для любого p ∈ P и для всякой τ -замкнутой n-кратно
разрешимо ω-насыщенной формации H (n > 0) формация M = NpH

является τ -замкнутой n-кратно разрешимо ω-насыщенной.
Заметим, что поскольку для любого p ∈ P формация NpH τ -за-

мкнута, где H — τ -замкнутая формация, то в случае n = 0 утвер-
ждение верно.

Пусть n > 0 и при n − 1 утверждение леммы верно. Покажем
сначала, что формация M n-кратно разрешимо ω-насыщенна. Пусть
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H = CFω(h), где h — внутренний ω-композиционный cτωn−1
-значный

спутник. Формация Np имеет такой внутренний ω-композиционный
спутник f, что

f(p) = (1), f(ω′) = (1) и f(q) = ∅

для всех q ∈ ω \ {p}. Нетрудно показать, что формация M имеет
такой спутник m, что

m(ω′) = M, m(p) = H и m(q) = ∅

для всех q ∈ ω\{p} (см. теорему 2.3.1). Но согласно предположению
M = NpH — (n − 1)-кратно разрешимо ω-насыщенная формация.
Значит, ω-композиционный спутник F cωn−1-значен.

Согласно лемме 1.6.2 ω-композиционный спутник F cτωn−1
-значен.

Лемма доказана.

Для тривиального подгруппового функтора τ справедливо

1.6.6 Следствие ([209, теорема 3]). Пусть F = CFω(F ) — n-кра-

тно разрешимо ω-насыщенная формация, n > 1. Тогда ω-компози-

ционный спутник F cωn−1-значен.

В случае ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
получаем

1.6.7 Следствие. Пусть F = CFω(F ) — n-кратно разрешимо на-

сыщенная формация, n > 1. Тогда композиционный спутник F
cn−1-значен.

1.6.8 Лемма. При любом натуральном n справедливо равенство

(cτωn−1
)ωc = cτωn

.

Доказательство. Пусть F ∈ (cτωn−1
)ωc. Тогда по определению

формация F имеет такой ω-композиционный спутник f, каждое
непустое значение которого принадлежит решетке cτωn−1

. Это озна-
чает, что формация F n-кратно разрешимо ω-насыщенна. Покажем,
что формация F τ -замкнута. Пусть H ∈ τ(G), где G ∈ F. Пусть
p ∈ ω ∩ π(Com(H)). Тогда поскольку для любого a ∈ ω ∪ {ω′} фор-
мация f(a) τ -замкнута, то

H/Rω(H) ∼= H/(Rω(G) ∩H) ∼= HRω(G)/Rω(G) ∈ f(ω′)
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и
H/Cp(H) ∼= H/HGcp

∼= H/(GGcp
∩H) ∼= HGGcp

/GGcp
∼=

∼= HCp(G)/Cp(G) ∈ f(p).

Итак, H/Rω(H) ∈ f(ω′) и для любого p ∈ ω ∩ π(Com(H)) имеет
место H/Cp(H) ∈ f(p). Следовательно, H ∈ F. Таким образом,
формация F τ -замкнута. Значит, F ∈ cτωn

. Следовательно, (cτωn−1
)ωc ⊆

⊆ cτωn
.

Пусть теперь F ∈ cτωn
, F — канонический ω-композиционный спут-

ник формации F. Очевидно, F (ω′) = F ∈ cτωn−1
. Заметим, что для

любого p ∈ ω∩π(Com(F)) имеет место F (p) ∈ cτωn−1
. Действительно,

ввиду леммы 1.6.6 имеет место F (p) ∈ cωn−1
. Согласно лемме 1.6.2

формация F (p) τ -замкнута, где p ∈ ω ∩ π(F).
Итак, формация F (a) τ -замкнута для всех a ∈ ω ∪ {ω′}. Значит,

F (a) ∈ cτωn−1
. Следовательно, F ∈ (cτωn−1

)ωc. Значит, cτωn
⊆ (cτωn−1

)ωc.
Лемма доказана.

Ввиду леммы 1.6.8 из леммы 1.2.37 вытекает следующий резуль-
тат.

1.6.9 Лемма ([327, лемма 8]). Пусть X — такая непустая сово-

купность групп, что F = cτωn
formX, где n > 1, π = ω∩π(Com(X)),

и пусть f — минимальный ω-композиционный cτωn−1
-значный спут-

ник формации F. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) f(ω′) = cτωn−1

form(G/Rω(G) | G ∈ X);
2) f(p) = cτωn−1

form(G/Cp(G) | G ∈ X) для всех p ∈ π;
3) f(p) = ∅ для всех p ∈ ω \ π;
4) если F = CFω(h) и спутник h cτωn−1

-значен, то для всех p ∈ π
имеет место

f(p) = cτωn−1
form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1)

и

f(ω′) = cτωn−1
form(G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1);

5) ω ∩ π(Com(X)) = ω ∩ π(Com(F)).

В случае ω = P справедливо

1.6.10 Следствие. Пусть X — непустая совокупность групп та-

кая, что F = cτnformX, где n > 1, π = π(Com(X)), и пусть f —

минимальный ω-композиционный cτn−1-значный спутник формации

F. Тогда справедливы следующие утверждения:
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1) f(p) = cτn−1form(G/Cp(G) | G ∈ X) для всех p ∈ π;
2) f(p) = ∅ для всех p ∈ P \ π;
3) если F = CF (h) и спутник h является cτn−1-значным, то для

всех p ∈ π имеет место

f(p) = cτn−1form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1);

4) π(Com(X)) = π(Com(F)).

Если τ — тривиальный подгрупповой функтор, то получаем сле-
дующее утверждение.

1.6.11 Следствие ([209, лемма 11]). Пусть X — непустая сово-

купность групп такая, что F = cωnformX, где n > 1, π = ω ∩
∩ π(Com(X)), и пусть f — минимальный ω-композиционный cωn−1-

значный спутник формации F. Тогда справедливы следующие ут-

верждения:
1) f(ω′) = cωn−1form(G/Rω(G) | G ∈ X);
2) f(p) = cωn−1form(G/Cp(G) | G ∈ X) для всех p ∈ π;
3) f(p) = ∅ для всех p ∈ ω \ π;
4) если F = CFω(h) и спутник h является cωn−1-значным, то для

всех p ∈ π имеет место

f(p) = cωn−1form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1)

и

f(ω′) = cωn−1form(G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1);

5) ω ∩ π(Com(X)) = ω ∩ π(Com(F)).

В случае ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
справедливо такое утверждение.

1.6.12 Следствие. Пусть X — непустая совокупность групп, та-

кая что F = cnformX, где n > 1, π = π(Com(X)), и пусть f —

минимальный ω-композиционный cn−1-значный спутник формации

F. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) f(p) = cn−1form(G/Cp(G) | G ∈ X) для всех p ∈ π;
2) f(p) = ∅ для всех p ∈ P \ π;
3) если F = CF (h) и спутник h является cn−1-значным, то для

всех p ∈ π имеет место

f(p) = cn−1form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1);

4) π(Com(X)) = π(Com(F)).
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При n = 1 и ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
справедливо

1.6.13 Следствие ([198, теорема]). Пусть X — непустая совокуп-

ность групп, такая что F = cformX, π = π(Com(X)), и пусть

f — минимальный композиционный спутник формации F. Тогда

справедливы следующие утверждения:
1) f(p) = form(G/Cp(G) | G ∈ X) для всех p ∈ π;
2) f(p) = ∅ для всех p ∈ P \ π;
3) если F = CF (h), то для всех p ∈ π имеет место

f(p) = form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1);

4) π(Com(X)) = π(Com(F)).

1.7 Решетки n-кратно ω-локальных классов Фиттинга

Всякий класс Фиттинга считается 0-кратно ω-локальным. При
n > 1 класс Фиттинга F называется n-кратно ω-локальным [206],
если F = LRω(f), где все значения ω-локальной H-функции f явля-
ются (n− 1)-кратно ω-локальными классами Фиттинга. Класс Фит-
тинга F называется тотально ω-локальным [206], если он n-кратно
ω-локален для всех целых неотрицательных n.

Пусть lnω — совокупность всех n-кратно ω-локальных классов
Фиттинга и l∞ω — совокупность всех тотально ω-локальных классов
Фиттинга.

Если ω = P, то вместо lnP мы пишем ln, обозначая совокупность
всех n-кратно локальных классов Фиттинга, а вместо l∞P мы пишем
l∞, обозначая совокупность всех тотально локальных классов Фит-
тинга.

Если n = 1, то вместо символа l1ω будем использовать символ lω
для обозначения совокупности всех ω-локальных классов Фиттинга.

При ω = {p} и n = 1 вместо символа lp1 будем использовать
символ lp для обозначения совокупности всех p-локальных классов
Фиттинга.

При n = 1 и ω = P мы пишем l1 для совокупности всех локальных
классов Фиттинга.

1.7.1 Замечание. Пусть класс Фиттинга M содержится в Gω′. То-
гда ввиду примера 1.3.3 класс M тотально ω-локален. В частности,
тотально ω-локальны классы ∅ и (1). Из примера 1.3.4 следует, что
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класс Фиттинга Gπ тотально ω-локален для любых непустых под-
множеств π и ω множества P.

Пусть F — класс Фиттинга, фигурирующий в примере 1.3.6. Пусть
f — минимальная ω-локальная H-функция класса F. Тогда f(ω′) ⊆
⊆ Gω′ и f(p) = (1) для всех p ∈ ω согласно лемме 1.3.9. Следова-
тельно, класс F тотально ω-локален. Итак, ∅, (1), Gπ, M ⊗ Nω ∈

∈ l∞ω =
∞
⋂

n=1
lnω.

Пусть Θ — полная решетка классов Фиттинга. Для произвольной
совокупности классов Фиттинга из Θ {Fi | i ∈ I} полагают

∨Θ(Fi | i ∈ I) = Θfit

(

⋃

i∈I

Fi

)

,

в частности,
M ∨ΘH = Θfit(M ∪ H).

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность Θ-значных функций
вида

fi : ω ∪ {ω′} → {классы Фиттинга}.

Тогда через ∨Θ(fi | i ∈ I) обозначают такую функцию f, что

f(ω′) = Θfit

(

⋃

i∈I

fi(ω
′)

)

,

в частности,

(

f1 ∨
Θf2

)

(ω′) = Θfit
(

f1(ω
′) ∪ f2(ω

′)
)

и при p ∈ ω имеет место

f(p) = Θfit

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

,

в частности,
(

f1 ∨
Θf2

)

(p) = Θfit
(

f1(p) ∪ f2(p)
)

,

если по крайней мере один из классов Фиттинга fi(p) 6= ∅. Если же
fi(p) = ∅ для всех i ∈ I, то полагают f(p) = ∅.

В дальнейшем, когда Θ = lnω или Θ = l∞ω , вместо символов ∨lnω,
∨l∞ω будем соответственно писать ∨n

ω, ∨
∞
ω .
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Таким образом, для произвольной совокупности n-кратно ω-ло-
кальных классов Фиттинга {Fi | i ∈ I} полагают

∨n
ω(Fi | i ∈ I) = lnωfit

(

⋃

i∈I

Fi

)

,

в частности,
M ∨ n

ωH = lnωfit(M ∪ H).

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность lnω-значных функций
вида

fi : ω ∪ {ω′} → {классы Фиттинга}.

Тогда через ∨n
ω(fi | i ∈ I) обозначают такую функцию f, что

f(ω′) = lnωfit

(

⋃

i∈I

fi(ω
′)

)

,

в частности,

(

f1 ∨
n
ωf2

)

(ω′) = lnωfit
(

f1(ω
′) ∪ f2(ω

′)
)

и при p ∈ ω имеет место

f(p) = lnωfit

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

,

в частности,
(

f1 ∨
n
ωf2

)

(p) = lnωfit
(

f1(p) ∪ f2(p)
)

,

если по крайней мере один из классов Фиттинга fi(p) 6= ∅. Если же
fi(p) = ∅ для всех i ∈ I, то полагают f(p) = ∅.

1.7.2 Теорема Совокупность всех n-кратно ω-локальных классов

Фиттинга lnω является полной решеткой классов Фиттинга, в ко-

торой наибольшим элементом является класс всех групп G, а для

произвольного множества n-кратно ω-локальных классов Фит-

тинга {Fi | i ∈ I}

∧n
ω(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi — точная нижняя грань и

∨n
ω(Fi | i ∈ I) — точная верхняя грань.
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Доказательство. Отметим, что совокупность всех n-кратно
ω-локальных классов Фиттинга lnω частично упорядочена относи-
тельно включения ⊆ . Покажем сначала, что такое частично упо-
рядоченное множество является решеткой.

Пусть {Fi | i ∈ I} — произвольное непустое множество n-кратно
ω-локальных классов Фиттинга, и fi — ω-локальная ln−1

ω -значная
H-функция класса Фиттинга Fi, i ∈ I. Пусть F =

⋂

i∈I
Fi. Проведем

индукцию по n. Пусть n = 1. Тогда по лемме 1.3.8 F = LRω(f), где
f — такая ω-локальная H-функция, что

f(a) =
⋂

i∈I

fi(a), a ∈ ω ∪ {ω′}

и, тем самым, класс Фиттинга F ω-локален. Таким образом,

F = ∧1
ω(Fi | i ∈ I) = ∧ω(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi

и, как отмечено выше,

∨1
ω(Fi | i ∈ I) = ∨ω(Fi | i ∈ I) = l1ωfit

(

⋃

i∈I

Fi

)

= lωfit

(

⋃

i∈I

Fi

)

.

Итак, совокупность всех ω-локальных классов Фиттинга lω является
решеткой.

Пусть теперь n > 1 и при n − 1 лемма верна. Снова применяя
лемму 1.3.8, получаем F = LFω(f), где ω-локальная H-функция f
— такова, что f(a) =

⋂

i∈I

fi(a), a ∈ ω∪{ω′}. По индукции f(a) ∈ ln−1
ω ,

т. е. H-функция f ln−1
ω -значна. Значит, согласно определению, класс

Фиттинга F является n-кратно ω-локальным.
Таким образом, совокупность всех n-кратно ω-локальных классов

Фиттинга lnω является решеткой классов Фиттинга, а для произволь-
ного множества n-кратно ω-локальных классов Фиттинга {Fi | i ∈
∈ I}

∧n
ω(Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi — точная нижняя грань и,

как отмечено выше,

∨n
ω(Fi | i ∈ I) = lnωfit

(

⋃

i∈I

Fi

)

— точная верхняя грань.

Докажем теперь, что lnω — полная решетка. Для этого достаточно
показать, что класс всех групп G является наибольшим элементом
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решетки lnω. Докажем сначала, что класс Фиттинга G n-кратно ω-ло-
кален для всех целых неотрицательных n. Проведем индукцию по n.
Пусть n = 1. Согласно примеру 1.3.4 G = LRω(g), где ω-локальная
H-функция g такова, что

g(a) =

{

(1), если a = ω′,

G, если a = p ∈ ω.

Поэтому класс Фиттинга G ω-локален.
Пусть n > 1 и при n − 1 утверждение верно. Согласно приме-

ру 1.3.4 G = LRω(g), где ω-локальная H-функция g такова, что

g(a) =

{

(1), если a = ω′,

G, если a = p ∈ ω.

По индукции класс Фиттинга G = g(p) (n − 1)-кратно ω-локален.
Следовательно, H-функция g ln−1

ω -значна. Значит, класс Фиттинга
G n-кратно ω-локален.

Итак, lnω — полная решетка формаций, в которой наибольший эле-
мент — класс всех групп G. Теорема доказана.

Аналогично теореме 1.7.2 доказывается следующая теорема.

1.7.3 Теорема Совокупность всех тотально ω-локальных клас-

сов Фиттинга l∞ω является полной решеткой классов Фиттинга,
в которой наибольшим элементом является класс всех групп G,
а для произвольного множества тотально ω-локальных классов

Фиттинга {Fi | i ∈ I}

∧∞
ω (Fi | i ∈ I) =

⋂

i∈I

Fi — точная нижняя грань и

∨∞
ω (Fi | i ∈ I) — точная верхняя грань.

1.7.4 Лемма. Пусть F = LRω(F ) — n-кратно ω-локальный класс

Фиттинга, n > 1. Тогда H-функция F является ln−1
ω -значной.

Доказательство. Ввиду леммы 1.3.15 нам достаточно лишь про-
верить, что для любого числа p ∈ ω и всякого n-кратно ω-локального
класса Фиттинга H (n > 0) класс Фиттинга M = HNp является так-
же n-кратно ω-локальным.

78

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Понятно, что при n = 0 утверждение леммы верно. Пусть n >
> 0. Предположим, что доказываемое утверждение верно для n−1.
Пусть f — такая H-функция, что f(ω′) = HNp и

f(q) =

{

HNp, если q = p,

ln−1
ω fit(H(F q)), если q ∈ ω \ {p}.

Пусть M = LRω(f) и F = HNp. Покажем, что M = F. Пусть G ∈ F,
т. е. G/GH ∈ Np. Тогда ввиду леммы 1.2.5

F q(G) = F q(GH) ∈ f(q)

для всех q ∈ ω \ {p}. Кроме20:59 01.04.2013 того,

F p(G) ∈ f(p) и Gωd ∈ f(ω′).

Значит, G ∈ M, и, следовательно, F ⊆ M.
Предположим, что M 6⊆ F и G — группа минимального поряд-

ка из M \ F с комонолитом R = GF. Предположим, что G/R —
p′-группа. Если G/R — ω′-группа, то

Gωd = G ∈ F = f(ω′).

Полученное противоречие показывает, что ω ∩ π(G/R) 6= ∅. Пусть
q ∈ ω∩π(G/R). Если G/R — неабелева группа, то ввиду леммы 1.3.9
имеют место соотношения

F q(G) = G ∈ f(q) = ln−1
ω fit(H(F q)) ⊆ H ⊆ F;

противоречие. Таким образом, G/R — q-группа и

Oq(G) = F q(G) ∈ ln−1
ω fit(H(F q)).

С другой стороны, из лемм 1.3.9 и 1.3.11 вытекает, что

G ∈ ln−1
ω fit(H(F q))Nq ⊆ H ⊆ F.

Полученное вновь противоречие показывает, что p ∈ π(G/R). Если
G/R — p-группа, то

G ∈ (HNp)Np = H(NpNp) = F.

Значит, G — неабелева группа и, следовательно, F p(G) = G. Поэто-
му G ∈ HNp = F. Противоречие. Таким образом, M ⊆ F, откуда
F = M.

79

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Согласно предположению, класс HNp является (n−1)-кратно ло-
кальным, а значит, H-функция f ln−1

ω -значной. Следовательно, F ∈
∈ lnω. Лемма доказана.

В случае ω = P получаем

1.7.5 Следствие. Пусть F = LR(F ) — n-кратно локальный класс

Фиттинга, n > 1. Тогда H-функция F является ln−1-значной.

1.7.6 Лемма. При любом натуральном n справедливо равенство

(ln−1
ω )ω = lnω.

Доказательство. Пусть F ∈ (ln−1
ω )ω. Тогда по определению

класс Фиттинга F имеет такую ω-локальную H-функцию f, каж-
дое значение которой принадлежит решетке ln−1

ω . Это означает, что
класс Фиттинга F n-кратно ω-локален, т. е. F ∈ lnω. Следовательно,
(ln−1
ω )ω ⊆ lnω.
Пусть теперь F ∈ lnω, и F — ln−1

ω -каноническая ω-локальная H-
функция класса Фиттинга F. Согласно лемме 1.7.4 имеет место
F (a) ∈ ln−1

ω для всех a ∈ ω ∪ {ω′}. Следовательно, F ∈ (ln−1
ω )ω.

Значит, lnω ⊆ (ln−1
ω )ω. Лемма доказана.

Ввиду леммы 1.7.6 из леммы 1.3.9 вытекает следующий результат.

1.7.7 Лемма. Пусть X — такая непустая совокупность групп,

что F = lnωfitX, где n > 1, и пусть f — минимальная ω-локальная

ln−1
ω -значная H-функция класса F. Тогда справедливы следующие

утверждения:
1) f(ω′) = ln−1

ω fit(Gωd | G ∈ X);
2) f(p) = ln−1

ω fit
(

X(F p)
)

для всех p ∈ ω;
3) F = LFω(h), где h(ω′) = F и h(p) = f(p) для всех p ∈ ω;
4) π(X) = π(F).

Если ω = P, то получаем следующее утверждение.

1.7.8 Лемма. Пусть X — такая непустая совокупность групп,

что F = lnfitX, где n > 1, и пусть f — минимальная ω-локальная

ln−1-значная H-функция класса F. Тогда справедливы следующие

утверждения:
1) f(p) = ln−1fit

(

X(F p)
)

для всех p ∈ P;
2) π(X) = π(F).

При n = 1 и ω = P получаем
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1.7.9 Следствие. Пусть X — непустая совокупность групп, та-

кая что F = l1fitX = lfitX, где n > 1, и пусть f — минимальная

локальная H-функция класса F. Тогда справедливы следующие ут-

верждения:
1) f(p) = fit

(

X(F p)
)

для всех p ∈ P;
2) π(X) = π(F).
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Глава 2

ПРОИЗВЕДЕНИЯ ФОРМАЦИЙ И
КЛАССОВ ФИТТИНГА

2.1 Произведение n-кратно ω-насыщенных формаций

Пусть F и H — формации. Напомним, что формационным произ-
ведением F и H называется класс групп

F ◦ H = (G | GH ∈ F).

Везде в дальнейшем вместо записи F ◦ H мы будем использовать
также более краткую запись FH, когда из контекста понятно, что
задано формационное произведение F и H.

В работах [226, 227] Л.А. Шеметков описал спутники произведе-
ний насыщенных формаций. В данном параграфе некоторые резуль-
таты упомянутых работ распространяются на ω-насыщенные фор-
мации.

2.1.1 Теорема ( [206, теорема 7]). Пусть F = MH, где M =
= LFω(m), H = LFω(h) и спутники m и h являются внутренними.

Тогда F — ω-насыщенная формация и F = LFω(f), где

f(a) =











F, если a = ω′,

m(p)H, если a = p ∈ ω ∩ π(M),

h(p), если a = p ∈ ω \ π(M).

Доказательство. Ввиду теоремы 1.2.7 и леммы 1.2.15 достаточ-
но показать, что соотношения

F(Fp) ⊆ f(p) ⊆ NpF(Fp) ⊆ F

выполняются для всех p ∈ ω.
Пусть G ∈ F, p ∈ ω ∩ π(G) и Fp = Fp(G). Тогда

GHFp/Fp = (G/Fp)
H ∼= GH/(GH ∩ Fp) = GH/Fp(G

H).

Предположим, что p /∈ π(M). В этом случае GH ⊆ Fp и

G/Fp
∼= (G/GH)/Fp(G/GH) ∈ h(p) = f(p).
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Итак, для всех q ∈ ω \ π(M) имеет место включение F(Fp) ⊆ f(p)
и, в частности,

NpF(Fp) ⊆ Npf(p) = Nph(p) ⊆ H ⊆ F.

Пусть p ∈ ω ∩ π(M). Тогда f(p) = m(p)H. Поскольку

(G/Fp)
H ∼= GH/Fp(G

H) ∈ m(p),

заключаем, что G/Fp ∈ m(p)H. Следовательно, F(Fp) ⊆ m(p)H,
откуда

NpF(Fp) ⊆ Np(m(p)H) = (Npm(p))H ⊆ MH = F.

Итак, для всех p ∈ ω имеет место включение NpF(Fp) ⊆ F, т. е. фор-
мация F является ω-насыщенной. Заметим, что попутно мы устано-
вили включение F(Fp) ⊆ f(p) для всех p ∈ ω.

Предположим, что m(p)H 6⊆ NpF(Fp) для некоторого числа p ∈
∈ ω ∩ π(M), и пусть G — группа минимального порядка из m(p)H \
\NpF(Fp). Легко видеть, что p ∈ π(F). Значит, F(Fp) 6= ∅. Поэтому
G — монолитическая группа. Пусть R — монолит группы G. Тогда,
очевидно, R 6⊆ Op(G). Таким образом, если Zp — группа порядка p
и A = Zp ≀ G = [K]G, где K — база сплетения A, то K = Fp(A).
Поскольку GH ∈ m(p), получаем

GHK/K = (A/K)H ∈ m(p).

Следовательно,
A ∈ Np(m(p)H) ⊆ MH = F.

Поэтому
G ∼= A/Fp(A) ∈ F(Fp).

Полученное противоречие доказывает теорему.

2.1.2 Следствие. Пусть M = LFω(M), H = LFω(H) и F = MH.
Тогда F = LFω(f), где

f(a) =











F, если a = ω′,

M(p)H, если a = p ∈ ω ∩ π(M),

H(p), если a = p ∈ ω \ π(M).

2.1.3 Следствие ([206, следствие 9]). Если формации M и H яв-

ляются n-кратно ω-насыщенными, n > 0, то формация F = MH

также является n-кратно ω-насыщенной.

83

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Доказательство. При n = 0 утверждение следствия верно.
Предположим, что n > 0 и утверждение следствия справедливо
для n − 1. Положим M = LFω(M) и H = LFω(H). Согласно след-
ствию 2.1.2 имеет место равенство F = LFω(f), где

f(a) =











F, если a = ω′,

M(p)H, если a = p ∈ ω ∩ π(M),

H(p), если a = p ∈ ω \ π(M).

По лемме 1.5.7 для любого числа p ∈ ω обе формации M(p) и
H(p) являются (n−1)-кратно ω-насыщенными. Кроме того, согласно
предположению обе формации F и M(p)H являются (n− 1)-кратно
ω-насыщенными. Следовательно, f — lωn−1-значный спутник. След-
ствие доказано.

В случае ω = P из теоремы 2.1.1 непосредственно вытекает

2.1.4 Следствие ([226, теорема 1]). Пусть F = MH, где M =
= LF (m), H = LF (h) и спутники m и h являются внутренними.

Тогда F = LF (f), где

f(p) =











m(p)H, если p ∈ π(M),

h(p), если p ∈ π(F) \ π(M),

∅, если p ∈ P \ π(F).

2.1.5 Пример. Пусть M = Np(A ∩Nq) и H = Nq, где p 6= q. Тогда
ввиду теоремы 2.1.1 формация

F = MH =
(

Np(A ∩Nq)
)

Nq = NpNq

насыщена. С другой стороны, согласно теореме 1.2.7 формация
Np(A ∩Nq) не является q-насыщенной.

В связи с этим примером интересна следующая

2.1.6 Теорема ([206, теорема 8]). Пусть F = MH, где M и H —

формации, причем M = LFp(m) для некоторого внутреннего спут-

ника m. Формация F является p-насыщенной в том и только том

случае, когда выполняется следующее условие: либо p ∈ π(M), либо
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формация H является p-насыщенной. Более того, при выполнении

этого условия F = LFp(f), где

f(a) =











m(p′)H, если a = p′,

m(p)H, если a = p ∈ π(M),

h(p), если a = p /∈ π(M),

для некоторого внутреннего p-локального спутника h формации H.

Доказательство. Необходимость. Пусть p /∈ π(M). Тогда
F(Fp) = H(Fp) (см. доказательство теоремы 2.1.1). Следовательно,
согласно теореме 1.2.7

NpH(Fp) ⊆ F = MH.

Так как при этом H(Fp) ⊆ H и p /∈ π(M), заключаем, что NpH(Fp) ⊆
⊆ H. Ввиду теоремы 1.2.7 последнее означает, что формация H яв-
ляется p-локальной.

Достаточность. Пусть M1 = LFp(f). Покажем, что F ⊆ M1.
Предположим противное и рассмотрим группу G из F \ M1 мини-
мального порядка. Тогда GH ∈ M. Если Fp = Fp(G) и p ∈ π(GH),
то

(G/Fp)
H ∼= GH/Fp(G

H) ∈ m(p)

(см. доказательство теоремы 2.1.1). Таким образом,

G/Fp ∈ m(p)H = f(p).

Пусть p ∈ π(G) \ π(GH). Тогда GH ⊆ Fp и Fp(G/GH) = Fp/G
H.

Отсюда G/Fp ∈ H(Fp). Поэтому

G/Fp ∈ m(p)H = f(p)

при p ∈ π(M) и
G/Fp(G) ∈ h(p) = f(p)

при p /∈ π(M).
Покажем, что G/Gpd ∈ f(p′). Если R = (GH)pd = 1, то

GH ∼= GH/(GH)pd ∈ m(p′).

Поэтому
G ∈ m(p′)H = f(p′).
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Пусть R 6= 1. Тогда R ⊆ Gpd. Так как при этом Gpd/R = (G/R)pd
и в силу выбора группы G имеет место включение G/R ∈ M1, по-
лучаем

G/Gpd
∼= (G/R)/(Gpd/R) = (G/R)/(G/R)pd ∈ f(p′)

и, следовательно, G ∈ M1. Таким образом, F ⊆ M1.
Покажем теперь, что M1 ⊆ F. Пусть M1 6⊆ F и G — группа ми-

нимального порядка из M1 \F с монолитом R = GF. Предположим,
что R — p′-группа. Тогда Gpd = 1. С другой стороны, G ∈ LF (f),
откуда

G ∼= G/Gpd ∈ f(p′) = F.

Полученное противоречие показывает, что p ∈ π(R). Если R — неа-
белева группа, то Fp(G) = 1. Таким образом, G ∈ f(p) ⊆ F. Про-
тиворечие. Следовательно, R — p-группа. Отсюда Fp(G) = Op(G).
Поскольку при этом G ∈ LFp(f), заключаем, что

G/Op(G) ∈ f(p) =

{

m(p)H, если p ∈ π(M),

h(p), если p /∈ π(M).

Значит, в первом случае

G ∈ Np(m(p)H) = (Npm(p))H ⊆ MH = F.

Во втором случае
G ∈ Nph(p) ⊆ H ⊆ F.

Полученное противоречие показывает, что M1 ⊆ F. Таким образом,
F = M1. Теорема доказана.

2.1.7 Следствие. Пусть F = MH, где M и H — формации, при-

чем M является n-кратно ω-насыщенной. Формация F является

n-кратно ω-насыщенной в том и только том случае, когда форма-

ция H является n-кратно p-насыщенной для всех p ∈ ω \ π(M).

2.1.8 Следствие. Пусть F = MH, где M и H — формации, при-

чем M — насыщена. Формация F насыщена тогда и только тогда,

когда формация H является ω-насыщенной, где ω = P \ π(M).
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2.2 Произведения подформаций однопорожденных
наследственных формаций

Напомним, что факторизацией формации F называется представ-
ление F в виде произведения

F = F1 . . .Ft (t > 2) (2.1)

некоторых формаций F1, . . . ,Ft. В дальнейшем нас главным образом
будут интересовать несократимые, т. е. такие факторизации (2.1)
формации F, где

F 6= F1 . . .Fi−1Fi+1 . . .Ft

при любом i ∈ {1, ..., t}.
В 2000 году на Гомельском алгебраическом семинаре А.Н. Скибой

была поставлена следующая задача.

2.2.1 Проблема. Пусть R = MH — формационное произведение

M и H, и эта факторизация R несократима. Предположим, что

R — подформация некоторой однопорожденной наследственной на-

сыщенной формации F. Что можно сказать об R? В частности,

верно ли, что M разрешима?

При некоторых дополнительных ограничениях на R (напри-
мер, если R насыщенная (А.Н. Скиба [203, 325]); разрешимо насы-
щенная (Го Вэньбинь, А.Н. Скиба, К.П. Шам [75, 276, 279]); раз-
решимо ω-насыщенная (Го Вэньбинь, В.М. Селькин, К.П. Шам
[280]); X-насыщенная формация (А. Баллестер-Болинше, К. Кальво,
Р. Эстебан-Ромеро [11,244]) и т. д.) ответ на оба вопроса, сформули-
рованных в проблеме 2.2.1, известен.

В данном параграфе мы дадим положительный ответ на второй
из поставленных вопросов. При доказательстве основного результа-
та будем использовать некоторые идеи работ [203, 205].

Символом lsformG обозначают пересечение всех наследственных
насыщенных формаций, содержащих группу G. Символ sformG обо-
значает пересечение всех наследственных формаций, содержащих
группу G.

Доказательству теоремы предпошлем следующие леммы.

2.2.2 Лемма ([230, теорема 8.3]). Пусть F = lsformG — одно-

порожденная наследственная насыщенная формация. Тогда F =
= LF (f), где
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1) f(p) = sform(G/Fp(G)) для всех p ∈ π(G);
2) f(p) = ∅, если p ∈ P \ π(G).

2.2.3 Лемма ([203, лемма 3.1.9]). Пусть G = A ≀ B = K ⋋ B, где

K =
∏

b∈B

Ab
1 — база регулярного сплетения G, а A1 — первая копия

группы A в K. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если L — минимальная нормальная подгруппа группы G, L1

— проекция L на A1 и L1 * Z(A1), то L =
∏

b∈B

(L ∩ A1)
b;

2) если R — минимальная нормальная подгруппа группы A1 и

R * Z(A1), то R1 =
∏

b∈B

Rb — минимальная нормальная подгруппа

группы G;
3) Soc(G) ⊆

∏

b∈B

M b, где M = Soc(A1);

4) если L E G, L ⊆ K E G и M — проекция L в A1, то спле-

тение (A1/M) ≀B является гомоморфным образом фактор-группы

G/L.

2.2.4 Лемма ([203, лемма 3.1.5]). Пусть A ∈ sformG. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения:
1) exp(A) 6 exp(G);
2) порядок любого главного фактора группы A не превосхо-

дит максимального порядка среди порядков всех главных факторов

группы G;
3) если H 6 A, то c(H/HN) 6 max{c(T/TN) | T 6 G}.

2.2.5 Лемма. Пусть F = lsformG — однопорожденная наслед-

ственная насыщенная формация и пусть MH ⊆ F, где M и H —

неединичные формации. Тогда если B ∈ H и существует простое

число p такое, что p|G| | exp(B), то |A| = p для всех простых

групп A ∈ M.

Доказательство. По лемме 2.2.2, F = LF (f), где

f(p) =

{

sform(G/Fp(G)), если p ∈ π(G),

∅, если p ∈ P \ π(G).

Пусть, кроме того, B = B1 × . . . × B|G|, где B1
∼= . . . ∼= B|G| —

неединичные группы из H.

88

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Пусть B ∈ H и p|G| | exp(B) для некоторого простого p. Предпо-
ложим, что |A| = q 6= p для некоторой простой группы A ∈ M.

Пусть D = A ≀ B = K ⋋ B, где K — база сплетения D. По пред-
положению p|G| делит экспоненту B. Тогда B обладает собствен-
ной циклической подгруппой H и |H| = p|G|. Легко видеть, что
KOq(B) = Oq(D) = Fq(D) и KOq(B) ∩ H = 1. Поскольку D ∈ F,
KOq(B) ∩H = 1 и KOq(B) = Oq(D) = Fq(D), то

H ∼= H/(KOq(B) ∩H) ∼= (HKOq(B))/(KOq(B)) 6

6 D/(KOq(B)) = D/Oq(D) = D/Fq(D) ∈ f(q) = sform(G/Fq(G)).

Так как H ∈ sform(G/Fq(G)), то по лемме 2.2.4 (1) заключаем, что
exp(H) | exp(G/Fq(G)). Значит,

exp(H) 6 exp(G/Fq(G)) и p|G| = exp(H) = |H| 6 |G|.

Очевидно, |H| = p|G| > |G|, противоречие. Следовательно, q = p.
Лемма доказана.

2.2.6 Лемма ([264, гл. A, лемма 18.2]). Пусть W = X ≀G. Предпо-

ложим, что Y ⊳ X. Тогда W/Y ♮ ∼= (X/Y ) ≀G.

2.2.7 Лемма ([264, гл. IV, предложение 1.5]). Пусть H/K — глав-

ный фактор группы G, и пусть G ∈ F для некоторой формации F.
Тогда (H/K)⋋ (G/CG(H/K)) ∈ F.

2.2.8 Лемма. Пусть F = MH — произведение неединичных фор-

маций M и H. Предположим, что каждая простая группа из M

абелева. Тогда если существует группа A ∈ M и некоторое нату-

ральное число n такое, что для каждой группы B ∈ H (|B| > n)
H-радикал регулярного сплетения T = A≀B не содержится подпря-

мо в базе сплетения T, то существует группа Zp простого порядка

p и группа D экспоненты превосходящей pn такая, что Zp ∈ M∩H

и D ∈ H.

Доказательство. Пусть D1
∼= . . . ∼= Dn — неединичные груп-

пы из H. Пусть B1 = D1 × . . . × Dn и G1 = A ≀ B1 = K ⋋ B1,
где K — база регулярного сплетения G1. Поскольку согласно усло-
вию GH

1 не содержится подпрямо в K, по лемме 2.2.3 (4) существует
нормальная подгруппа M(B1) группы A такая, что A/M(B1) — про-
стая группа и B2 = (A/M(B1)) ≀ B1 — гомоморфный образ группы
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G1/G
H
1 ∈ H. Аналогично, существует нормальная подгруппа M(B2)

группы A такая, что A/M(B2) — простая группа, и группа B3 =
= (A/M(B2)) ≀B2 является гомоморфным образом группы G2/G

H
2 ∈

∈ H, где G2 = A ≀B2 и т. д. Поскольку A ∈ M, то все группы после-
довательности A/M(B1), A/M(B2), . . . , A/M(Bn), . . . принадлежат
формации M. Ввиду условия теоремы каждая простая группа из M
абелева. Поскольку |A| < ∞ и существует простое число p и беско-
нечная последовательность индексов i1, i1, . . . , in, . . . такая, что для
всех j = 1, 2, . . . и порядок группы A/M(Bij) равен p.

Пусть Zp — группа простого порядка p, и пусть T1 = Zp, T2 = Zp≀
≀T1, . . . , Tn = Zp≀Tn−1, . . . . Покажем, что для любого i существует ин-
декс j такой, что группа Ti изоморфна некоторой подгруппе группы
Bij . Если i = 1, то результат очевиден. Если i > 1, то предположим,
что j — такой индекс, что группа Ti−1 изоморфна подгруппе груп-
пы Bij . Но по лемме 2.2.6 известно, что Ti = Zp ≀ Ti−1 изоморфна
подгруппе группы Bij+1

= (A/M(Bij)) ≀Bij . Следовательно, для лю-
бого натурального i существует натуральное число j такое, что Ti

изоморфна подгруппе группы Bj ∈ H.
Пусть теперь P — p-группа и l — длина ее композиционного ря-

да. Проведем индукцию по l. В этом случае по лемме 2.2.6 и в силу
индукции по l мы можем заключить, что группа P изоморфна под-
группе некоторой группы Ti ∈ H. Значит, существует группа T ∈ H

такая, что exp(T ) > pn. Наконец, поскольку B2 = (A/M(B1)) ≀B1 ∈
∈ H и Z(B2) 6= 1, то по лемме 2.2.7 Zp ∈ H. Лемма доказана.

Применяя рассуждения, используемые при доказательстве [75,
теорема 1] (см. также [279, теорема 4.1]), получаем следующее утвер-
ждение.

2.2.9 Лемма. Пусть F = MH, где M и H — формации и NpH =
= H для некоторого простого p. Если для каждой простой группы

A ∈ M имеет место |A| = p, то F = H.

Используя снова соображения, применяемые при доказательстве
[75, теорема 1] (см. также [279, теорема 4.1]), можно установить спра-
ведливость следующей леммы.

2.2.10 Лемма. Пусть p — простое число и F = MH, где каждая

простая в M группа имеет порядок p. Тогда G = AH ≀ (A/AH) ∈ F

для всех групп A ∈ F.
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2.2.11 Лемма ([203, лемма 3.5.20]). Пусть G — группа и R — ми-

нимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда если R — эле-

ментарная абелева p-группа, то G ∈ sform(Zp ≀ (G/R)).

Основным результатом данного параграфа является следующая
теорема, которая дает ответ на второй из вопросов проблемы 2.2.1
поставленной А.Н. Скибой в 2000 году на Гомельском алгебраиче-
ском семинаре.

2.2.12 Теорема Пусть F — однопорожденная наследственная на-

сыщенная формация и пусть MH ⊆ F, где M и H — неединичные

формации. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) любая простая группа в M абелева;
2) если H 6= MH, то M разрешима.

Доказательство. По лемме 2.2.2, F = LF (f), где

f(p) =

{

sform(G/Fp(G)), если p ∈ π(G),

∅, если p ∈ P \ π(G).

Пусть, кроме того, B = B1× . . .×B|G|, где B1
∼= . . . ∼= B|G| — нееди-

ничные группы из H. Проведем доказательство следующим образом.
Пусть A — простая группа из M и D = A ≀ B = K ⋋B, где K —

база регулярного сплетения D. Ясно, что D ∈ MH. Следовательно,
D ∈ F.

Предположим, что A — неабелева группа. Тогда согласно лем-
ме 2.2.3 (2), (3) D — монолитическая группа с монолитом K. Пусть
q ∈ π(K). Тогда, очевидно, Fq(D) = 1. Поскольку D ∈ F, то

D/Fq(D) ∼= D ∈ f(q) = sform(G/Fq(G)),

но это невозможно ввиду леммы 2.2.4 (2). Итак, каждая простая
группа из M абелева.

Предположим, что M содержит некоторые неразрешимые груп-
пы, и пусть A — неразрешимая группа минимального порядка из
M. Тогда, очевидно, что A обладает единственной минимальной
нормальной подгруппой P. Легко видеть, что P неабелева и A/P
разрешима. Ввиду леммы 2.2.5 имеет место P 6= A.

Докажем теперь следующие утверждения:

(1) Для каждой группы B ∈ H такой, что |B| > |G|, H-радикал

регулярного сплетения T = A ≀ B не содержится подпрямо в базе

сплетения T.
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Действительно, если T = A ≀B = K⋋B, где K — база сплетения
T, то по лемме 2.2.3 (2) T — монолитическая группа с монолитом
L = P ♮ =

∏

b∈BP
b
1 , где P1 — монолит первой копии A1 группы A

в K. Предположим, что T ∈ MH. Тогда T ∈ F. Следовательно,
Fp(T ) = 1 и поэтому

T ∼= T/Fp(T ) ∈ f(p) = sform(G/Fp(G)),

но это невозможно ввиду леммы 2.2.4 (2). Значит, T /∈ MH. Таким
образом, H-радикал регулярного сплетения T = A ≀B не содержится
подпрямо в базе сплетения T.

(2) Существует группа Zp простого порядка p и группа B, экс-

понента которой превосходит p|G|, причем Zp ∈ M ∩ H и B ∈ H.

Согласно доказанному выше, каждая простая группа из M абе-
лева. Пусть теперь B — такая группа из H, что |B| > |G|. Пусть
T = A ≀B = K⋋B, где K — база регулярного сплетения T. Предпо-
ложим, что TH содержится подпрямо в K. Тогда поскольку A ∈ M,
то TH ∈ M. Значит, T ∈ MH, что противоречит утверждению (1).
Следовательно, TH не содержится подпрямо в K. Теперь согласно
лемме 2.2.8 и ввиду доказанного утверждения (1) мы заключаем,
что утверждение (2) имеет место.

(3) Для каждой группы T ∈ MH имеет место TH ≀(T/TH) ∈ F.

Действительно, согласно утверждению (2) и лемме 2.2.5, получа-
ем |H| = p для любой простой группы H из M. Теперь, используя
лемму 2.2.10, мы заключаем, что утверждение (3) имеет место.

(4) NpH = H.

Предположим, что NpH 6⊆ H, и пусть B — группа минимального
порядка из NpH \ H. Пусть R = BH — монолит группы B. Тогда,
очевидно, что R — абелева p-группа. Значит, согласно лемме 2.2.11
имеем B ∈ sform(Zp ≀ (B/R)), где Zp — группа простого порядка p.
Поэтому Zp ≀(B/R) /∈ H. Пусть T = A ≀(B/R) = K⋋(B/R), где K —
база регулярного сплетения T. Поскольку P — неабелева группа и
P — единственная минимальная нормальная подгруппа группы A,
то по лемме 2.2.3 (2) мы заключаем, что группа T монолитична и
ее монолит L = P ♮ =

∏

b∈B/R

P b
1 , где P1 — монолит первой копии

группы A в K. По лемме 2.2.11 и из того, что A ∈ M, получаем,
что TH содержится подпрямо в K ∈ M. Значит, T ∈ F. Пусть D =
= T |G| = T1 × T2 × . . . × T|G|, где T1

∼= T2
∼= . . . ∼= T|G|

∼= T. Тогда,
очевидно, что D ∈ F и поэтому, согласно утверждению (3), имеет
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место E = DH ≀ (D/DH) ∈ F. Легко видеть, что DH ⊆ TH
1 × TH

2 × . . .
. . . × TH

|G|. Следовательно, |D/DH| > |T/TH||G|. Так как Zp ∈ H, то

R 6= B. Отсюда получаем |T/TH| > 1 и поэтому t = |D/DH| > |G|.
Очевидно, TH 6= 1. Легко видеть, что Soc(D) = L1 × L2 × . . .×L|G|,
где Li — монолит группы Ti.

Покажем теперь, что каждая минимальная нормальная подгруп-
па группы DH неабелева. Действительно, пусть Q — минимальная
нормальная подгруппа группы DH. Предположим, что Q — q-груп-
па. Тогда Oq(D

H) 6= 1. Поскольку Oq(D
H) char DH и DH ⊳ D, то

Oq(D
H) ⊳ D. Последнее означает, что D обладает такой минималь-

ной нормальной подгруппой N, что N ⊆ Oq(D
H). Противоречие.

Таким образом, каждая минимальная нормальная подгруппа
группы DH неабелева. Следовательно, по лемме 2.2.3 (3) существу-
ет минимальная нормальная подгруппа N группы E такая, что N
неабелева и |N | > t > |G|.

Пусть p ∈ π(N). Тогда Fp(E) ∩ N = 1. Ввиду E-изоморфизма
N ∼= NFp(E)/Fp(E) мы заключаем, что E/Fp(E) обладает таким
главным фактором NFp(E)/Fp(E), что |NFp(E)/Fp(E)| > t.

Поскольку E ∈ F, то

E/Fp(E) ∈ f(p) = sform(G/Fp(G)).

Имеем |N | > |P |t > |G|, что невозможно ввиду леммы 2.2.4 (2).
Значит, NpH ⊆ H, и, следовательно, NpH = H. Тем самым мы уста-
новили справедливость утверждения (4).

Согласно лемме 2.2.9, заключаем, что MH = H. Полученное про-
тиворечие показывает, что M — разрешимая формация. Теорема
доказана.

2.2.13 Следствие. Если MH — несократимое формационное про-

изведение M и H, причем MH ⊆ F для некоторой однопорожденной

формации F, то M разрешима.

2.3 Произведение n-кратно разрешимо ω-насыщенных
формаций

В работе [226] Л.А. Шеметковым были описаны спутники произ-
ведений композиционных формаций. В данном параграфе некото-
рые результаты работы [226] распространяются на разрешимо ω-на-
сыщенные формации.
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2.3.1 Теорема ([209, теорема 6]). Пусть формация F = MH, где

M = CFω(m), H = CFω(h) и спутники h и m являются внутрен-

ними. Тогда если Nπ(M) ⊆ M, то F = CFω(f), где

f(a) =











F, если a = ω′,

m(p)H, если a = p ∈ ω ∩ π(Com(M)),

h(p), если a = p ∈ ω \ π(Com(M)).

Доказательство. Пусть F1 = CFω(f), где f — спутник, описан-
ный в условии теоремы. Предположим, что F 6⊆ F1, и пусть G —
группа минимального порядка из F \F1 с монолитом R = GF1. Если
R 6⊆ Rω(G), то ω ∩ π(Com(R)) = ∅, т. е. Rω(G) = 1. Значит,

G ∼= G/1 = G/Rω(G) ∈ F = f(ω′).

Кроме того, согласно лемме 1.2.24 для всех p ∈ ω∩π(Com(G)) имеет
место Cp(G/R) = Cp(G)/R. Поскольку согласно нашему допуще-
нию G/R ∈ F1, то

(G/R)/Cp(G/R) = (G/R)/(Cp(G)/R) ∼= G/Cp(G) ∈ f(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(Com(G)). Значит, G ∈ F1, противоречие. Сле-
довательно, R ⊆ Rω(G) и R — p-группа, где p ∈ ω. Тогда согласно
лемме 1.2.43 имеет место G/Cp(G) /∈ f(p).

Если G ∈ H = CFω(h), то

G/Cp(G) ∈ h(p) ⊆ m(p)H ∪ h(p).

Значит, G/Cp(G) ∈ f(p), противоречие. Следовательно, G /∈ H. По-
этому R ⊆ GH. Поскольку G ∈ F, то GH ∈ M = CFω(m). Согласно
лемме 1.2.24 имеем Cp(G) ∩GH = Cp(GH). Значит,

(G/Cp(G))H = Cp(G)GH/Cp(G) ∼=

∼= GH/(Cp(G) ∩GH) = GH/Cp(GH) ∈ m(p).

Отметим, что m(p) 6= ∅, поскольку R ⊆ GH и R — p-группа, где
p ∈ ω. Отсюда

G/Cp(G) ∈ m(p)H = f(p),

противоречие. Таким образом, F ⊆ F1.
Предположим теперь, что F1 6⊆ F, и пусть G — группа минималь-

ного порядка из F1 \ F с монолитом R = GF. Так как H ⊆ MH = F,
то G не входит в H, т. е. GH 6= 1. Поскольку монолит R является
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единственной минимальной нормальной подгруппой группы G, то
R ⊆ GH. Так как G/R ∈ F и (G/R)H = GH/R, то GH/R ∈ M.

Пусть Rω(G) = 1. Поскольку G ∈ F1, то

G ∼= G/1 = G/Rω(G) ∈ f(ω′) = F.

Последнее противоречит тому, что G не входит в F.
Следовательно, Rω(G) 6= 1. Тогда R — p-группа для некоторого

p ∈ ω. Поскольку G ∈ F1, то G/Cp(G) ∈ f(p) = m(p)H. Согласно
лемме 1.2.24 имеем Cp(G) ∩GH = Cp(GH). Следовательно,

(G/Cp(G))H = GHCp(G)/Cp(G) ∼=

∼= GH/(Cp(G) ∩GH) = GH/Cp(GH) ∈ m(p).

Кроме того, так как GH/R ∈ M = CFω(m) и по лемме 1.2.24
Cq(GH/R) = Cq(GH)/R, где q /∈ π(Com(R)), то

(GH/R)/Cq(GH/R) = (GH/R)/(Cq(GH)/R) ∼= GH/Cq(GH) ∈ m(q)

для всех q ∈ (ω ∩ π(Com(GH))) \ π(Com(R)) и

(GH/R)/Rω(G
H/R) = (GH/R)/(Rω(G

H/R)) ∼= GH/Rω(G
H) ∈ m(ω′).

Итак,
GH/Rω(G

H) ∈ m(ω′) и GH/Cr(GH) ∈ m(r)

для всех r ∈ ω ∩ π(Com(GH)).
Следовательно, GH ∈ M, т. е. G ∈ F. Противоречие. Следовательно,
F = CFω(f). Теорема доказана.

2.3.2 Следствие. Пусть M = CFω(M), H = CFω(H) — формации

и F = MH и Nπ(M) ⊆ M. Тогда F = CFω(f), где f(ω′) = F и

f(a) =











F, если a = ω′,

M(p)H, если a = p ∈ ω ∩ π(Com(M)),

H(p), если a = p ∈ ω \ π(Com(M)).

2.3.3 Следствие ( [209, следствие 4]). Если формации M и H

n-кратно разрешимо ω-насыщенны (n > 0) и Nπ(M) ⊆ M, то

n-кратно разрешимо ω-насыщенной является и формация F =
= MH.
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Доказательство. При n = 0 следствие верно. Пусть n > 0 и
при n − 1 следствие верно. Пусть M = CFω(M) и H = CFω(H).
Согласно следствию 2.3.2 F = CFω(f), где

f(a) =











F, если a = ω′,

M(p)H, если a = p ∈ ω ∩ π(Com(M)),

H(p), если a = p ∈ ω \ π(Com(M)).

Согласно следствию 1.6.6 обе формации M(a) и H(a) являются (n−
−1)-кратно разрешимо ω-насыщенными для всех a ∈ ω∪{ω′}. Кроме
того, согласно нашему предположению формации F и M(a)H явля-
ются (n − 1)-кратно разрешимо ω-насыщенными для всех a ∈ ω ∪
∪ {ω′}. Значит, спутник f cωn−1-значен. Следствие доказано.

2.3.4 Следствие. Произведение любых двух наследственных

n-кратно разрешимо насыщенных формаций является n-кратно

разрешимо насыщенной формацией.

В случае ω = P из теоремы 2.3.1 непосредственно вытекает

2.3.5 Следствие ([226, теорема 1]). Пусть F = MH, где M =
= CF (m), H = CF (h) и спутники m и h являются внутренними.

И пусть Nπ(M) ⊆ M. Тогда F = CF (f), где

f(p) =











m(p)H, если p ∈ π(Com(M)),

h(p), если p ∈ π(Com(F)) \ π(Com(M)),

∅, если p ∈ P \ π(Com(F)).

2.4 Произведение n-кратно ω-локальных классов
Фиттинга

Общие закономерности построения произведений насыщенных
формаций описаны Л.А. Шеметковым [225–227] (см. также [230,
§ 7]). Один из наиболее ярких результатов в этом направлении, став-
ший уже классическим, — теорема о том, что произведение MH

любых двух насыщенных формаций M и H само является насыщен-
ной формацией. В разрешимом случае это утверждение было дока-
зано В. Гашюцом [271], в произвольном — Л.А. Шеметковым [226]
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с явным описанием локальных спутников произведения MH насы-
щенных формаций M и H, а также Л.А. Шеметковым и А.Н. Ски-
бой [230] с явным описанием композиционных спутников произведе-
ния MH композиционных формаций M и H. Позднее А.Н. Скибой
и Л.А. Шеметковым этот результат был распространен на n-кратно
ω-насыщенные [206] и n-кратно разрешимо ω-насыщенные [209] фор-
мации.

Данный параграф посвящен изложению результатов в точности
двойственных приведенным в параграфах 2.1 и 2.3, полученных
Н.Т. Воробьевым [69] и, независимо, О.В. Сыромолотовой (Камо-
зиной) [215] в теории классов Фиттинга.

Пусть F и H — классы Фиттинга. Напомним, что фиттинговым
произведением F и H называется класс групп

F ⋄ H = (G | G/GF ∈ H).

Везде в дальнейшем вместо записи F ⋄ H мы будем использовать
также более краткую запись FH, когда из контекста понятно, что
задано фиттингово произведение F и H.

2.4.1 Теорема ([215, теорема 1]). Пусть M и H — ω-локальные

классы Фиттинга, m и h — внутренние ω-локальные H-функции

классов M и H соответственно. Тогда F = MH — ω-локальный

класс Фиттинга с ω-локальной H-функцией f такой, что

f(a) =











F, если a = ω′,

Mh(p), если a = p ∈ ω ∩ π(H),

m(p), если a = p ∈ ω \ π(H).

Доказательство. Пусть F = LRω(f), где f — ω-локальная
H-функция, описанная в формулировке леммы. Покажем, что F1 =
= F.

Докажем сначала, что F ⊆ F1. Пусть G ∈ F. Предположим, что
ω ∩ π(G) = ∅. Тогда Gωd = G ∈ F = f(ω′). Кроме того, поскольку
p ∈ ω ∩ π(G) = ∅, то F p(G) ∈ f(p). Следовательно, G ∈ F1.

Пусть теперь ω∩π(G) 6= ∅ и пусть p ∈ ω∩π(G/GM) ⊆ ω∩π(G).
Следовательно, по лемме 1.2.5

F p(G)/(F p(G))M = F p(G)/(F p(G) ∩GM) ∼=

∼= F p(G)GM/GM = F p(G/GM).

Так как G ∈ F = MH, то G/GM ∈ H = LRω(h). Значит,
F p(G/GM) ∈ h(p). Поэтому F p(G)/(F p(G))M ∈ h(p). Отсюда
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F p(G) ∈ Mh(p). Так как G/GM ∈ H и p ∈ ω ∩ π(G/GM), то p ∈ ω ∩
∩ π(G/GM) ⊆ ω ∩ π(H). Поэтому F p(G) ∈ Mh(p) = f(p). Значит,
G ∈ F1.

Пусть p ∈ (ω∩π(G))\π(G/GM), т. е. G/GM является p′-группой.
Тогда по лемме 1.2.5 F p(G) = F p(GM). Так как GM ∈ M = LRω(m),
то F p(GM) ∈ m(p). Значит, F p(G) ∈ m(p).

Существует две возможности: либо p ∈ ω ∩ π(H), либо p ∈ ω \
\ π(H).

Если p ∈ ω ∩ π(H), то

F p(G) ∈ m(p) ⊆ M ⊆ Mh(p) = f(p).

Если p ∈ ω \ π(H), то

F p(G) ∈ m(p) = f(p).

Итак, F p(G) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(G). Кроме того, так как G ∈
∈ F и Gωd ⊳G, то Gωd ∈ F = f(ω′). Отсюда G ∈ F1. Следовательно,
F ⊆ F1.

Пусть G ∈ F1 \F, G — группа минимального порядка. Тогда G —
комонолитическая группа с комонолитом R = GF.

Поскольку M ⊆ F и G /∈ F, то G /∈ M. Значит, GM 6= G. Ввиду
комонолитичности группы G имеем GM ⊆ R. Поэтому GM = RM.
Так как R ∈ F = MH, то R/GM = R/RM ∈ H.

Предположим, что ω ∩ π(G/R) = ∅. Тогда Gωd = G. Поскольку
G ∈ F1 = LRω(f), то G = Gωd ∈ f(ω′) = F, противоречие.

Следовательно, ω ∩ π(G/R) 6= ∅. Пусть p ∈ ω ∩ π(G/R). Если
G/R — неабелева группа, то

G = F p(G) ∈ f(p) ⊆ MH = F,

противоречие.
Значит, G/R — p-группа. Существует две возможности: либо p ∈

∈ ω ∩ π(H), либо p ∈ ω \ π(H).
Пусть p ∈ ω ∩ π(H). Поскольку G ∈ F1 = LRω(f), то

F p(G) ∈ f(p) = Mh(p).

Значит, F p(G)/(F p(G))M ∈ h(p). По доказанному выше

F p(G/GM) ∼= F p(G)/(F p(G))M.

Поэтому F p(G/GM) ∈ h(p). Аналогично можно заключить, что
F q(G/GM) ∈ h(q) для любого q ∈ ω ∩ π(G/GM) ∩ π(H). Поскольку
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π(G/R) ⊆ π(H) и π(R/GM) ⊆ π(H), то π(G/GM) ⊆ π(H). Следова-
тельно, F q(G/GM) ∈ h(q) для любого q ∈ ω ∩ π(G/GM) ∩ π(H) =
= ω ∩ π(G/GM). Кроме того, по лемме 1.2.5

(G/GM)ωd = GωdGM/GM
∼= Gωd/(Gωd ∩GM) = Gωd/(Gωd)M.

Поскольку Gωd ⊳R ∈ F = MH, то Gωd ∈ MH. Значит,

(G/GM)ωd ∼= Gωd/(Gωd)M ∈ H = h(ω′).

Отсюда G/GM ∈ H = LRω(h). Следовательно, G ∈ MH = F. Про-
тиворечие.

Пусть p ∈ ω \ π(H). Тогда Op(G) = F p(G) ∈ f(p) = m(p).
Поскольку R/Op(G) ⊳ G/Op(G) ∈ Np, то R/Op(G) ∈ Np. Значит,
R/Op(G) является q′-группой для любого q ∈ ω∩π(G), q 6= p. Тогда
по лемме 1.2.5 F q(R) = F q(Op(G)). Поскольку Op(G) ∈ m(p) ⊆
⊆ M = LRω(m), то F q(Op(G)) ∈ m(q) для любого q ∈ ω∩π(Op(G)),
q 6= p. Поскольку R/Op(G) — q′-группа, то по лемме 1.2.5

F q(R) = F q(Op(G)) ∈ m(q)

для любого q ∈ ω ∩ π(R), q 6= p.
Аналогично, поскольку G/R — p-группа, где p ∈ ω \ π(H), т. е.

G/R — q′-группа, q 6= p, то по лемме 1.2.5

F q(R) = F q(G) ∈ m(q)

для любого q ∈ ω ∩ π(G), q 6= p.
Таким образом, F r(G) ∈ m(r) для всех r ∈ ω ∩ π(G). Поскольку

p ∈ ω, то R/Op(G) ∈ Np ⊆ Gωd. Следовательно, по лемме 1.2.5
Rωd = (Op(G))ωd. Так как Op(G) ∈ M = LRω(m), то (Op(G))ωd ∈
∈ m(ω′).

Аналогично, поскольку G/R ∈ Gωd, то Rωd = Gωd ∈ m(ω′).
Таким образом,

Gωd ∈ m(ω′) и F r(G) ∈ m(r)

для всех r ∈ ω ∩ π(G). Следовательно, G ∈ LRω(m) = M ⊆ MH =
= F. Противоречие. Значит, F1 ⊆ F. Теорема доказана.

2.4.2 Следствие. Пусть M и H — n-кратно ω-локальные классы

Фиттинга. Тогда F = MH является n-кратно ω-локальным клас-

сом Фиттинга.
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Доказательство. Проведем индукцию по n. При n = 0 утвер-
ждение верно в силу теоремы 1.1.8. При n = 1 справедливость след-
ствия 2.4.2 вытекает из леммы 1.3.7 и теоремы 2.4.1.

Пусть n > 1 и утверждение следствия 2.4.2 выполняется для
любых натуральных чисел меньших n. Пусть M = LRω(m) и
H = LRω(h). Отметим, что все непустые значения ω-локальных
H-функций m и h являются (n − 1)-кратно ω-локальными класса-
ми Фиттинга. Согласно лемме 1.3.7 мы можем считать ω-локальные
H-функции m и h внутренними. Тогда по теореме 2.4.1 F = MH —
ω-локальный класс Фиттинга с ω-локальной H-функцией f такой,
что

f(a) =











F, если a = ω′,

Mh(p), если a = p ∈ ω ∩ π(H),

m(p), если a = p ∈ ω \ π(H).

Так как n-кратно ω-локальные классы Фиттинга M и H являют-
ся также (n− 1)-кратно ω-локальными, то согласно определению F

является n-кратно ω-локальным классом Фиттинга. Следствие до-
казано.

В случае ω = P из теоремы 2.1.1 непосредственно вытекает

2.4.3 Следствие ([69, следствие 4]). Пусть M и H — локальные

классы Фиттинга, m и h — внутренние локальные H-функции

классов M и H соответственно. Тогда F = MH — локальный класс

Фиттинга с локальной H-функцией f такой, что

f(p) =

{

Mh(p), если p ∈ π(H),

m(p), если p ∈ π(F) \ π(H).
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Глава 3

РЕШЕТКИ КЛАССОВ ФИТТИНГА

3.1 Необходимые сведения из теории классов Фиттинга

3.1.1 Лемма ( [73, лемма 1.4.10]). Если F = LR(f), то F =
= LR(f ∗) = LR(f∗).

3.1.2 Лемма ([264, гл. X, предложение 2.1 a)]). Пусть F — класс

Локетта и G — конечная группа. Тогда для любых конечных групп

H и G 6∈ F имеет место (G ≀H)F = K, где K — база регулярного

сплетения GF ≀H.

3.1.3 Лемма ([203, лемма 4.1.2]).Пусть fi — минимальный Θ-зна-

чный спутник формации Fi, i ∈ I. Тогда ∨Θ(fi | i ∈ I) — минима-

льный Θ-значный спутник формации F = ∨Θl(Fi | i ∈ I).

3.1.4 Лемма ([24, лемма 4]). Пусть классы F1 и F2 таковы, что

K(F1) ∩ K(F2) = ∅ и F = F1 ⊗ F2. Тогда класс F является

u-замкнутым, где u ∈ {q, n0, sn}, тогда и только тогда, когда

F1 и F2 являются u-замкнутыми.

3.1.5 Лемма ([264, гл. B, следствие 10.7]). Если абелевы минима-

льные нормальные подгруппы группы G попарно неизоморфны как

G-модули, то G обладает точным неприводимым представлением

над любым полем, чья характеристика либо ноль, либо не делит

|F (G)|.

3.1.6 Лемма ([72, теорема]). Пусть F — непустой класс Фиттин-

га. Тогда F тотально локален в том и только в том случае, когда

F наследственен.

Класс групп X называется гомоморфом, если из G ∈ X и N —
нормальная подгруппа группы G всегда следует G/N ∈ X. Если
гомоморф X таков, что условие G/Φ(G) ∈ X влечет G ∈ X, то его
называют насыщенным.

3.1.7 Лемма ([68, лемма 3]). Если F — некоторый класс Фиттин-

га и X — насыщенный радикальный гомоморф, то (FX)∗ = F∗X.
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3.1.8 Лемма ([264, гл. X; теорема 1.15]). Пусть X и Y — классы

Фиттинга. Справедливы следующие утверждения:
1) если X ⊆ Y, то X∗ ⊆ Y∗ и X∗ ⊆ Y∗;
2) (X∗)∗ = X∗ = (X∗)∗ ⊆ X ⊆ X∗ = (X∗)

∗ = (X∗)∗;
3) X ⊆ X∗A;
4) если {Fi | i ∈ I} — множество непустых классов Фиттинга,

то
(

⋂

i∈I
Fi

)∗
=

⋂

i∈I
Fi

∗.

3.1.9 Лемма ([264, гл. IX; лемма 1.7]). Пусть G — группа, кото-

рая обладает композиционным фактором простого порядка p. То-

гда snn0sn(G) содержит циклическую группу порядка p. Кроме то-

го, если F — разрешимый класс Фиттинга, то π(F) = Char(F).

3.1.10 Лемма ([268, следствие 4.11]). Пусть F и X — классы Фит-

тинга, причем F ⊆ X. Если существует класс Фиттинга Y

такой, что (F∗Gp′ ∩ F) ∨YGp = F, то X∗ ∩ F ⊆ F∗Gp′.

3.1.11 Лемма ([268, замечание 4.8 c)]). Пусть F — класс Фиттин-

га. Тогда если существует класс Фиттинга Y такой, что YGp ⊆
⊆ F ⊆ YGpGp′ для всех p ∈ Char(F), то F∗ = F.

3.1.12 Лемма ([264]). Пусть p и q — различные простые числа.

Тогда

SqSp 6⊆ S∗.

3.2 Булевы подрешетки классов Фиттинга

Прямые разложения

3.2.1 Определение. Совокупность {Fi | i ∈ I} непустых классов
групп Fi называется ортогональной (А.Н. Скиба [203]), если:

1) либо |I| = 1, либо |I| > 1 и
2) Fi ∩ Fj = (1) для всех i, j ∈ I, i 6= j.

Отметим, что всякая ортогональная система классов Фиттинга
(формаций) является ортогональной системой элементов решетки
всех классов Фиттинга (решетки всех формаций соответственно) в
обычном смысле [129, с. 238].

Следуя [203], для произвольной ортогональной системы классов
{Fi | i ∈ I} через ⊗

i∈I
Fi (в частности, пишем F1⊗F2⊗ . . .⊗Ft, если

I = {1, 2, . . . , t}) мы обозначаем совокупность всех групп изоморф-
ных группам вида A1×A2× . . .×At, где A1 ∈ Fi1, A2 ∈ Fi2, . . . , At ∈
∈ Fit для некоторых i1, i2, . . . , it ∈ I.
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3.2.2 Определение. Пусть F — непустой класс групп. Говорят, что
F является прямым произведением классов {Fi | i ∈ I}, если сово-
купность {Fi | i ∈ I} является ортогональной системой классов, и
F = ⊗

i∈I
Fi.

Пусть L — решетка классов групп и F ∈ L. Будем говорить, что
класс F прямо разложим в решетке L, если F является прямым
произведением некоторых неединичных классов {Fi | i ∈ I} ⊆ L. В
противном случае F называется прямо неразложимым в решетке L.

3.2.3 Пример. Пусть F — класс всех p-разложимых групп. Тогда
F = Np⊗Gp′, т. е. F прямо разложим в решетке всех классов Фит-
тинга и в решетке всех формаций.

3.2.4 Пример. Пусть F = N — класс всех нильпотентных групп.
Тогда F = ⊗

p∈P
Np, т. е. F прямо разложим в решетке всех классов

Фиттинга и в решетке всех формаций.

3.2.5 Пример. Пусть F1 — класс всех абелевых p-групп и F2 = Gp′.
Тогда согласно [203, следствие 4.3.6] класс F = F1⊗F2 является
формацией. Поэтому класс F прямо разложим в решетке всех фор-
маций. С другой стороны, F не является классом Фиттинга. Значит,
F прямо неразложим в решетке всех классов Фиттинга.

3.2.6 Пример. Пусть F = Np — класс всех p-групп. Тогда F прямо
неразложим в решетке всех классов Фиттинга. Действительно, если
M является собственным подклассом Фиттинга класса F, то M =
= (1) согласно [137].

Покажем теперь, что F прямо неразложим в решетке всех фор-
маций. Предположим, что это неверно. Тогда F = F1⊗F2 для неко-
торых неединичных формаций F1 и F2 и поэтому всякая группа по-
рядка p принадлежит F1 ∩ F2 = (1), противоречие.

Прямые разложения классов групп оказались полезными при ре-
шении некоторых открытых вопросов теории классов групп и при
построении классов Фиттинга (формаций) с различными заданными
свойствами. Здесь мы лишь коротко отметим замечательные работы
[21,240], где на основе условия ортогональности классов групп было
дано решение известной проблемы Кегеля–Шеметкова об описании
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всех насыщенных наследственных формаций, для которых множе-
ство всех F-субнормальных подгрупп образует решетку в каждой
конечной группе и книгу А.Н. Скибы [203], в которой прямые раз-
ложения классов групп нашли применение при решении многих от-
крытых вопросов теории классов.

Первой целью данного параграфа является дальнейшее изучение
прямых разложений классов групп.

Напомним, что класс групп X называется d0-замкнутым, если
прямое произведение любого набора групп из X снова принадле-
жит X.

3.2.7 Лемма. Пусть F = ⊗
i∈I

Fi и M — непустой d0-замкнутый

подкласс класса групп F. Тогда M = ⊗
i∈I

(M ∩ Fi).

Доказательство. Пусть G ∈ M. Тогда, поскольку M ⊆ F, то
найдутся такие i1, i2, . . . , it ∈ I, что G = A1 × A2 × . . . × At, где
A1 ∈ Fi1, A2 ∈ Fi2, . . . , At ∈ Fit. Ввиду того, что класс M является
d0-замкнутым A1 ∈ M, A2 ∈ M, . . . , At ∈ M. Следовательно,

G ∈ (M ∩ Fi1)⊗(M ∩ Fi2)⊗ . . .⊗(M ∩ Fit) ⊆ ⊗
i∈I

(M ∩ Fi).

Значит,
M ⊆ ⊗

i∈I
(M ∩ Fi).

Обратно. Пусть G ∈ ⊗
i∈I

(M ∩ Fi). Тогда найдутся такие i1, i2, . . .

. . . , it ∈ I, что G = A1 × A2 × . . . × At, где A1 ∈ M ∩ Fi1, A2 ∈
∈ M∩ Fi2, . . . , At ∈ M∩Fit. Так как класс M d0-замкнут, получаем
G ∈ M. Значит, ⊗

i∈I
(M ∩ Fi) ⊆ M. Следовательно, M = ⊗

i∈I
(M ∩ Fi).

Лемма доказана.

3.2.8 Следствие ([43, лемма 1]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi и M — непустой

подкласс Фиттинга в F. Тогда M = ⊗
i∈I

(M ∩ Fi).

3.2.9 Лемма. Пусть {Hi | i ∈ I} — произвольная ортогональная

совокупность классов групп, где I =
⋃

j∈J

Ij — разбиение множества

I (для любых j 1, j 2 ∈ J, где j 1 6= j 2, имеет место Ij1 ∩ Ij2 = ∅).
Тогда, если Fj = ⊗

i∈Ij
Hi, j ∈ J и F = ⊗

j∈J
Fj, то F = ⊗

i∈I
Hi.
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Доказательство. Пусть G ∈ F. Тогда найдутся такие j1, j2, . . .
. . . , jk ∈ J, что G = A1 × A2 × . . . × Ak, где A1 ∈ Fj1, A2 ∈ Fj2, . . .
. . . , Ak ∈ Fjk . Следовательно, найдутся такие i11, i

1
2, . . . , i

k
1 ∈ I, что

A1 = B1
1 × B1

2 × . . . × B1
l , где B1

1 ∈ Hi11
, B1

2 ∈ Hi12
, . . . , B1

l ∈ Hi1l
; . . .

. . . ;Ak = Bk
1 ×Bk

2 × . . .×Bk
m, где Bk

1 ∈ Hik1
, Bk

2 ∈ Hik2
, . . . , Bk

m ∈ Hikm
.

Значит, G = B1
1 ×B1

2 × . . .×B1
l × . . .×Bk

1 ×B2
1 × . . .×Bk

m. Поэтому
G ∈ ⊗

i∈I
Hi и F ⊆ ⊗

i∈I
Hi.

Обратно. Пусть G ∈ ⊗
i∈I

Hi. Тогда найдутся такие i1, i2, . . . , it ∈ I,

что G = A1 × A2 × . . . × At, где A1 ∈ Hi1, A2 ∈ Hi2, . . . , At ∈ Hit.
Значит, найдутся такие j1, j2, . . . , js ∈ J, что Hi1 ⊆ Fj1, Hi2 ⊆ Fj2, . . .
. . . ,Hit ⊆ Fjs. Следовательно,

G ∈ Fj1 ⊗Fj2 ⊗ . . .⊗Fjs ⊆ ⊗
j∈J

Fj = F.

Лемма доказана.

3.2.10 Лемма. Если F = F1⊗F2, где F1, F2 — некоторые d0-за-

мкнутые классы, и группа A имеет вид A = A1 × A2, где A1 ∈
∈ F1, A2 ∈ F2, то подгруппы A1, A2 характеристичны в A.

Доказательство. Пусть α — произвольный автоморфизм груп-
пы A. Допустим, что A1 6= Aα

1 . Тогда A1 ⊂ A1 × Aα
1 и

|A| =
|A1 ×Aα

1 ||A2|

|A1 × Aα
1 ∩ A2|

.

Ясно, что |A1×Aα
1 ||A2| > |A1||A2| = |A|. Поэтому |A1×Aα

1 ∩A2| 6= 1.
Но A1 × Aα

1 ∈ F1 и A2 ∈ F2. Следовательно,

A1 ×Aα
1 ∩ A2 ∈ F1 ∩ F2 = (1).

Противоречие.
Лемма доказана.

3.2.11 Лемма. Пусть F1, F2, . . . ,Ft — ортогональная совокуп-

ность c-замкнутых классов, где c ∈ {sn, n0, q, r0, d0}. Тогда F =
= F1⊗F2⊗ . . .⊗Ft — c-замкнутый класс.

Доказательство. Предположим, что c = d0. Пусть A1 ∈
∈ F, A2 ∈ F, . . . , At ∈ F. Тогда найдутся такие i11, i

1
2, . . . , i

1
t ; . . .

. . . ; it1, i
t
2, . . . , i

t
t ∈ I, что A1 = B1

1 ×B1
2 × . . .×B1

t , где B1
1 ∈ F1, B

1
2 ∈

∈ F2, . . . , B
1
t ∈ Ft; . . . ;At = Bt

1 × Bt
2 × . . . × Bt

t , где Bt
1 ∈ F1, B

t
2 ∈

∈ F2, . . . , B
t
t ∈ Ft. Тогда

G = A1 ×A2 × . . .×At =
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= B1
1 × B1

2 × . . .× B1
t × . . .×Bt

1 × Bt
2 . . .× Bt

t
∼=

∼= (B1
1×B2

1× . . .×Bt
1)×(B1

2×B2
2× . . .×Bt

2)× . . .×(B1
t ×B2

t . . .×Bt
t),

где, ввиду d0-замкнутости классов F1, F2, . . . ,Ft имеем

B1
1 × B2

1 × . . .× Bt
1 ∈ F1, B1

2 ×B2
2 × . . .× Bt

2 ∈ F2, . . .

. . . , B1
t ×B2

t . . .×Bt
t ∈ Ft.

Значит, G ∈ F.
В случае c = q и c = r0 см. доказательство [203, теорема 4.3.2],

а в случае c = sn и c = n0 см. доказательство [43, лемма 4].
Лемма доказана.

3.2.12 Следствие ([43, лемма 4]). Пусть F1, F2, . . . ,Ft — орто-

гональная система классов Фиттинга. Тогда F1⊗F2⊗ . . .⊗Ft —

класс Фиттинга.

Заметим, что лемма 3.2.11 при t = 2 в разрешимом случае выте-
кает из работы В.А. Ведерникова [24, лемма 4].

3.2.13 Лемма. Если F = F1⊗F2⊗ . . .⊗Ft, где F1, F2, . . . ,Ft —

некоторые d0-замкнутые классы, и группа A имеет вид A = A1 ×
× A2 × . . . × At, где A1 ∈ F1, A2 ∈ F2, . . . , At ∈ Ft, то подгруппы

A1, A2, . . . , At характеристичны в A.

Доказательство. При t = 2 лемма верна в силу леммы 3.2.10.
Пусть t > 2. По лемме 3.2.7

(F1 ∩ F2⊗F3⊗ . . .⊗Ft) = (F1 ∩ F2)⊗(F1 ∩ F3)⊗ . . .⊗(F1 ∩ Ft) =

= (1)⊗(1)⊗ . . .⊗(1) = (1).

Таким образом, совокупность F1, F2⊗F3⊗ . . .⊗Ft ортогональна.
Поэтому, ввиду леммы 3.2.10, A1 — характеристическая подгруппа
группы A = A1 × (A2 × . . .×At).

Лемма доказана.

3.2.14 Теорема ([62, теорема 1]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi, где Fi — класс

Фиттинга. Тогда класс Фиттинга F n-кратно ω-локален в том

и только в том случае, когда n-кратно ω-локален каждый класс

Фиттинга Fi.
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Доказательство. Пусть Fi — n-кратно ω-локальный класс Фит-
тинга для любого i ∈ I. Покажем, что F — n-кратно ω-локальный
класс Фиттинга.

Рассмотрим прежде случай, когда n = 0. Пусть H — нормальная
подгруппа группы G ∈ F. Тогда найдутся такие индексы i1, i2, . . .
. . . , it ∈ I, что

G = A1 ×A2 × . . .×At,

где A1 ∈ Fi1, A2 ∈ Fi2, . . . , At ∈ Fit. Следовательно, ввиду
лемм 3.2.9 и 3.2.11

H ∈ Fi1 ⊗(Fi2 ⊗ . . .⊗Fit) = Fi1 ⊗Fi2 ⊗ . . .⊗Fit ⊆ ⊗
i∈I

Fi = F.

Итак, класс F замкнут относительно взятия нормальных подгрупп.
Пусть G = AB, где A, B — нормальные F-подгруппы группы G.

Тогда найдутся такие индексы i1, i2, . . . , it; j1, j2, . . . , ja ∈ I, что

A = A1 ×A2 × . . .×At и B = B1 ×B2 × . . .×Ba,

где A1 ∈ Fi1, A2 ∈ Fi2, . . . , At ∈ Fit;B1 ∈ Fj1, B2 ∈ Fj2, . . . , Ba ∈
∈ Fja. Ввиду леммы 3.2.13 подгруппы A1, A2, . . . , At;B1, B2, . . . , Ba

нормальны в G. Следовательно,

G = C1 × C2 × . . .× Cb,

где каждый сомножитель Ci удовлетворяет одному из следующих
условий:

1) Ci совпадает с Ail для некоторого индекса il 6∈ {j1, j2, . . . , ja};
2) Ci = Bj l для некоторого индекса jl 6∈ {i1, i2, . . . , it};
3) Ci = AilBjk для некоторого индекса il = jk.

Значит, G ∈ F.
Пусть n > 0, и fi — минимальная ln−1

ω -значная H-функция
n-кратно ω-локального класса Фиттинга Fi для каждого i ∈ I. Пусть
πi = ω∩π(Fi). Тогда если i 6= j, то по условию Fi∩Fj = (1). Значит,
πi ∩ πj = ∅. Построим ω-локальную H-функцию f таким образом,
что f(ω′) = F,

f(p) =







fi(p), если p ∈ πi для некоторого i ∈ I,

∅, если p ∈ ω \
⋃

i∈I

πi.

Покажем, что F = LRω(f).
Пусть LRω(f) 6⊆ F, и G — группа минимального порядка из

LRω(f) \ F. Тогда G — комонолитическая группа и M = GF — ее
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комонолит. Поскольку G ∈ LRω(f), то F p(G) ∈ f(p) для всех p ∈
∈ ω ∩ π(G). Следовательно, если p ∈ ω ∩ π(G), то по построению
ω-локальной H-функции f найдется такое i ∈ I, что f(p) = fi(p) 6=
6= ∅. Последнее означает, что p ∈ πi. Значит,

ω ∩ π(G) ⊆
⋃

i∈I

πi.

Предположим, что ω∩π(G/M) = ∅. Тогда Gωd = G. Так как при
этом G ∈ LRω(f), то

G = Gωd ∈ f(ω′) = F.

Противоречие.
Следовательно, ω ∩ π(G/M) 6= ∅. Пусть p ∈ ω ∩ π(G/M). Если

G/M — неабелева группа, то F p(G) = G. Поэтому

G = F p(G) ∈ f(p) = fi(p) ⊆ Fi ⊆ F.

Противоречие.
Пусть G/M — p-группа. Тогда

F p(G) = Op(G) ∈ f(p) = fi(p).

Отсюда по лемме 1.3.11 G ∈ Fi ⊆ F. Противоречие.
Таким образом, справедливо включение LRω(f) ⊆ F.

Допустим, что обратное включение неверно, и G — группа ми-
нимального порядка из F \ LRω(f). Тогда G — комонолитическая
группа. Следовательно, найдется такое i ∈ I, что G ∈ Fi = LRω(fi).
Значит, F p(G) ∈ fi(p) = f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(G). Кроме того, из
G ∈ F и из того, что Gωd нормальна в G, получаем Gωd ∈ F = f(ω′).
Поэтому G ∈ LRω(f). Полученное противоречие показывает, что
F ⊆ LRω(f). Таким образом, F = LRω(f) — n-кратно ω-локальный
класс Фиттинга.

Пусть теперь класс Фиттинга F n-кратно ω-локален, и f — его
минимальная ln−1

ω -значная H-функция. Пусть i ∈ I и fi — такая
ω-локальная H-функция, что fi(ω

′) = Fi,

fi(p) =

{

f(p), если p ∈ πi,

∅, если p ∈ ω \ πi.

Покажем, что Fi = LRω(fi).
Предположим, что Fi не входит в LRω(fi), и G — группа ми-

нимального порядка из Fi \ LRω(fi). Тогда G — комонолитическая
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группа и M = GLRω(fi) — ее комонолит. Поскольку G 6∈ LRω(fi), то

по лемме 1.3.16 либо Gωd 6⊆ GLRω(fi), либо найдется такое p ∈ ω ∩
∩ π(G/Gωd), что F p(G) 6∈ fi(p). Но G ∈ Fi и Gωd нормальна в G.
Значит,

Gωd ∈ Fi = fi(ω
′).

Кроме того, из G ∈ F для всех q ∈ ω ∩ π(G) получаем

F q(G) ∈ f(q) = fi(q).

Следовательно, G ∈ LRω(fi). Противоречие. Значит, имеет место
включение Fi ⊆ LRω(fi).

Допустим, что обратное включение неверно, и G — группа мини-
мального порядка из LRω(fi) \Fi. Тогда группа G комонолитична с
комонолитом M = GFi

.
Пусть p ∈ ω∩π(G/M) ⊆ ω∩π(G). Тогда из G ∈ LRω(fi) следует,

что F p(G) ∈ fi(p). Значит, fi(p) 6= ∅ и по построению ω-локальной
H-функции fi получаем p ∈ πi. Поэтому

ω ∩ π(G/M) ⊆ πi.

Кроме того, f i 6 f. Следовательно, G ∈ F. Ввиду комонолитично-
сти группы G найдется такое j ∈ I, что G ∈ Fj. Тогда

ω ∩ π(G/M) ⊆ πj.

Поэтому
ω ∩ π(G/M) ⊆ πi ∩ πj = ∅.

Значит, i = j, т. е. G ∈ Fi. Противоречие. Следовательно, LRω(fi) ⊆
⊆ Fi. Таким образом, Fi = LRω(fi) — n-кратно ω-локальный класс
Фиттинга.

Теорема доказана.

Из теоремы 3.2.14 непосредственно вытекает

3.2.15 Следствие. Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некоторых классов Фит-

тинга Fi. Тогда в том и только том случае класс Фиттинга F то-

тально ω-локален, когда тотально ω-локален каждый класс Фит-

тинга Fi.

Если ω = P, то, учитывая следствие 3.2.15, получаем

3.2.16 Следствие ([43, следствие 2]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi, где Fi —

класс Фиттинга для всех i ∈ I. Тогда класс Фиттинга F тоталь-

но локален в том и только в том случае, когда тотально локален

каждый класс Фиттинга Fi.
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При n = 1 из теоремы 3.2.14 непосредственно вытекает

3.2.17 Следствие ([41, теорема 2]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некото-

рых классов Фиттинга Fi. Тогда в том и только том случае класс

Фиттинга F ω-локален, когда ω-локален каждый класс Фиттинга

Fi.

Если в теореме 3.2.14 положить ω = P, то получим

3.2.18 Следствие ([43, теорема 1]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некото-

рых классов Фиттинга Fi. Тогда в том и только том случае класс

Фиттинга F n-кратно локален, когда n-кратно локален каждый

класс Фиттинга Fi.

При n = 1 и ω = P из теоремы 3.2.14 непосредственно вытекает

3.2.19 Следствие. Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некоторых классов Фит-

тинга Fi. Тогда в том и только том случае класс Фиттинга F

локален, когда локален каждый класс Фиттинга Fi.

Пусть c — операция на классах групп. Будем говорить, что
непустой класс групп F прямо c-разложим, если F является пря-
мым произведением некоторых неединичных c-замкнутых классов
{Fi | i ∈ I}. В противном случае F называется прямо c-неразложи-

мым.

Следующая теорема является аналогом теоремы Ремака–Шми-
дта.

3.2.20 Теорема ([62, теорема 2]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi = ⊗
j∈J

Mj, где

для любых i ∈ I, j ∈ J c-замкнутые неединичные классы Fi и Mj

прямо c-неразложимы, где d0 6 c. Тогда |I| = |J | и для некоторой

биекции ϕ : I → J равенство Fi = Mϕ(i) имеет место при всех

i ∈ I.

Доказательство. Пусть i ∈ I. Тогда по лемме 3.2.7 имеет место
равенство Fi = ⊗

j∈J
(Fi ∩Mj). Понятно, что пересечение любых двух

c-замкнутых классов снова является c-замкнутым классом. Значит,
поскольку класс Fi по условию прямо c-неразложим, то для неко-
торого j ∈ J справедливо равенство Fi = Fi ∩Mj, т. е. Fi ⊆ Mj.

Заметим, что если найдутся таких два различных индекса j1, j2 ∈
∈ J, что Fi ⊆ Mj1 и Fi ⊆ Mj2, то Fi ⊆ Mj1 ∩Mj2 = (1), т. е. Fi = (1),
что противоречит условию. Следовательно, индекс j = ϕ(i) такой,
что Fi ⊆ Mj однозначно определен.
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Покажем теперь, что если j = ϕ(i), т. е. Fi ⊆ Mj , то Fi = Mj.
По лемме 3.2.7 получаем Mj = ⊗

k∈I
(Fk ∩Mj). Значит, Mj ⊆ Fk для

некоторого k ∈ I. В свою очередь, Fk ⊆ Mϕ(k). Значит,

Mj = Fk = Mϕ(k)

и поэтому ϕ(j) = k, т. е. отображение ϕ сюръективно и Fi = Mϕ(i)

для любого i ∈ I.
Покажем теперь, что отображение ϕ инъективно. Предположим,

что для i1 6= i2 и i1, i2 ∈ I имеет место ϕ(i1) = ϕ(i2) = j. Тогда, по
определению отображения ϕ, Fi1 ⊆ Mj и Fi2 ⊆ Mj . Кроме того, по
доказанному выше, найдется такой индекс k, что Mj ⊆ Fk. Значит,

Fi1 ⊆ Mj ⊆ Fk и Fi2 ⊆ Mj ⊆ Fk.

Поэтому
Fi1 = Fi2 = Fk.

Следовательно, i1 = i2. Противоречие. Значит, отображение ϕ инъ-
ективно. Поэтому |I| = |J |.

Теорема доказана.

3.2.21 Следствие (А.Н. Скиба [203]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi = ⊗
j∈J

Mj,

где для любых i ∈ I, j ∈ J формации Fi и Mj прямо неразложимы

в решетке всех формаций. Тогда |I| = |J | и для некоторой биекции

ϕ : I → J равенство Fi = Mϕ(i) имеет место при всех i ∈ I.

3.2.22 Следствие ([43, теорема 2]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi = ⊗
j∈J

Mj , где

для любых i ∈ I, j ∈ J классы Фиттинга Fi и Mj прямо нераз-

ложимы в решетке всех классов Фиттинга. Тогда |I| = |J | и для

некоторой биекции ϕ : I → J равенство Fi = Mϕ(i) имеет место

при всех i ∈ I.

3.2.23 Следствие. Пусть F = ⊗
i∈I

Fi = ⊗
j∈J

Mj , где для любых i ∈

∈ I, j ∈ J разрешимые классы Шунка Fi и Mj прямо неразложимы

в решетке всех классов Шунка. Тогда |I| = |J | и для некоторой

биекции ϕ : I → J равенство Fi = Mϕ(i) имеет место при всех

i ∈ I.

Отметим, наконец, что в серии работ В.А. Ведерникова и его уче-
ников (см., например, [26, 28, 102, 184]) аналогичные вопросы иссле-
довались в рамках оригинальных теорий расслоенных формаций и
биканонических классов Фиттинга.
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Подрешеточная структура. В работе [199] были описаны
n-кратно насыщенные формации с булевой решеткой n-кратно насы-
щенных подформаций. Аналог этого результа для n-кратно локаль-
ных классов Фиттинга был получен в [43]. В настоящей работе, раз-
вивая последний результат и давая ответ на вопрос 23 работы [206],
мы описываем n-кратно ω-локальные классы Фиттинга, у которых
решетка всех n-кратно ω-локальных подклассов Фиттинга является
булевой.

Cимволом lnω обозначается [206] совокупность всех n-кратно ω-ло-
кальных классов Фиттинга, а символом K(G) — класс всех простых
групп, изоморфных композиционным факторам группы G. Пусть
X — произвольная непустая совокупность групп. Пересечение всех
n-кратно ω-локальных классов Фиттинга, содержащих X, обознача-
ют через lnωfitX и называют n-кратно ω-локальным классом Фит-

тинга, порожденным X [206]. Если X = {G}, то вместо lnωfit{G}
пишут lnωfitG. Всякий класс Фиттинга такого вида называется од-

нопорожденным n-кратно ω-локальным классом Фиттинга [206].

3.2.24 Лемма. Пусть простая группа A ∈ lnωfitX. Тогда если n =
= 0, то A ∼= H/K, где H/K ∈ K(G) для некоторой группы G ∈ X,
а при n > 0 справедливы следующие утверждения:

1) если A — группа порядка p (p ∈ ω), то A ∼= H 6 G для

некоторой подгруппы H группы G ∈ X;

2) если A — ω′-группа либо неабелева ωd-группа, то A ∼= H/K,
где H/K ∈ K(G) для некоторой группы G ∈ X.

Доказательство. Пусть n = 0. Класс l0ωfitX = fitX, очевидно,
состоит из всех групп, получаемых в результате конечного числа
применений операций sn и n0 к группам из X. Понятно, что если
N — нормальная подгруппа группы A ∈ fitX, то K(N) ⊆ K(A). А
если G = LP, где L, P — нормальные подгруппы группы G и L, P ∈
∈ fitX, то K(G) = K(L)∪K(P ). Отсюда следует, что K(X) = K(fitX).

Пусть n > 0 и при n − 1 лемма верна. Пусть F = lnωfitX и f —
минимальная ln−1

ω -значная H-функция класса Фиттинга F. Предпо-
ложим, что ω ∩ π(A) = ∅. Тогда

A = Aωd ∈ f(ω′) = ln−1
ω fit(Lωd | L ∈ X).

Следовательно, по индукции A ∼= H/K, где H/K ∈ K(G) для неко-
торой группы G ∈

(

Lωd | L ∈ X
)

. По доказанному выше

K
(

fit(Lωd | L ∈ X)
)

⊆ K(fitX) = K(X).
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Отсюда A ∈ K(X).
Пусть теперь ω ∩ π(A) 6= ∅ и p ∈ ω ∩ π(A). Если A — неабелева

группа, то F p(A) = A. Следовательно,

A = F p(A) ∈ f(p) = ln−1
ω fit

(

X(F p)
)

= ln−1
ω fit

(

fit(F p(A) | A ∈ X)
)

.

Значит, по индукции A ∼= H/K, где H/K ∈ K(G) для некоторой
группы G ∈ X(F p). Но, по доказанному выше K

(

X(F p)
)

⊆ K(fitX) =
= K(X). Отсюда снова A ∈ K(X).

Если A — группа простого порядка p, то p ∈ π(F). Значит, A ∼=
∼= H 6 G для некоторой подгруппы H группы G ∈ F. Лемма дока-
зана.

При ω = P из леммы 3.2.24 непосредственно вытекает

3.2.25 Следствие. Пусть простая группа A принадлежит lnfitX,
где X — класс групп. Тогда если n = 0, то A ∼= H/K, где H/K ∈
∈ K(G) для некоторой группы G ∈ X, а при n > 0 справедливы

следующие утверждения:
1) если A — неабелева группа, то A ∼= H/K, где H/K ∈ K(G)

для некоторой группы G ∈ X;
2) если A = Zp — группа порядка p, то Zp

∼= H 6 G для некото-

рой подгруппы H группы G ∈ X.

Пусть F — произвольный n-кратно ω-локальный класс Фиттинга.
Тогда через Ln

ω(F) обозначим решетку всех его n-кратно ω-локаль-
ных подклассов Фиттинга.

3.2.26 Лемма. Пусть F = lnωfitG — однопорожденный n-кратно

ω-локальный класс Фиттинга. Тогда решетка Ln
ω(F) имеет лишь

конечное число атомов.

Доказательство. Пусть M — атом решетки Ln
ω(F). Тогда M =

= lnωfitA, где A — простая группа из M. Если A — ω′-группа либо
неабелева ωd-группа, то, согласно лемме 3.2.24, имеем A ∼= H/K, где
H/K ∈ K(G). Так как группа G конечна, то у нее существует ко-
нечное число композиционных факторов. Следовательно, в решетке
Ln
ω(F) содержится конечное число неразрешимых атомов.
Пусть A — группа простого порядка p. Поскольку p делит |G|, то

в решетке Ln
ω(F) имеется лишь конечное число разрешимых атомов.

Лемма доказана.

Если ω = P, то получим
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3.2.27 Следствие. Пусть F = lnfitG — однопорожденный n-кра-

тно локальный класс Фиттинга. Тогда решетка Ln(F) имеет

лишь конечное число атомов.

3.2.28 Лемма. Пусть {Mi | i ∈ I} — некоторый набор атомов

решетки lnω и F = ⊗
i∈I

Mi. Тогда класс Фиттинга F принадлежит

решетке lnω и если M 6= ∅ — произвольный неединичный n-кратно

ω-локальный подкласс Фиттинга в F, то во множестве {Mi | i ∈
∈ I} найдется такое подмножество {Mj | j ∈ J}, что M =
= ⊗

j∈J
Mj .

Доказательство. Первое утверждение леммы вытекает из тео-
ремы 3.2.14.

Согласно лемме 3.2.7 M = ⊗
i∈I

(Mi ∩ M). Ввиду того, что Mi —

атом решетки lnω, получаем Mi ∩ M = {(1),Mi}. Пусть J — такое
подмножество в I, что j ∈ J тогда и только тогда, когда Mj ∩M =
= Mj. Тогда, очевидно, M = ⊗

j∈J
Mj . Лемма доказана.

Пусть M, H — n-кратно ω-локальные классы Фиттинга. Тогда
через M ∨n

ωH обозначается (см. [203]) верхняя грань для M, H в
решетке lnω.

3.2.29 Теорема ([46, теорема]). Пусть F — неединичный n-кратно

ω-локальный класс Фиттинга. Тогда следующие условия равноси-

льны:

1) решетка Ln
ω(F) булева;

2) F = ⊗
i∈I

Fi, где {Fi | i ∈ I} — набор всех атомов решетки

Ln
ω(F);

3) в F дополняем каждый подкласс Фиттинга, который явля-

ется атомом решетки Ln
ω(F).

Доказательство. Покажем, что из 3) вытекает 2). Заметим
прежде, что условие 3) выполняется для любого неединичного
n-кратно ω-локального подкласса F1 из F. Действительно, если M —
произвольный атом решетки Ln

ω(F1), то, согласно условию 3), в F

найдется такой подкласс Фиттинга H, что

F = M ∨0
ωH и M ∩ H = (1).

Значит, по лемме 3.2.11 F = M⊗H. Следовательно, ввиду лем-
мы 3.2.7, F1 = M⊗(H ∩ F1), т. е. H ∩ F1 — дополнение к M в F1.
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Покажем теперь выполнимость условия 2) для любого неединич-
ного n-кратно ω-локального подкласса F1 из F с конечным числом
m атомов решетки Ln

ω(F1). Проведем индукцию по m. Пусть L —
атом решетки Ln

ω(F1). Тогда, как замечено выше, F1 = L⊗K для
некоторого подкласса Фиттинга K из F1. Ввиду теоремы 3.2.14 K –
n-кратно ω-локальный класс Фиттинга. Если m = 1, то K = (1).
Значит, F1 = L и утверждение 2) относительно F1 выполняется три-
виальным образом. Пусть m > 1 и предположим, что утверждение
2) верно для всякого такого неединичного n-кратно ω-локального
класса Фиттинга R ⊆ F, у которого число атомов решетки Ln

ω(R)
не превосходит m−1. Заметим, что поскольку m > 1, то K 6= (1). Яс-
но, что для n-кратно ω-локального класса Фиттинга K число атомов
в решетке Ln

ω(K) меньше, чем m. Отсюда, ввиду нашего предполо-
жения,

K = M1⊗ . . .⊗Mt,

где {Mi | i ∈ I} — набор всех атомов решетки Ln(K). Используя
теперь леммы 3.2.7 и 3.2.9, заключаем, что

F1 = L⊗M1 ⊗ . . .⊗Mt,

где {L,M1, . . . ,Mt} — набор всех атомов решетки Ln
ω(F1).

Пусть {Fi | i ∈ I} — набор всех атомов решетки Ln
ω(F) и H =

= ⊗
i∈I

Fi. Тогда по лемме 3.2.28 H — n-кратно ω-локальный класс

Фиттинга. Покажем, что F = H. Допустим, F 6= H и G ∈ F \ H.
Согласно лемме 3.2.26, в F2 = lnωfitG имеется лишь конечное число
подклассов, являющихся атомами решетки Ln

ω(F2). Значит, по дока-
занному выше

F2 = M1⊗ . . .⊗Ma,

где M1, . . . ,Ma — набор всех атомов решетки Ln
ω(F2). Значит, G ∈

∈ F2 ⊆ H. Противоречие. Таким образом, F = H.
Пусть теперь имеет место 2). Покажем выполнимость условия 1).

Сначала установим, что Ln
ω(F) является решеткой с дополнениями.

Пусть M — произвольный n-кратно ω-локальный подкласс Фиттин-
га из F. Тогда по лемме 3.2.28 существует такой набор {Fi | i ∈ I1}
подклассов Фиттинга из M, которые являются атомами решетки
Ln
ω(F), что M = ⊗

i∈I1
Fi. Пусть I2 = I \ I1, H = ⊗

i∈I2
Fi. Покажем,

что H — дополнение к M в решетке Ln
ω(F). Очевидно, M ∨n

ωH = F.
Допустим, что M ∩ H 6= (1) и R — подкласс Фиттинга из M ∩ H,
являющийся атомом решетки Ln

ω(F). Тогда найдется такое i ∈ I, что
R = Fi. Но I1 ∩ I 2 = ∅. Следовательно, по лемме 3.2.28 R входит

115

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



в один из классов Фиттинга M, H. Противоречие. Значит, Ln
ω(F) —

решетка с дополнениями.
Теперь покажем, что Ln

ω(F) — дистрибутивная решетка. Пусть M,
H, R — произвольные n-кратно ω-локальные подклассы Фиттинга
из F. Включение

(M ∩R) ∨n
ω(M ∩ H) ⊆ M ∩ (R ∨n

ωH)

очевидно.
Предположим, что обратное включение неверно, и A — группа

минимального порядка из

M ∩ (R ∨n
ωH) \ (M ∩R) ∨n

ω(M ∩ H).

Тогда A — комонолитическая группа. Следовательно, найдется та-
кое i ∈ I, что A ∈ Fi. Так как Fi — атом решетки Ln

ω(F), то Fi =
= lnωfitA ⊆ R∨n

ωH. Отсюда в силу условия 2) и леммы 3.2.28 получа-
ем, что либо Fi ⊆ R, либо Fi ⊆ H. В обоих случаях приходим к тому,
что решетка Ln

ω(F) дистрибутивна. Итак, решетка Ln
ω(F) булева.

Предположим, что выполняется условие 1). Покажем, что из него
вытекает 3). При n = 0 это очевидно. Пусть n > 1 и M — атом
решетки Ln

ω(F). Тогда M = lnωfitA, где A — простая группа из M.
Ввиду того, что Ln

ω(F) — решетка с дополнениями, найдется такой
n-кратно ω-локальный подкласс Фиттинга H из F, что

F = M ∨n
ωH и M ∩ H = (1).

Пусть W = M⊗H. Ввиду леммы 3.2.11 имеет место равенство W =
= M ∨0

ωH. Очевидно, W ⊆ F. Согласно теореме 3.2.14

F = M ∨n
ωH ⊆ M⊗H = W.

Итак, F = W, т. е. атом M дополняем в решетке Ln
ω(F). Теорема

доказана.

3.3 Свойство стоуновости

При обозрении большинства наиболее известных конкретных
классов Фиттинга легко обнаруживается, что они могут быть за-
даны при помощи функций, все непустые значения которых сами
являются локальными классами Фиттинга. Последнее обстоятель-
ство привело к возникновению следующей естественной конструк-
ции [192]: согласно определению, всякий класс Фиттинга считается
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0-кратно локальным, а при n > 1 класс Фиттинга F называется
n-кратно локальным, если F = LR(f), где все непустые значения
функции f являются (n− 1)-кратно локальными классами Фиттин-
га. Класс Фиттинга называется тотально локальным, если он n-крат-
но локален для всех натуральных n. Кратно насыщенные и тотально
насыщенные формации определяются аналогично. Нетрудно пока-
зать, что класс всех разрешимых тотально насыщенных формаций
совпадает с классом всех так называемых примитивных насыщен-
ных формаций, введенных Хоуксом в работе [283] (см. также моно-
графию Дерка и Хоукса [264, глава VII]). Отметим также, что класс
всех тотально насыщенных формаций введен Дерком в работе [263].
Более того, понятие n-кратно локального класса фактически воз-
никло в этой работе. Теория кратно локальных классов представля-
ет самостоятельный интерес и, помимо этого, служит весьма полез-
ным инструментом при изучении многих вопросов теории классов
и ее различных приложений (см., например, [72, 73, 107, 181, 182] и
монографии [203, 230]).

Являясь предельным случаем, тотально локальные классы обла-
дают рядом специфических свойств. Отметим, в частности, что при
любом целом неотрицательном n решетки всех n-кратно насыщен-
ных формаций, n-кратно насыщенных наследственных формаций,
n-кратно насыщенных нормально наследственных формаций и т. д.
являются модулярными, но все они не дистрибутивны даже в классе
всех разрешимых групп S (см. [230, глава 2] и [203, глава 4]). Более
того, как отмечено в работе [194] (см. также [203, 230]), для любых
целых неотрицательных n и m системы всех тождеств решетки всех
n-кратно насыщенных и решетки всех m-кратно насыщенных фор-
маций совпадают. Вместе с тем, решетка всех разрешимых тотально
насыщенных формаций дистрибутивна [230] и, как показано в даль-
нейшем в работе [311], это справедливо даже в общем случае.

В то же время мы не обладаем какой-либо существенной инфор-
мацией о решетке классов Фиттинга. В частности, в настоящее вре-
мя неизвестно, модулярна ли решетка таких классов хотя бы в клас-
се всех разрешимых групп (см. [115, вопрос 14.47]) и дистрибутивна
или хотя бы модулярна ли решетка всех тотально локальных клас-
сов Фиттинга. Вместе с тем, справедливы следующие две теоремы,
доказательство которых является целью данного параграфа.

Пусть F — класс Фиттинга. Подкласс Фиттинга M класса F на-
зывается дополняемым в F, если для него существует дополнение в
решетке всех подклассов Фиттинга класса F. Пусть F — n-кратно
локальный (тотально локальный) класс Фиттинга. Тогда символом
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Ln(F) (L∞(F)) обозначается решетка всех его n-кратно локальных
подклассов Фиттинга (решетка всех его тотально локальных под-
классов Фиттинга соответственно).

3.3.1 Теорема ([326, теорема 1]). Пусть F — n-кратно локальный

класс Фиттинга. Тогда и только тогда решетка Ln(F) стоунова,
если F ⊆ N.

3.3.2 Теорема ([326, теорема 2]). Пусть F — тотально локальный

класс Фиттинга. Тогда и только тогда решетка L∞(F) стоунова,
если F ⊆ N.

Доказательство теоремы 3.3.1

3.3.3 Лемма. Пусть F — n-кратно локальный класс Фиттинга.

Тогда если класс Np дополняем в решетке Ln(F) для каждого p ∈
∈ π(F), то F ⊆ N.

Доказательство. Пусть M — n-кратно локальный подкласс
Фиттинга класса F. Покажем, что если Np ⊆ M, то подкласс Np

дополняем в решетке Ln(M). Действительно, пусть H — дополнение
к Np в решетке Ln(F). Согласно следствиям 3.2.12 и 3.2.18,

F = Np ∨
nH = Np⊗H

и поэтому по следствию 3.2.8

M = M ∩ F = M ∩ (Np⊗H) =

= (M ∩Np)⊗(M ∩ H) = Np⊗(M ∩ H) = Np ∨
n(M ∩ H),

где Np ∩ (M ∩ H) = (1). Следовательно, M ∩ H — дополнение к Np

в решетке Ln(M). Таким образом, достаточно рассмотреть случай,
когда F — однопорожденный n-кратно локальный класс Фиттинга.

Заметим, что в этом случае, согласно следствию 3.2.27 мы можем
использовать индукцию по числу атомов в решетке Ln(F).

Пусть Np ⊆ F и H — дополнение к Np в решетке Ln(F). Тогда
Np 6⊆ H и поэтому по индукции H ⊆ N. Следовательно, F ⊆ N.
Лемма доказана.

Пусть L — решетка с 0. Тогда элемент a∗ называется псевдодо-

полнением элемента a(∈ L), если из a ∧ a∗ = 0 и a ∧ x = 0 следует
x 6 a∗. Решетка с 0 называется решеткой с псевдодополнениями,
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если каждый ее элемент обладает псевдодополнением. Дистрибутив-
ная решетка с псевдодополнениями, каждый элемент которой удо-
влетворяет тождеству

a∗ ∨ (a∗)∗ = 1

называется стоуновой решеткой.

Доказательство теоремы 3.3.1. Пусть F — n-кратно локаль-
ный класс Фиттинга. Допустим, что Ln(F) — стоунова решетка и
пусть Np ⊆ F.

Заметим, что для каждого n-кратно локального подкласса Фит-
тинга M в F класс F ∩ Gπ′ является псевдодополнением элемента
M в решетке Ln(F), где π = π(M). Действительно, для n-кратно
локального класса Фиттинга H ⊆ F равенство M ∩ H = (1) имеет
место в том и только в том случае, если π(M) ∩ π(H) = ∅. Значит,
H ⊆ F ∩ Gπ′ и поэтому F ∩ Gπ′ — псевдодополнение элемента M в
решетке Ln(F).

Таким образом, F∩Gp′ — псевдодополнение элемента Np в решет-
ке Ln(F) и Np — псевдодополнение элемента F∩Gp′ в решетке Ln(F).
Вместе с тем, по индукции F = Np ∨

n(F∩Gp′). Следовательно, для
каждого p ∈ π(F) класс Np дополняем в решетке Ln(F) и поэтому
по лемме 3.3.3 F ⊆ N.

Пусть теперь F ⊆ N. Пусть M ∈ Ln(F), π1 = π(M) и π2 = π(F) \
\π(M). Если π1 = π(F), то M = F и (1) — дополнение элемента M в
решетке Ln(F). В противном случае Nπ2

— дополнение элемента M

в решетке Ln(F). Поэтому Ln(F) — булева решетка. Следовательно,
Ln(F) — стоунова решетка. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3.3.2

Следующая лемма очевидна.

3.3.4 Лемма. Пусть F — тотально локальный класс Фиттинга.

Тогда если p ∈ π(F), то Np ⊆ F.

3.3.5 Лемма. Пусть F — однопорожденный тотально локальный

класс Фиттинга. Тогда решетка L∞(F) имеет лишь конечное чис-

ло атомов.

Доказательство. Пусть p ∈ π(G). Покажем, что Np — атом ре-
шетки L∞(F). Пусть M — атом решетки L∞(F). Тогда по лемме 3.3.4
Np ⊆ M. Но M — атом. Поэтому Np = M.

Поскольку G — конечная группа, то существует конечное число
атомов в решетке L∞(F). Лемма доказана.
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3.3.6 Лемма. Пусть F — тотально локальный класс Фиттинга.

Тогда если класс Np дополняем в решетке L∞(F) для каждого p ∈
∈ π(F), то F ⊆ N.

Доказательство. Пусть M — тотально локальный подкласс
Фиттинга класса F. Покажем, что если Np ⊆ M, то подкласс Np до-
полняем в решетке L∞(M). Действительно, пусть H — дополнение
элемента Np в решетке L∞(F). Согласно следствиям 3.2.12 и 3.2.16,

F = Np ∨
∞H = Np⊗H

и поэтому по следствию 3.2.8

M = M ∩ F = M ∩ (Np⊗H) =

= (M ∩Np)⊗(M ∩ H) = Np⊗(M ∩ H) = Np ∨
∞(M ∩ H),

где Np∩(M∩H) = (1). Следовательно, M∩H — дополнение элемента
Np в решетке L∞(M). Таким образом, достаточно рассмотреть слу-
чай, когда F — однопорожденный тотально локальный класс Фит-
тинга.

Заметим, что в этом случае ввиду леммы 3.3.5 мы можем исполь-
зовать индукцию по числу атомов в решетке L∞(F).

Пусть Np ⊆ F и H — дополнение элемента Np в решетке L∞(F).
Тогда Np 6⊆ H и поэтому по индукции H ⊆ N. Следовательно, F ⊆
⊆ N. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3.3.2. Пусть F — тотально локаль-
ный класс Фиттинга. Допустим, что L∞(F) — стоунова решетка и
пусть Np ⊆ F. Заметим, что для каждого тотально локального под-
класса Фиттинга M класса F класс F∩Gπ′ является псевдодополне-
нием элемента M в решетке L∞(F), где π = π(M). Действительно,
для тотально локального класса Фиттинга H ⊆ F равенство M ∩
∩ H = (1) имеет место в том и только в том случае, если π(M) ∩
∩π(H) = ∅. Следовательно, H ⊆ F∩Gπ′ и поэтому F∩Gπ′ является
псевдодополнением элемента M в решетке L∞(F).

Таким образом, F ∩ Gp′ — псевдодополнение элемента Np в ре-
шетке L∞(F) и Np — псевдодополнение элемента F ∩Gp′ в решетке
L∞(F). Вместе с тем, согласно предположению, F = Np∨∞(F∩Gp′).
Следовательно, для каждого p ∈ π(F) класс Np дополняем в решет-
ке L∞(F) и поэтому по лемме 3.3.6, F ⊆ N.

Пусть теперь F ⊆ N. Пусть M ∈ L∞(F), π1 = π(M) и π2 = π(F) \
\ π(M). Если π1 = π(F), то M = F и (1) — дополнение элемента M

в решетке L∞(F). В противном случае Nπ2
— дополнение элемента
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M в решетке L∞(F). Кроме того, решетка L∞(F) дистрибутивна.
Следовательно, решетка L∞(F) булева. Поэтому L∞(F) — стоунова
решетка. Теорема доказана.

3.3.7 Следствие. Следующие утверждения эквивалентны:
1. Класс Фиттинга F локален и L1(F) — стоунова решетка.

2. Класс Фиттинга F — n-кратно локален и Ln(F) — стоунова

решетка.

3. Класс Фиттинга F — тотально локален и L∞(F) — стоунова

решетка.

4. Класс Фиттинга F локален и F ⊆ N.

3.4 Дистрибутивные решетки

Элемент F полной решетки классов Θ называется компактным,
если для любого подмножества η ⊆ Θ из неравенства F 6 supΘη
вытекает существование такого конечного подмножества η0 ⊆ η,
что F 6 supΘη0. Полная решетка классов называется алгебраиче-

ской, если любой ее элемент является решеточным объединением
компактных элементов.

В данном параграфе мы доказываем, что решетка всех разреши-
мых тотально локальных классов Фиттинга является алгебраиче-
ской и дистрибутивной, в которой любой элемент отличный от (1) и
S не дополняем. В ходе получения этого результата установлены та-
кие фундаментальные свойства решетки всех разрешимых тотально
локальных классов Фиттинга, как индуктивность и S-отделимость.
Помимо этого выявлены новые широкие серии индуктивных реше-
ток формаций и классов Фиттинга. С другой стороны, в качестве
одного из следствий мы даем здесь полное доказательство дистри-
бутивности решетки всех разрешимых тотально насыщенных фор-
маций, другая схема которого обсуждалась в монографии [203].

Индуктивность и отделимость. Пусть Θ — полная решетка
формаций. Тогда верхняя грань произвольной совокупности {Fi |
i ∈ I} элементов из Θl обозначается [203] через ∨Θl(Fi | i ∈ I).
Решетка Θ называется индуктивной [203], если для любого набора
{Fi = LF (fi) | i ∈ I} формаций Fi ∈ Θl и для всякого такого набора
{fi | i ∈ I} Θ-значных спутников fi, что fi — некоторый внутренний
спутник формации Fi, имеет место

∨Θl(Fi | i ∈ I) = LF
(

∨Θ(fi | i ∈ I)
)

,
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где символ ∨Θ(fi | i ∈ I) обозначает такой спутник f, что f(p)
является верхней гранью для {fi(p) | i ∈ I} в Θ, если

⋃

i∈I
fi(p) 6=

6= ∅, и f(p) = ∅ в противном случае. Аналогично определяются
индуктивные решетки классов Фиттинга.

Заметим, что индуктивность решетки Θ по существу означает,
что исследование операции ∨Θl на множестве Θ можно редуциро-
вать к исследованию более простой операции ∨Θ на множестве Θ.
Первой задачей данного параграфа является изучение индуктивных
решеток формаций и классов Фиттинга.

Полная решетка формаций (классов Фиттинга) Θ называется ча-

стичной алгеброй формаций (классов Фиттинга) (см. [203]), если
для любого простого числа p и для любой формации (любого класса
Фиттинга) F ∈ Θ имеет место NpF ∈ Θ (соответственно FNp ∈ Θ).

Основным результатом этого раздела является

3.4.1 Теорема ([45, теорема]). Всякая частичная алгебра форма-

ций и всякая частичная алгебра классов Фиттинга, содержащая

все классы Локетта, являются индуктивными решетками.

Прежде чем доказать эту теорему, нам необходимо установить
справедливость следующих лемм.

3.4.2 Лемма. Пусть fi — минимальная Θ-значная H-функция

класса Фиттинга Fi, i ∈ I. Тогда ∨Θ(fi | i ∈ I) — минимальная

Θ-значная H-функция класса Фиттинга F = ∨Θl(Fi | i ∈ I).

Доказательство. Пусть π = π
(

⋃

i∈I

Fi

)

=
⋃

i∈I

π(Fi) = π(F), f =

= ∨Θ(fi | i ∈ I) и h — минимальная Θ-значная H-функция класса
Фиттинга F. Покажем, что h = f.

Пусть p ∈ P \ π. Тогда для любого i ∈ I имеет место h(p) = ∅ и
fi(p) = ∅. Значит, f(p) = ∅.

Пусть p ∈ π. Тогда найдется такое i ∈ I, что fi(p) 6= ∅. По
лемме 1.3.9 имеет место

h(p) = Θfit

(

F p(G) | G ∈
⋃

i∈I

Fi

)

= Θfit

(

⋃

i∈I

Θfit(F p(G) | G ∈ Fi)

)

=

Θfit

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

=
(

∨Θ(fi | i ∈ I)
)

(p) = f(p).

Итак, h = f. Лемма доказана.
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Доказательство теоремы 3.4.1. Пусть Θ — частичная алгебра
классов Фиттинга, содержащая все классы Локетта. И пусть {Fi =
= LR(fi) | i ∈ I} — произвольный набор классов Фиттинга из Θl,
где fi — некоторая внутренняя Θ-значная H-функция. Пусть F =
= ∨Θl(Fi | i ∈ I), M = LR

(

∨Θ(fi | i ∈ I)
)

и hi — минимальная
Θ-значная H-функция класса Fi.

Тогда по лемме 3.4.2 h = ∨Θ(hi | i ∈ I) — минимальная Θ-значная
H-функция класса F.

Поскольку hi 6 fi, то для всех p ∈ P имеет место включение

Θfit

(

⋃

i∈I

hi(p)

)

⊆ Θfit

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

.

Отсюда F ⊆ M.
Докажем теперь обратное включение. Пусть ti — такая H-функ-

ция класса Fi, что ti(p) = hi(p)Np для любого p ∈ P. Тогда по
лемме 3.1.1 t∗i — H-функция класса Fi. Заметим, что поскольку Θ
— частичная алгебра классов Фиттинга, то H-функции ti и t∗i Θ-
значны. Покажем, что fi 6 t∗i .

Допустим, что fi 66 t∗i . Тогда найдется такое простое число p, что
fi(p) 6⊆

(

ti(p)
)∗
. Пусть G — группа из fi(p) \

(

ti(p)
)∗
. Пусть Γ =

= G ≀Zp = [K]Zp, где Zp — группа порядка p, K — база регулярного
сплетения Γ. Так как G 6∈ (ti(p))

∗, то согласно лемме 3.1.2 Γ(ti(p))∗ =
= K1, где K1 — база регулярного сплетения Γ1 = G(ti(p))∗ ≀Zp. Ввиду
свойств сплетений (см., например, 18.2 d) главы A книги [264])

Γ/Γ(ti(p))∗ = Γ/K1
∼=

(

G/G(ti(p))∗
)

≀ Zp.

Следовательно, p делит порядок Γ/Γ(ti(p))∗.
Так как G ∈ fi(p), то K ∈ fi(p). Поэтому K ⊆ Γfi(p). Поскольку

Γ/K ∼= Zp ∈ Np, то

Γ/K/Γfi(p)/K
∼= Γ/Γfi(p) ∈ Np.

Значит, по лемме 1.3.11

Γ ∈ fi(p)Np ⊆ Fi = LR(fi) = LR(t∗i )

и поэтому

Γ ∈ Gπ(F) ∩

(

⋂

p∈π(F)

(

ti(p)
)∗
Gp′

)

,
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т. е. Γ ∈
(

ti(p)
)∗
Gp′, где p ∈ π(F). Следовательно, Γ/Γ(ti(p))∗ ∈ Gp′.

Противоречие. Итак, fi 6 t∗i . Значит,

f = ∨Θ(fi | i ∈ I) 6 ∨Θ(t
∗
i | i ∈ I),

т. е. для любого p ∈ P имеет место включение

f(p) = ∨Θ

(

fi(p) | i ∈ I
)

⊆

⊆ ∨Θ

(

(ti(p))
∗ | i ∈ I

)

= ∨Θ

(

(hi(p))
∗Np | i ∈ I

)

.

Поскольку
(

hi(p)
)∗
Np ⊆

(

∨Θ((hi(p))
∗ | i ∈ I)

)

Np,

то

Θfit

(

⋃

i∈I

(

hi(p)
)∗
Np

)

⊆ Θfit

(

(

∨Θ

(

(hi(p))
∗ | i ∈ I

)

)

Np

)

=

=
(

∨Θ

(

(hi(p))
∗ | i ∈ I

)

)

Np.

Таким образом,

f(p) ⊆ ∨Θ

(

(

hi(p)
)∗
Np | i ∈ I

)

⊆
(

∨Θ

(

(hi(p))
∗ | i ∈ I

)

)

Np.

Кроме того, понятно, что

(

hi(p)
)∗

⊆
(

∨Θ(hi(p) | i ∈ I)
)∗
.

Значит,

∨Θ

(

(

hi(p)
)∗

| i ∈ I
)

= Θfit

(

⋃

i∈I

(

hi(p)
)∗
)

⊆

⊆ Θfit

(

(

Θfit
(

⋃

i∈I

hi(p)
)

)∗
)

=

(

Θfit
(

⋃

i∈I

hi(p)
)

)∗

.

Поэтому

(

∨Θ

(

(hi(p))
∗ | i ∈ I

)

)

Np ⊆
(

∨Θ

(

hi(p) | i ∈ I
)

)∗
Np

для всех p ∈ P. Но F = LR(t), где t — такая Θ-значная H-функция,
что

t(p) =
(

∨Θ(hi(p) | i ∈ I)
)

Np
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для всех p ∈ P. Тогда по лемме 3.1.1 F = LR(t∗). Итак, f 6 t∗.
Значит, M ⊆ F. Поэтому M = F. Этим самым мы завершили дока-
зательство первого утверждения теоремы.

Пусть теперь Θ — частичная алгебра формаций. И пусть {Fi =
= LF (fi) | i ∈ I} — произвольный набор формаций из Θl, где fi —
некоторый внутренний Θ-значный спутник. Пусть F = ∨Θl(Fi | i ∈
∈ I), M = LF

(

∨Θ(fi | i ∈ I)
)

и hi — минимальный Θ-значный
спутник формации Fi.

Тогда по лемме 3.1.3 h = ∨Θ(hi | i ∈ I) — минимальный Θ-знач-
ный спутник формации F.

Поскольку hi 6 fi, то для всех p ∈ P имеет место включение

Θform

(

⋃

i∈I

hi(p)

)

⊆ Θform

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

.

Значит, h 6 f = ∨Θ(fi | i ∈ I). Отсюда F ⊆ M.
Докажем теперь, что M ⊆ F. Согласно замечанию 1.2.18 форма-

ция Fi обладает таким Θ-значным спутником Fi, что

Fi(p) = Nphi(p)

для любого p ∈ P. Покажем, что fi 6 Fi. Действительно, если L ∈
∈ fi(p), то L/Op(L) ∈ fi(p) и Op (L/Op(L)) = 1. Тогда согласно
лемме 1.2.15

L/Op(L) ∈ hi(p) = Θform(A | A ∈ fi(p), Op(A) = 1).

Поэтому L ∈ Nphi(p) = Fi(p). Следовательно, f 6 ∨Θ(Fi | i ∈ I),
т. е.

f(p) = ∨Θ (fi(p) | i ∈ I) ⊆ ∨Θ (Fi(p) | i ∈ I) = ∨Θ (Nphi(p) | i ∈ I)

для всех p ∈ P. Ввиду того, что

Nphi(p) ⊆ Np

(

∨Θ(hi(p) | i ∈ I)
)

и, учитывая следствие 2.1.4, имеем

Θform

(

⋃

i∈I

Nphi(p)

)

⊆ Θform

(

Np

(

∨Θ

(

hi(p) | i ∈ I
)

)

)

=

= Np

(

∨Θ(hi(p) | i ∈ I)
)

,

т. е.
f(p) ⊆ ∨Θ

(

Nphi(p) | i ∈ I
)

⊆ Np

(

∨Θ(hi(p) | i ∈ I)
)

.
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Но ввиду замечания 1.2.18 F = LF (F ), где F — такой Θ-значный
спутник, что

F (p) = Np

(

∨Θ

(

hi(p) | i ∈ I
)

)

для всех p ∈ P. Таким образом, f 6 F, т. е. M ⊆ F. Значит, M =
= F. Итак, частичная алгебра формаций Θ индуктивна. Теорема
доказана.

Теорема 3.4.1, в частности, дает положительный ответ на во-
прос 4.1.8 монографии А.Н. Скибы [203].

3.4.3 Следствие (А.Н. Скиба [203, теорема 4.1.1]). Решетка всех

τ -замкнутых n-кратно насыщенных формаций индуктивна.

3.4.4 Следствие (А.Н. Скиба [203, теорема 4.1.7]). Решетка раз-

решимых тотально насыщенных формаций индуктивна.

3.4.5 Следствие. Решетка ln индуктивна.

3.4.6 Следствие. Решетка l∞ индуктивна.

3.4.7 Следствие ([42, теорема]). Решетка всех τ -замкнутых то-

тально насыщенных формаций индуктивна.

Напомним, что множество всех локальных спутников (H-функ-
ций) частично упорядочено отношением 6, где f 6 h тогда и только
тогда, когда f(p) ⊆ h(p) для всех p ∈ P.

3.4.8 Следствие. Пусть Θ — частичная алгебра формаций, F ∈
∈ Θl. Тогда частично упорядоченное множество всех внутренних

Θ-значных спутников формации F является полной решеткой.

3.4.9 Следствие. Пусть Θ — такая же частичная алгебра клас-

сов Фиттинга, как и в теореме, F ∈ Θl. Тогда частично упорядо-

ченное множество всех внутренних Θ-значных H-функций класса

F является полной решеткой.

Все рассматриваемые далее в настоящем параграфе группы ко-
нечны и разрешимы. Важным понятием в современной теории клас-
сов конечных групп является следующая конструкция, введенная
в монографии А.Н. Скибы [203]. Пусть X — некоторый непустой
класс групп. Полная решетка классов Локетта Θ называется X-

отделимой, если для любого терма ξ(x1, . . . , xm) сигнатуры
{∩,∨Θ}, любых классов Локетта F1, . . . ,Fm из Θ и любой группы

A ∈ X ∩ ξ(F1, . . . ,Fm)
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найдутся такие X-группы A1 ∈ F1, . . . , Am ∈ Fm, что

A ∈ ξ(ΘfitA1, . . . ,ΘfitAm).

Здесь ∨Θ — оператор объединения в решетке Θ. Свойство отде-
лимости оказалось одним из основных инструментов при изучении
решеток классов конечных групп [192], в частности, это понятие сыг-
рало ключевую роль в исследовании тождеств решеток таких клас-
сов [44, 76, 230].

В работе [44] было доказано, что решетка разрешимых тотально
локальных классов Фиттинга является S-отделимой, что позволило
установить дистрибутивность такой решетки.

Второй целью данного параграфа является доказательство S-от-
делимости решетки разрешимых тотально ω-локальных классов Ло-
кетта.

Со всяким классом Фиттинга F можно сопоставить наименьший
(по включению) класс Фиттинга F∗ [264], содержащий F такой, что
для любых групп G и H справедливо равенство (G×H)F∗ = GF∗ ×
× HF∗. Напомним, что класс Фиттинга F называется классом Ло-

кетта, если F = F∗.
Пусть ω — некоторое непустое множество простых чисел, ω′ = P\

\ ω. Символы S, Np, Sp′ и Sωd обозначают, соответственно, классы
всех разрешимых групп, p-групп, разрешимых p′-групп и класс раз-
решимых групп, у которых каждый композиционный фактор явля-
ется ωd-группой.

Вторым основным результатом данного параграфа является сле-
дующая

3.4.10 Теорема ([51, теорема]). Решетка всех тотально ω-лока-

льных классов Локетта S-отделима.

Доказательство. Индукцией по числу r вхождений символов
{∩,∨∞

ω } в терм ξ покажем, что найдутся такие группы Ai ∈ Fi (i =
= 1, . . . , m), что A ∈ ξ(l∞ω fitA1, . . . , l

∞
ω fitAm).

При r = 0, очевидно, A ∈ l∞ω fitA. Индукцией по нильпотентной
длине группы A докажем, что утверждение верно при r = 1.

Пусть A ∈ F1 ∨ ∞
ω F2 = l∞ω fit (F1 ∪ F2) и π(A) = {p1, . . . , pt}. При

l(A) = 1 имеет место A = P1 × . . .× Pt, где Pi — силовские pi-под-
группы группы A (i = 1, . . . , t). Ясно, что

π(A) ⊆ π(F1) ∪ π(F2).

Пусть
p1, . . . , pj ∈ π(F1), pj+1, . . . , pt ∈ π(F2).
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Тогда

A1 = P1 × . . .× Pj ∈ F1, A2 = Pj+1 × . . .× Pt ∈ F2.

Понятно, что

A = A1 ×A2 ∈ (l∞ω fitA1) ∨
∞
ω (l∞ω fitA2).

Пусть теперь l(A) > 1. Допустим, что для разрешимых групп,
нильпотентная длина которых меньше нильпотентной длины груп-
пы A, доказываемое нами утверждение верно. Ввиду лемм 1.3.9
и 3.4.2 для произвольного pi ∈ ω ∩ π(A)

F pi(A) ∈ f1(pi) ∨
∞
ω f2(pi) =

=
(

l∞ω fit (F pi(G) | G ∈ F1)
)

∨ ∞
ω

(

l∞ω fit (F pi(G) | G ∈ F2)
)

,

где fj — минимальная ω-локальная l∞ω -значная H-функция класса
Локетта Fj, j = 1, 2.

Поскольку l(F pi(A)) < l(A), то по индукции найдутся такие груп-
пы

Ai1 ∈ f1(pi), Ai2 ∈ f2(pi), что F pi(A) ∈
(

l∞ω fitAi1

)

∨ ∞
ω

(

l∞ω fitAi2

)

.

Пусть Bi1 = Ai1 ≀Zpi, Bi2 = Ai2 ≀Zpi, где Zpi — циклическая группа
порядка pi. Так как Ai1 ∈ f1(pi), то согласно лемме 1.3.11, имеет
место Bi1 ∈ f1(pi)Npi ⊆ F1. Аналогично Bi2 ∈ F2. Отсюда A1 =
= B11 × . . .×Bt1 ∈ F1, A2 = B12 × . . .×Bt2 ∈ F2.

Покажем, что

A ∈ F =
(

l∞ω fitA1

)

∨ ∞
ω

(

l∞ω fitA2

)

.

Пусть h — минимальная l∞ω -значная H-функция класса F, и f — та-
кая l∞ω -значная H-функция класса F, что f(p) = h(p)Np для любого
p ∈ ω. Пусть i ∈ {1, . . . , t}. Покажем, что F pi(A) ∈ f(pi). Сначала
установим, что Ai1, Ai2 ∈ f(pi). Допустим, что Ai1 /∈ f(pi). Тогда
поскольку f(pi) — класс Локетта (см. [68]), то согласно лемме 3.1.2
(Bi1)f(pi) = K1, где K1 — база регулярного сплетения (Ai1)f(pi) ≀ Zpi.
Ввиду свойств сплетений (см., например, [264, гл. А, лемма 18.2 d)])

Bi1/(Bi1)f(pi) = Bi1/K1
∼=

(

Ai1/(Ai1)f(pi)
)

≀ Zpi.

Значит, pi делит порядок Bi1/(Bi1)f(pi).
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С другой стороны, так как Bi1 ∈ F, то, согласно работе [206],

Bi1 ∈

(

⋂

p∈π2

Sp′

)

∩

(

⋂

p∈π1

f(p)Sp′

)

∩ f(ω)Sωd,

где π1 = ω ∩ Supp(f), π2 = ω \ π1; и, в частности, Bi1 ∈ f(pi)Sp′i
.

Следовательно, Bi1/(Bi1)f(pi) ∈ Sp′i
. Противоречие. Значит, Ai1 ∈

∈ f(pi). Аналогично, Ai2 ∈ f(pi). Поэтому l∞ω fit (Ai1, Ai2) ⊆ f(pi).
Очевидно,

l∞ω fit (Ai1, Ai2) = (l∞ω fitAi1) ∨
∞
ω (l∞ω fitAi2).

Следовательно, F pi(A) ∈ f(pi).
Покажем, что Aωd ∈ f(ω′). Имеем

Aωd ∈ f1(ω
′) ∨ ∞

ω f2(ω
′) = F1 ∨

∞
ω F2 = f(ω′) = F.

Итак, A ∈ F.
Если же A ∈ F1∩F2, то A ∈ (l∞ω fitA)∩ (l∞ω fitA). Таким образом,

мы завершили доказательство теоремы при r = 1.
Пусть терм ξ имеет r > 1 вхождений символов из {∩,∨∞

ω } и для
термов с меньшим числом вхождений теорема верна. Пусть ξ имеет
вид

ξ1(xi1, . . . , xia) △ ξ2(xj1, . . . , xjb),

где △ ∈ {∩,∨∞
ω } и

{xi1, . . . , xia} ∪ {xj1, . . . , xjb} = {x1, . . . , xm}.

Через H1 обозначим класс Фиттинга ξ1(Fi1, . . . ,Fia), а через H2 —
класс Фиттинга ξ2(Fj1, . . . ,Fjb). Тогда, по доказанному выше, най-
дутся такие группы A1 ∈ H1, A2 ∈ H2, что

A ∈ (l∞ω fitA1) △ (l∞ω fitA2).

Поскольку число операций в терме ξ1 меньше r, то по индукции
найдутся такие группы B1 ∈ Fi1, . . . , Ba ∈ Fia, что

A1 ∈ ξ1(l
∞
ω fitB1, . . . , l

∞
ω fitBa).

Аналогично, найдутся такие группы C1 ∈ Fj1, . . . , Cb ∈ Fjb, что

A2 ∈ ξ2(l
∞
ω fitC1, . . . , l

∞
ω fitCb).
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Пусть xit+1
, . . . , xia ∈ {xj1, . . . , xjb} и, вместе с тем,

{xi1, . . . , xit} ∩ {xj1, . . . , xjb} = ∅.

Пусть

Dik =



















Bk, если k < t+ 1,

Bk × Cq, если xik = xjq ,

для некоторого q ∈ {1, . . . , b}

при всех k > t+ 1.

Пусть Djk = Ck, если xjk /∈ {xit+1
, . . . , xia}. Через Mp обозначим

класс l∞ω fitDip, где p = 1, . . . , a; через Xc — класс l∞ω fitDjc, где c =
= 1, . . . , b.

Итак,
A1 ∈ ξ1(l

∞
ω fitB1, . . . , l

∞
ω fitBa) ⊆

⊆ ξ1( fitDi1, . . . , fitDia) = ξ1(M1, . . . ,Ma),

A2 ∈ ξ2(l
∞
ω fitC1, . . . , l

∞
ω fitCb) ⊆

⊆ ξ2( fitDj1, . . . , fitDjb) = ξ2(X1, . . . ,Xb).

Значит, найдутся такие классы Фиттинга R1, . . . ,Rm, что

ξ1(Ri1, . . . ,Ria) △ ξ2(Rj1, . . . ,Rjb) = ξ(R1, . . . ,Rm),

где Ri = l∞ω fitKi, где Ki ∈ Fi. Теорема доказана.

3.4.11 Следствие ([44, лемма 6]). Решетка всех тотально лока-

льных классов Фиттинга S-отделима.

Теорема о дистрибутивности. Третьей целью данного пара-
графа является доказательство дистрибутивности решетки всех раз-
решимых тотально локальных классов Фиттинга. Тем самым найде-
но положительное решение проблемы 21, поставленной А.Н. Скибой
и Л.А. Шеметковым в работе [206].

3.4.12 Теорема ([44, теорема]). Решетка всех разрешимых то-

тально локальных классов Фиттинга алгебраична, дистрибутив-

на и каждый ее элемент отличный от (1) и S не дополняем в

ней.

Доказательству теоремы предпошлем несколько лемм.
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3.4.13 Лемма. Пусть ξ(x1, . . . , xm) — терм сигнатуры {∩,∨∞},
fi — внутренняя l∞-значная H-функция класса Фиттинга Fi, i =
= 1, . . . , m. Тогда

ξ(F1, . . . ,Fm) = LR
(

ξ(f1, . . . , fm)
)

.

Доказательство. Проведем индукцию по числу r вхождений
символов из {∩,∨∞} в терм ξ. Пусть

ξ(x1, . . . , xm) = ξ1(xi1, . . . , xia)△ξ2(xj1, . . . , xjb),

где △ ∈ {∩,∨∞} и

{xi1, . . . , xia} ∪ {xj1, . . . , xjb} = {x1, . . . , xm}.

Допустим, что для термов ξ1 и ξ2 лемма верна. Тогда

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = LR
(

ξ1(fi1, . . . , fia)
)

,

ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) = LR
(

ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

.

Понятно, что ξ1(fi1, . . . , fia) и ξ2(fj1, . . . , fjb) — внутренние l∞-знач-
ные H-функции классов Фиттинга ξ1(Fi1, . . . ,Fia) и ξ2(Fj1, . . . ,Fjb)
соответственно. Значит, по индукции

ξ(F1, . . . ,Fm) = ξ1(Fi1, . . . ,Fia)△ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) =

= LR
(

ξ1(fi1, . . . , fia)△ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

= LR
(

ξ(f1, . . . , fm)
)

.

Лемма доказана.

3.4.14 Лемма. Пусть F = l∞fitG, где группа G разрешима. Тогда

F является компактным элементом в решетке l∞.

Доказательство. Индукцией по нильпотентной длине группы
G покажем, что F является компактным элементом в l∞. Пусть F ⊆
⊆ M = ∨∞(Fi | i ∈ I), где Fi — тотально локальный класс Фиттинга.

Если l(G) = 1, то G = P1 × . . . × Pk, где Pi — силовская pi-под-
группа группы G. Значит, найдутся такие индексы j1, . . . , jk ∈ I,
что pi ∈ π(Fji), т. е. Pi ∈ Fji. Поэтому G ∈ Fj1 ∨

∞ . . .∨∞Fjk . Следо-
вательно,

F ⊆ Fj1 ∨
∞ . . . ∨ ∞Fjk .

Пусть l(G) > 1 и все тотально локальные классы Фиттинга ви-
да l∞fitA, где A — разрешимая группа и l(A) < l(G), являются
компактными элементами в решетке l∞. Пусть fi — минимальная
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l∞-значная H-функция класса Fi, f — минимальная l∞-значная
H-функция класса F и m — минимальная l∞-значная H-функция
класса M. Тогда по лемме 1.3.9 f(p) = l∞fit

(

F p(G)
)

при всех p ∈
∈ π(G) и f(p) = ∅ при всех p ∈ P\π(G). Кроме того, по лемме 1.3.9
получаем f 6 m. Согласно лемме 3.4.2 m = ∨∞(fi | i ∈ I). Посколь-
ку l

(

F p(G)
)

< l(G), то по индукции для каждого p ∈ π(G) найдутся
такие индексы i1, . . . , it ∈ I, что

F p(G) ∈ fi1(p) ∨
∞ . . . ∨ ∞fit(p).

Поскольку |π(G)| < ∞, то из последнего вытекает, что найдутся
такие индексы j1, . . . , jk ∈ I, что G ∈ Fj1 ∨

∞ . . . ∨ ∞Fjk . Таким
образом,

F ⊆ Fj1 ∨
∞ . . . ∨ ∞Fjk .

Значит, F — компактный элемент в решетке l∞. Лемма доказана.

3.4.15 Лемма. Пусть F — тотально локальный класс Фиттин-

га. Тогда при любом натуральном k > 2 решетки L∞(FNk−1) и

L∞(FNk) порождают одно и то же многообразие решеток.

Доказательство. Зафиксируем некоторое тождество

ξ1(xi1, . . . , xia) = ξ(xj1, . . . , xjb) (3.1)

сигнатуры {∩,∨∞}.
Если тождество (3.1) выполняется в решетке L∞(FNk), то оно вы-

полняется и в любой подрешетке решетки L∞(FNk). Поэтому тож-
дество (3.1) справедливо в решетке L∞(FNk−1).

Пусть теперь тождество (3.1) справедливо в решетке L∞(FNk−1)
и пусть Fi1, . . . ,Fia,Fj1, . . . ,Fjb — произвольные классы Фиттинга из

L∞(FNk). Пусть fic — минимальная l∞-значная H-функция класса
Fic, c = 1, . . . , a; и пусть fjd — минимальная l∞-значная H-функция
класса Fjd, d = 1, . . . , b. По лемме 3.4.13

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = LR
(

ξ1(fi1, . . . , fia)
)

,

ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) = LR
(

ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

.

Заметим, что для любого p ∈ P классы

fi1(p), . . . , fia(p), fj1(p), . . . , fjb(p)

принадлежат решетке L∞(FNk−1). Следовательно,

ξ1
(

fi1, . . . , fia
)

(p) = ξ1
(

fi1(p), . . . , fia(p)
)

=
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= ξ2
(

fj1(p), . . . , fjb(p)
)

= ξ2
(

fj1, . . . , fjb
)

(p).

Поэтому ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = ξ2(Fj1, . . . ,Fjb). Таким образом, тождество

(3.1) справедливо в решетке L∞(FNk). Лемма доказана.

3.4.16 Лемма. Пусть η — такая подрешетка решетки разреши-

мых тотально локальных классов Фиттинга, которая со всяким

своим классом Фиттинга F содержит и все его однопорожден-

ные тотально локальные подклассы Фиттинга. Тогда тождество

ξ1 = ξ2 сигнатуры {∩,∨∞} истинно в η, если оно выполняется

для всех однопорожденных тотально локальных классов Фиттин-

га из η.

Доказательство. Пусть xi1, . . . , xia — переменные, входящие в
терм ξ1; xj1, . . . , xjb — переменные, входящие в терм ξ2 и

Fi1, . . . ,Fia,Fj1, . . . ,Fjb ∈ η.

Покажем, что

F = ξ1(Fi1, . . . ,Fia) ⊆ ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) = M.

Пусть xj1, . . . , xjt ∈ {xi1, . . . , xia}, но {xjt+1
, . . . , xjb}∩{xi1, . . . , xia} =

= ∅. Пусть A ∈ F. Тогда по теореме 3.4.10 найдутся такие группы
Ai1, . . . , Aia, что Aik ∈ Fik для всех k ∈ {1, . . . , a} и

A ∈ S ∩ ξ1(l
∞fitAi1, . . . , l

∞fitAia).

Пусть Hik = l∞fitAik и

Hjk =











Hic, где xjk = xic для некоторого c ∈ {1, . . . , a}

при всех k ∈ {1, . . . , t};

l∞fitBjk для некоторой группы Bjk ∈ Fjk при k > t.

По условию

ξ1(Hi1, . . . ,Hia) = ξ2(Hj1, . . . ,Hjb) ⊆ M.

Значит, A ∈ M. Итак, F ⊆ M. Аналогично доказывается обратное
включение. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3.4.12. Покажем сначала, что ре-
шетка L∞(S) алгебраична. Очевидно, любой тотально локальный

133

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



класс Фиттинга есть объединение всех своих однопорожденных то-
тально локальных подклассов Фиттинга в решетке l∞. Пусть F =
= l∞fitG, где группа G разрешима. По лемме 3.4.14 F — компакт-
ный элемент в решетке l∞. Значит, F будет компактным элементом
и в подрешетке L∞(S) решетки l∞. Следовательно, решетка всех
разрешимых тотально локальных классов Фиттинга алгебраична и
ее компактными элементами являются однопорожденные тотально
локальные классы Фиттинга.

Докажем теперь, что решетка L∞(S) дистрибутивна. Но прежде
индукцией по r покажем дистрибутивность решетки L∞(Nr). Ре-
шетка L∞(N), очевидно, дистрибутивна. Пусть r > 1 и решетка
L∞(Nr−1) дистрибутивна. Тогда по лемме 3.4.15 решетка L∞(Nr)
также дистрибутивна.

Пусть теперь F = l∞fitG, где l(G) = r. Тогда G ∈ Nr и поэто-
му L∞(l∞fitG) ⊆ L∞(Nr). Следовательно, решетка L∞(l∞fitG) дис-
трибутивна. Значит, ввиду леммы 3.4.16 решетка всех разрешимых
тотально локальных классов Фиттинга дистрибутивна.

Докажем теперь, что каждый разрешимый тотально локальный
класс Фиттинга, отличный от (1) и S, не дополняем в решетке
L∞(S). Пусть M 6= (1) и M 6= S — разрешимый тотально локаль-
ный класс Фиттинга и пусть H — дополнение к M в решетке L∞(S).
Тогда

S = M ∨ ∞H и M ∩ H = (1).

Покажем, что M∨∞H = M∨H. Рассмотрим класс Фиттинга F =
= M∨H. Так как M∩H = (1), то K(M)∩K(H) = ∅. Следовательно,
по лемме 3.1.4 F = M⊗H. Покажем, что класс M⊗H тотально ло-
кален. Пусть m и h — минимальные l∞-значные H-функции классов
M и H соответственно. Пусть f — такая H-функция, что

f(p) =











m(p), если p ∈ π(M),

h(p), если p ∈ π(H),

∅, если p ∈ P \ (π(M) ∪ π(H)).

Покажем, что F = LR(f). Пусть G — группа минимального порядка
из LR(f) \ F. Тогда G — комонолитическая группа и ее комонолит
M = GF. Поскольку G ∈ LR(f), то F p(G) ∈ f(p) для всех p ∈ π(G).
Следовательно, если p ∈ π(G), то по построению H-функции f либо
f(p) = m(p) 6= ∅, либо f(p) = h(p) 6= ∅. Значит,

π(G) ⊆ π(M) ∪ π(H).
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Пусть p ∈ π(G/M). Тогда p ∈ π(M) ∪ π(H). Пусть теперь p ∈
∈ π(M). Следовательно, G/M — p-группа и

F p(G) = Op(G) ∈ f(p) = m(p).

Значит, по лемме 1.3.11 G ∈ M ⊆ F. Противоречие.
Таким образом, LR(f) ⊆ F.

Допустим, что обратное включение неверно и G — группа ми-
нимального порядка из F \ LR(f). Тогда G — комонолитическая
группа. Поэтому либо G ∈ M, либо G ∈ H. Пусть G ∈ M = LR(m).
Значит,

F p(G) ∈ m(p) = f(p)

для всех p ∈ π(G). Следовательно, G ∈ LR(f). Значит, F ⊆ LR(f).
Таким образом, F = LR(f) — тотально локальный класс Фиттинга.
Но M ∨ H ⊆ F. Значит,

M ∨ ∞H = M⊗H = M ∨ H.

Следовательно, для любой комонолитической группы G ∈ S имеет
место одно из двух G ∈ M или G ∈ H.

Пусть Zp и Zq — некоторые группы порядков p и q, соответствен-
но, где p ∈ π(M), q ∈ π(H). Пусть r ∈ P \ {p, q}. Тогда ввиду лем-
мы 3.1.5 группа A = Zp × Zq обладает простым точным модулем P
над полем из r элементов Fr. Пусть B = [P ]A. Тогда B ∈ S и, вме-
сте с тем, B 6∈ M, поскольку q 6∈ π(M) и B 6∈ H, поскольку p 6∈ π(H).
Но группа B комонолитична и, значит, либо B ∈ M, либо B ∈ H.
Противоречие. Итак, каждый ненулевой и неединичный элемент ре-
шетки всех разрешимых тотально локальных классов Фиттинга не
дополняем в ней. Теорема доказана.

Согласно следствию 2 теоремы 1 монографии [80, гл. II, § 6, с. 151]
из доказанной теоремы вытекает

3.4.17 Следствие. Решетка всех разрешимых тотально локаль-

ных классов Фиттинга является решеткой с псевдодополнениями.

Напомним, что представление элемента a в виде x0 ∨ . . . ∨ xn−1

называется сократимым [80], если

a = x0 ∨ . . . ∨ xi−1 ∨ xi+1 ∨ . . . ∨ xn−1

для некоторого 0 6 i < n; в противном случае оно называется несо-

кратимым.
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Тотально локальный класс Фиттинга F называется l∞-неприводи-

мым [206], если класс F нельзя представить в виде F = ∨∞(Fi | i ∈
∈ I), где {Fi | i ∈ I} — набор всех собственных тотально локальных
подклассов Фиттинга из F.

3.4.18 Следствие. Пусть F = l∞fitG — разрешимый однопорож-

денный тотально локальный класс Фиттинга. Тогда F обладает

единственным представлением в виде несократимого объединения

F1 ∨
∞ . . . ∨∞Ft

некоторых своих тотально локальных l∞-неприводимых подклас-

сов Фиттинга F1, . . . ,Ft.

Доказательство. Ввиду следствия 13 теоремы 9 монографии
[80, гл. II, § 1] для доказательства данного следствия достаточно
лишь установить, что решетка L∞(F) всех тотально локальных под-
классов Фиттинга произвольного разрешимого однопорожденного
тотально локального класса Фиттинга F = l∞fitG конечна. Про-
ведем индукцию по нильпотентной длине группы G.

Если l(G) = 1, то каждый неединичный тотально локальный под-
класс Фиттинга из F имеет вид Nπ, где π ⊆ π(F). Значит, в F имеется
лишь конечное множество тотально локальных подклассов Фиттин-
га.

Пусть l(G) > 1 и для всех тотально локальных классов Фиттинга
вида l∞fitA, где l(A) < l(G), решетка L∞(l∞fitA) конечна. Пусть
M — произвольный тотально локальный подкласс Фиттинга из F

и пусть m и f — минимальные l∞-значные H-функции классов M

и F соответственно. Тогда из леммы 1.3.9 вытекает, что m 6 f.
Кроме того, ввиду этой же леммы, при любом p ∈ π(F) имеет место
равенство

f(p) = l∞fit
(

F(F p)
)

.

Поскольку l
(

F p(G)
)

< l(G), то по индукции решетка L∞
(

f(p)
)

ко-
нечна. Так как при этом конечно и множество π(F), то в F имеется
лишь конечное множество тотально локальных подклассов Фиттин-
га. Следствие доказано.

Для любых двух тотально локальных классов Фиттинга M и H,
где M ⊆ H решетка всех тотально локальных классов Фиттинга, за-
ключенных между M и H, обозначается (см. [203]) символом H/∞M.
Так как всякая дистрибутивная решетка является модулярной, то из
доказанной теоремы вытекает
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3.4.19 Следствие. Для любых двух разрешимых тотально ло-

кальных классов Фиттинга M и H справедлив решеточный изо-

морфизм:
M ∨ ∞H/∞M ∼= H/∞H ∩M.

3.4.20 Следствие (А.Н. Скиба [203, теорема 4.2.12]). Решетка

всех разрешимых тотально насыщенных формаций дистрибутив-

на.

Доказательство. Покажем, что каждый разрешимый тотально
локальный класс Фиттинга F наследственен. Не теряя общности,
мы можем предполагать, что F = l∞fitG для некоторой разреши-
мой группы G. Если G — нильпотентная группа, то утверждение
очевидно. Пусть нильпотентная длина t группы G больше 1. Тогда
если f — минимальная l∞-значная H-функция класса F, то посколь-
ку l

(

F p(G)
)

< t, то, ввиду соображений индукции, для любого p ∈
∈ π(G) класс Фиттинга f(p) = l∞fit

(

F p(G)
)

наследственен. Значит,
класс F наследственен и поэтому, ввиду результатов работы [256],
класс F является тотально насыщенной формацией. Следовательно,
каждый разрешимый тотально локальный класс Фиттинга является
тотально насыщенной формацией.

Рассуждая аналогичным образом, легко убедиться, что каждая
разрешимая тотально насыщенная формация является наследствен-
ным классом Фиттинга. Но по лемме 3.1.6 каждый разрешимый на-
следственный класс Фиттинга является тотально локальным клас-
сом Фиттинга. Значит, каждая разрешимая тотально насыщенная
формация является тотально локальным классом Фиттинга.

Таким образом, решетки L∞(S) и L∞(S) совпадают. Поэтому,
ввиду доказанной теоремы, решетка всех разрешимых тотально на-
сыщенных формаций дистрибутивна. Следствие доказано.

3.5 Решетки нормальных классов Фиттинга
со свойством полноты

При описании структуры классов Фиттинга конечных разреши-
мых групп и их классификации основополагающим результатом яв-
ляется теорема Блессеноля–Гашюца [254]: пересечение любого мно-
жества неединичных нормальных классов Фиттинга снова является
неединичным нормальным классом Фиттинга. Непустой класс Фит-
тинга F называется нормальным, если для любой группы G ее F-
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радикал GF является максимальной из подгрупп G, принадлежащих
F (см. [264]).

Класс Фиттинга F называется нормальным в классе конечных
групп X или X-нормальным [295], если F ⊆ X и GF — максимальная
из подгрупп группы G принадлежащих F, для всех групп G ∈ X.
В случае, если X = S (S — класс всех разрешимых групп), S-
нормальный класс Фиттинга F называется просто нормальным.

В настоящем параграфе мы развиваем и расширяем вышеуказан-
ный результат Блессеноля–Гашюца в двух направлениях.

С одной стороны, доказывается аналог теоремы Блессеноля–
Гашюца для X-нормальных классов Фиттинга, где X — класс Фи-
шера (в частности, X ⊆ S).

С другой стороны, условие разрешимости для групп из класса X

заменяется условием частичной разрешимости.

Некоторые обозначения и леммы. Пусть F — класс Фиттин-
га. Подгруппа V группы G называется F-инъектором группы G,
если V ∩ N является максимальной подгруппой группы N среди
подгрупп, входящих в F для любой субнормальной подгруппы N
группы G. Известная теорема Гашюца–Фишера–Хартли [267] о том,
что каждая группа G ∈ S обладает единственным классом сопря-
женных F-инъекторов, является синтезом знаменитых теорем Сило-
ва и Холла.

Отметим, что FS — это класс всех таких групп G, у которых
фактор-группа по F-радикалу группы G разрешима.

Следующая лемма является обобщением теоремы Гашюца–Фише-
ра–Хартли.

3.5.1 Лемма (В.Г. Сементовский [180]). Если G ∈ FS, то

1) G обладает единственным классом сопряженных F-инъекто-

ров;
2) если V — F-инъектор группы G и V ⊆ H ⊆ G, то V также

является F-инъектором группы H.

Будем использовать определение X-нормального класса Фиттин-
га, эквивалентное вышеприведенному определению Лауэ [295].

3.5.2 Определение. Пусть F и X — такие классы Фиттинга, что
F ⊆ X ⊆ FS. Класс Фиттинга F называют X-нормальным или нор-
мальным в классе X и обозначают F ⊳ X, если для любой группы
G ∈ X ее F-инъектор является нормальной подгруппой группы G.

Следующий пример демонстрирует процедуру построения широ-
кого семейства X-нормальных классов Фиттинга.
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3.5.3 Пример. Пусть F — непустой класс Фиттинга и X = FN,
где N — класс всех нильпотентных групп. Тогда для любой группы
G ∈ X ее F-инъектор V = GF.

Действительно, так как группа G/GF нильпотентна, то V/GF —
субнормальная подгруппа группы G/GF. Поэтому V субнормальна
в G и V = GF.

Нам понадобится следующий результат Дж. Титса.

3.5.4 Лемма ([264, гл. A, лемма 1.2]). Пусть U, V и W — подгруп-

пы группы G. Тогда следующие условия равносильны:
1) U ∩ VW = (U ∩ V )(U ∩W );
2) U ∩ UW = U(V ∩W ).

Основной результат. Напомним, что класс Фиттинга F назы-
вается классом Фишера, если из того, что G ∈ F, K ⊳G, K ⊆ H ⊆ G
и H/K — p-группа (p — простое число), следует H ∈ F.

3.5.5 Теорема ([324, теорема 2.1]). Пусть X — класс Фишера и

{Fi | i ∈ I} — множество X-нормальных классов Фиттинга. То-

гда если F =
⋂

i∈I
Fi и F ⊆ X ⊆ FS, то F — X-нормальный класс

Фиттинга.

Доказательство. Будем использовать индукцию по порядку
групп из X. Пусть G — группа минимального порядка из X, для
которой теорема неверна. Так как по условию группа G/GF разре-
шима, то согласно лемме 3.5.1 в группе G существуют F-инъекторы.
Пусть V — такой F-инъектор группы G, который не нормален в G.
Так как F ⊆ Fi для всех i ∈ I, то GF ⊆ GFi

и, ввиду изоморфизма

(

G/GF

)

/
(

GFi
/GF

)

∼= G/GFi
,

группа G/GFi
разрешима.

Следовательно, согласно лемме 3.5.1 в группе G существует
Fi-инъектор Vi. По условию Vi ⊳G для всех i ∈ I. Поэтому

⋂

i∈I
Vi ⊳G.

Кроме того,
⋂

i∈I

Vi ∈ F. Значит,
⋂

i∈I

Vi ⊆ GF.

С другой стороны, для каждого i ∈ I справедливо включение

GF ⊆ GFi
= Vi.

Следовательно, GF =
⋂

i∈I
Vi и

⋂

i∈I
Vi ⊂ V.
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Пусть M — произвольная максимальная нормальная подгруппа
группы G. Так как V — F-инъектор группы G, то подгруппа V ∩M
является F-инъектором группы M. Тогда из того, что M ∈ X, по
индукции следует, что V ∩M ⊳M. Отсюда получаем, что

V ∩M = MF = GF ∩M.

Следовательно, для любой максимальной нормальной подгруппы M
группы G справедливо равенство

V ∩M =

(

⋂

i∈I

Vi

)

∩M. (3.2)

Заметим, что V не содержится ни в какой субнормальной подгруппе
N группы G.

Действительно, если V ⊆ N⊳⊳G, то в N существует F-инъектор
и по лемме 3.5.1 подгруппа V является F-инъектором N. Но тогда
по индукции V ⊳N. Поэтому V ⊳⊳G и V = GF. Последнее проти-
воречит тому, что V не является нормальной подгруппой группы G.

Покажем, что RV = G для любой нормальной подгруппы R груп-
пы G такой, что G/R — нильпотентная группа. Пусть RV 6= G.
Тогда подгруппа RV/R субнормальна в G/R. Значит, RV субнор-
мальна в G. Следовательно, V содержится в подгруппе H = RV и
H ⊳⊳G, что невозможно.

Докажем теперь, что группа G комонолитична. Предположим,
что это не так. Пусть M1 и M2 — максимальные нормальные под-
группы группы G. Без ограничения общности мы можем считать,
что M1 ⊇ GF и M2 6⊇ GF. Тогда G = M2GF. Кроме того, M1 ⊇ GF

и G ∈ FS. Следовательно, G/M1 нильпотентна. Но тогда, ввиду
доказанного выше, G = VM1. Следовательно, ввиду изоморфизмов

G/M1
∼= V/(V ∩M1) и G/M2

∼= V/(V ∩M2),

подгруппы V ∩M1 и V ∩M2 являются максимальными нормальными
подгруппами группы V.

Предположим, что V ∩M1 6= V ∩M2. Тогда V = (V ∩M1)(V ∩M2).
Следовательно, ввиду (3.2)

V =

(

(

⋂

i∈I

Vi

)

∩M1

)(

(

⋂

i∈I

Vi

)

∩M2

)

,

и V ⊆ GF. Значит, V = GF. Последнее противоречит тому, что
подгруппа V не нормальна в G. Итак, V ∩M1 = V ∩M2. Но тогда

G/M1
∼= V/V ∩M1 = V/V ∩M2

∼= G/M2
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и G/M2 ∈ N. Таким образом, мы показали, что группа G/(M1 ∩
∩M2) нильпотентна. Следовательно, ввиду доказанного выше, G =
= V (M1∩M2). С другой стороны, G = VM1∩VM2. Следовательно,

V (M1 ∩M2) = VM1 ∩ VM2.

По лемме 3.5.4 справедливо равенство

V = (V ∩M1)(V ∩M2) = V ∩M1.

Следовательно, V ⊆ M1, что противоречит тому, что V не содер-
жится ни в какой субнормальной подгруппе группы G. Итак, M1 =
= M2 = M и группа G комонолитична. Отсюда вытекает, что для
каждого i ∈ I подгруппа Vi ⊆ M. Следовательно, ввиду равенства
(3.2)

V ∩M =
⋂

i∈I

Vi. (3.3)

Но тогда, учитывая изоморфизм

G/M ∼= V/

(

⋂

i∈I

Vi

)

,

заключаем, что V/
(

⋂

i∈I

Vi

)

— циклическая группа простого поряд-

ка p.
Покажем теперь, что ViV 6= G для некоторого i ∈ I. Предполо-

жим, что для любого i ∈ I имеет место равенство ViV = G. Если для
всех j ∈ I справедливо Vj = G, то G ∈ F и G является F-инъектором
для самой себя. Значит, G = V ⊳G и получаем противоречие с тем,
что подгруппа V не нормальна в G. Следовательно, Vj 6= G для
некоторого j ∈ I. Так как по условию Vj ⊳G, то

G/Vj
∼= V/V ∩ Vj.

Но ввиду равенства (3.3)

V ∩ Vj ⊆ V ∩M =
⋂

i∈I

Vi ⊆ Vj ∩ V.

Тогда Vj∩V =
⋂

i∈I

Vi. Следовательно, из того, что V/
(

⋂

i∈I

Vi

)

∼= G/Vj,

заключаем, что G/Vj — циклическая группа простого порядка p.
Следовательно, Vj — максимальная нормальная подгруппа группы
G. Значит, Vj = M.
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Нетрудно заметить, что Vj ∈ F =
⋂

i∈I
Fi. Действительно, если для

i 6= j (i ∈ I) имеет место Vi 6= G, то как и ранее мы заключаем,
что Vi = M = Vj и Vj ∈ Fi. Если же Vi = G, то Vj ⊳ Vi ∈ Fi

и Vj ∈ Fi. Следовательно, Vj ∈ Fi для всех i 6= j. Поэтому Vj ∈ F.
Следовательно, Vj ⊆ GF ⊆ V. Но тогда ввиду предположения VjV =
= G мы получаем, что V = G и G ∈ F. Получили противоречие с
тем, что V не нормальна в G.

Итак, существует i ∈ I такое, что ViV 6= G. Чтобы применить
индукцию для группы ViV, покажем, что ViV ∈ X. Действительно,

так как группа V = V/
(

⋂

i∈I

Vi

)

простая, то ее нормальная подгруп-

па (V ∩ Vi)/
(

⋂

i∈I

Vi

)

либо совпадает с V , либо является единичной

группой. В первом случае мы имеем V = V ∩ Vi ⊆ Vi. Последнее
противоречит тому, что V не содержится ни в какой субнормальной
подгруппе группы G. Итак, остается признать, что V ∩ Vi =

⋂

i∈I

Vi.

Но тогда, ввиду изоморфизма

ViV/Vi
∼= V/V ∩ Vi,

заключаем, что ViV/Vi — p-группа.
Следовательно, из того, что G ∈ X и X — класс Фишера, вытека-

ет ViV ∈ X. Теперь имеем |ViV | < |G| и по лемме 3.5.1 V является
F-инъектором группы ViV. Следовательно, по индукции V ⊳ViV. От-
сюда, ввиду того, что V ∈ Fi, следует V ⊆ (ViV )Fi

. Но по лемме 3.5.1
подгруппа Vi является Fi-инъектором группы ViV. Следовательно,
(ViV )Fi

= Vi. Таким образом, V ⊆ Vi. Последнее противоречит тому,
что V не содержится ни в какой из субнормальных подгрупп группы
G. Полученное противоречие завершает доказательство того, что F

является X-нормальным классом Фиттинга. Теорема доказана.

Заметим, что согласно [254, теорема 5.1] каждый неединичный
S-нормальный класс Фиттинга содержит класс всех нильпотентных
групп N. Поэтому в случае X = S из теоремы вытекает результат
Блессеноля–Гашюца.

3.5.6 Следствие ([254, теорема 6.2]). Во множестве всех нееди-

ничных нормальных классов Фиттинга существует единствен-

ный минимальный по включению элемент.
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3.6 Классы Фиттинга с заданными свойствами
решеточных объединений

В данном параграфе все рассматриваемые группы конечны и
π-разрешимы. В работе Кусака [261] в универсуме S всех конечных
разрешимых групп введена операция „∨” решеточного объединения
классов Фиттинга, а также определены условия модулярности ре-
шетки таких классов. Напомним, что если F и H — классы Фиттинга,
то

F ∨ H = fit(F ∪ H),

где fit(F ∪ H) — наименьший класс Фиттинга, содержащий классы
F и H.

В настоящем параграфе мы используем операцию „∨” для опре-
деления нового достаточно широкого семейства классов Фиттинга,
которое, в частности, содержит все локальные классы Фиттинга. Бо-
лее того, для таких классов нами подтверждена гипотеза Локетта
о том, что каждый класс Фиттинга F определяется как пересече-
ние классов F∗ и X. При этом F∗ — наименьший класс Фиттинга,
содержащий F, такой, что F∗-радикал прямого произведения любых
групп G и H равен прямому произведению F∗-радикалов этих групп
и X — некоторый нормальный класс Фиттинга. В работе [257] Брай-
сом и Косси доказано, что каждый разрешимый класс Фиттинга F

удовлетворяет гипотезе Локетта в том и только в том случае, если
справедливо равенство: F∗ = F∗∩S∗, где F∗ — пересечение всех та-
ких классов Фиттинга X, для которых X∗ = F∗ и S∗ — наименьший
нормальный класс Фиттинга.

Дерком и Хоуксом [264, гл. X, предложение 6.1] (см. также [257])
была предложена следующая общая версия гипотезы Локетта, ко-
торая известна как

Обобщенная гипотеза Локетта. Пусть F и H — классы
Фиттинга, причем F ⊆ H. Класс Фиттинга F удовлетворяет ги-

потезе Локетта в H, если справедливо равенство: F∗ = F∗ ∩ H∗.

Субнормальным вложением подгруппы S в группу G называет-
ся такой мономорфизм α : S → G, что α(S) E EG. Символом
Snemb(S → G) обозначают множество всех субнормальных вложе-
ний S в G. Если G — некоторая группа, то подгруппа N(G) опреде-
ляется следующим образом (см. [268]):

N(G) = 〈x−1xα | x ∈ S EEG и α ∈ Snemb(S → G)〉.
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Для доказательства основного результата мы используем известные
свойства подгруппы N(G), которые приведем в виде двух лемм.

3.6.1 Лемма ([268, замечание 3.1; лемма 3.2]). Если G — группа и

F — класс Фиттинга, то справедливы следующие утверждения:
1) N(G) — характеристическая подгруппа группы G;
2) G′ 6 [G,Aut(G)] 6 N(G);
3) N(G) ⊆ GF∗

для всех G ∈ F.

3.6.2 Лемма ([268, предложение 4.1]). Пусть F, H и X — классы

Фиттинга. Тогда следующие условия равносильны:
1) F∗ ∩ H ⊆ X;
2) N(G) ∩GH 6 GX для всех G ∈ F.

Символом Hallπ(G) обозначают множество всех холловых π-под-
групп группы G. Взаимосвязь подгруппы N(G) и холловой π-
подгруппы группы G устанавливает

3.6.3 Лемма ([66, лемма 3]). Пусть G — группа, H ∈ Hallπ(G),
H ∈ N и F — класс Фиттинга. Тогда H ∩N(G) ⊆ N(HGF).

Доказательство. Пусть

H0 = 〈x−1xα | x ∈ S EEG, α ∈ Snemb(S → G) и x, xα ∈ H〉.

Докажем сначала, что H ∩N(G) = H0. Согласно определению под-
группы N(G), каждый элемент, порождающий N(G), имеет вид
g−1gα, где g ∈ S E EG и α ∈ Snemb(S → G). Пусть g = xy,
где x, y ∈ 〈g〉 6 S таковы, что x является π-элементом и y являет-
ся π′-элементом. Поскольку H ∈ Hallπ(G), то в группе G найдутся
такие элементы a и b, что xa ∈ H и (xα)b ∈ H. Легко видеть, что

g−1gαOπ(G)G′ = x−1xαOπ(G)G′ = (xa)−1(xα)bOπ(G)G′.

Заметим, что Sa E EG, (Sα)b E EG и существует изоморфизм Sa

на (Sα)b, переводящий элемент xα в (xα)b. Значит, (xa)−1(xα)b ∈ H0

и поэтому g−1gα ∈ H0O
π(G)G′. Так как подгруппа N(G) порож-

дается элементами g−1gα, то N(G) 6 H0O
π(G)G′. Следовательно,

H ∩N(G) 6 H0(H ∩Oπ(G)G′). Поскольку Oπ(G)G′/G′ — π′-группа,
то H ∩ Oπ(G)G′ = H ∩ G′. Согласно [12, 21.3(2)] H ∩ G′ ⊆ H0.
Значит, H ∩ N(G) 6 H0. С другой стороны, очевидно, H0 6 H ∩
∩ N(G). Поэтому H ∩ N(G) = H0. Последнее означает, что группа
H ∩ N(G) порождается элементами вида x−1xα, где x ∈ S E EG,
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α ∈ Snemb(S → G) и x, xα ∈ H. Заметим, что подгруппа 〈x〉SF =
= 〈x〉(S ∩GF) = S ∩ 〈x〉GF субнормальна в HGF. Аналогично, под-
группа (〈x〉SF)

α = 〈xα〉Sα
F субнормальна в HGF. Поэтому x−1xα ∈

∈ N(HGF) и H ∩N(G) 6 N(HGF). Лемма доказана.

Согласно [261], определим множество групп T:

3.6.4 Определение. Пусть T — непустое множество групп такое,
что выполняются следующие условия:

1) если G ∈ T и N — характеристическая подгруппа группы G,
то N ∈ T;

2) если H, K ∈ T, то существует M ∈ T такая, что H, KE M =
= HK.

Пусть F — класс Фиттинга. При помощи множества T построим
множество групп:

RT
F = {G | существует такая группа K ∈ T, что

(G×K)F входит подпрямо в G×K}.

Для любых двух классов Фиттинга F и H, где F ⊆ H через L(F,H)
обозначают решетку классов Фиттинга, заключенных между F и H.
Некоторые важные свойства класса RT

F описывает

3.6.5 Предложение ([66, предложение 1]). Пусть F — класс Фи-

ттинга. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) RT

F — класс Фиттинга;

2) RT
F = F ∨ fit(T ∩ F∗) ∈ L(F∗, F∗).

Доказательство. Предположим, что G ∈ RT
F и N EG. Так как

G ∈ RT
F, то по определению существует группа K ∈ T такая, что

(G×K)F входит подпрямо в G×K. Пусть

L = {k ∈ K | существует такое n ∈ N, что (n, k) ∈ (G×K)F}.

Если k1, k2 ∈ L, то существуют такие n1, n2 ∈ N, что

(n1, k1), (n2, k2) ∈ (G×K)F.

Следовательно, (n1n
−1
2 , k1k

−1
2 ) ∈ (G × K)F и k1k

−1
2 ∈ L. Значит,

L — подгруппа группы K. Пусть α ∈ Aut(K). Обозначим через α′

элемент (1, α) из Aut(G)×Aut(K). Заметим, что α′ ∈ Aut(G×K).
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Если n ∈ N, k ∈ K и (n, k) ∈ (G × K)F, то (n, k)α = (n, k)α
′

∈
∈ ((G×K)F)

α′

. Так как (G×K)F — характеристическая подгруппа
группы G×K, то ((G×K)F)

α′

= G ×K. Следовательно, если k ∈
∈ L, то kα ∈ L и L — характеристическая подгруппа группы K.
Ввиду построения множества T получаем, что L ∈ T. Так как (G×
×K)F входит подпрямо в G×K, то для каждого n ∈ N существует
такое k ∈ K, что (n, k) ∈ (G × K)F. Кроме того, для каждого k ∈
∈ L существует некоторое n ∈ N, что (n, k) ∈ (G×K)F. Учитывая
построение подгруппы L получаем

(N × L)F = (N × L) ∩ (G×K)F.

Последнее означает, что (N × L)F входит подпрямо в N × L и N ∈
∈ RT

F.

Пусть теперь G = N1N2, где N1, N2 ∈ RT
F и N1, N2 E G. По

определению множества RT
F существуют такие группы H, K ∈ T,

что (N1×H)F входит подпрямо в N1×H и (N2×K)F входит подпрямо
в N2 × K. Кроме того, из определения T следует, что существует
группа M ∈ T такая, что H, K E M = HK. Каждый элемент g ∈
∈ G можно представить в виде g = n1n2, где n1 ∈ N1 и n2 ∈ N2.
Поскольку (N1×H)F входит подпрямо в N1×H и (N2×K)F входит
подпрямо в N2×K, то существуют некоторые h ∈ H и k ∈ K такие,
что (n1, h) ∈ (N1 × H)F и (n2, k) ∈ (N2 × K)F. Заметим, что если
m ∈ M, то m = hk и (g,m) = (n1n2, hk) = (n1, h)(n2, k). Ввиду того,
что G = N1N2 и M = HK получаем, что (n1, h)(n2, k) ∈ (G×M)F.
Значит, для каждого m ∈ M существует g ∈ G такое, что (g,m) ∈
∈ (G×M)F. Следовательно, (G×M)F входит подпрямо в G×M и
G ∈ RT

F. Таким образом, RT
F — класс Фиттинга.

Предположим теперь, что K ∈ T и для некоторой группы G ра-
дикал (G × K)F входит подпрямо в G × K. По построению класса
F∗ следует, что (G×K)F∗ входит подпрямо в G×K. Следовательно,
G, K ∈ F∗ и RT

F ⊆ F∗. Учитывая, что F и T ∩ F∗ содержатся в RT
F,

получаем
F ∨ fit(T ∩ F∗) ⊆ RT

F ⊆ F∗.

Значит, ввиду леммы 3.1.8

RT
F ⊆ Locksec(F).

Итак,
G ∼= (G× 1)E (G×K)F(K × 1).

Так как (G×K) ∈ F и (K× 1) ∼= K ∈ T∩F∗, то (G×K)F(K × 1) ∈
∈ F ∨ fit(T ∩ F∗) и RT

F = F ∨ fit(T ∩ F∗). Предложение доказано.
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3.6.6 Следствие ([237]). Пусть F и H — классы Фиттинга. Тогда

F ∨ (F∗ ∩ H) = {G | существует такая группа K ∈ H, что

(G × K)F входит подпрямо в G × K}

и F ∨ (F∗ ∩ H) = RT
F ∈ L(F∗,F

∗). В частности, F ∨H = RT
F тогда

и только тогда, когда H ⊆ F∗.

Доказательство. Так как F∗ и H — классы Фиттинга, то fit(F∗∩
∩ H) = F∗ ∩ H. Ввиду предложения 3.6.5 получаем RT

F = F ∨ (F∗ ∩
∩ H) ∈ L(F∗,F

∗). Следствие доказано.

Пусть X — класс групп. Тогда

snX = (G | GEEH для некоторой группы H ∈ X).

3.6.7 Предложение ([66, предложение 2]). Пусть F и H — такие

классы Фиттинга, что

F ∨ H = sn{G | G = GFGH}.

Тогда если X — класс Фиттинга, причем F ⊆ X, то

F ∨ (H ∩ X) = (F ∨ H) ∩ X.

Доказательство. Если F ⊆ X, то

F ∨ (H ∩ X) ⊆ (F ∨ H) ∩ X.

Пусть теперь K ∈ (F∨H)∩X. Согласно условию, существует группа
G = GFGH и изоморфизм α такой, что K ∼= α(K) E EG. Тогда
K E EGX = G ∩GX = GFGH ∩GX. Согласно тождеству Дедекинда
(см., например, [264, гл. A, лемма 1.2]),

GF(GH ∩GX) = GFGH∩X.

Следовательно, K EEGFGH∩X, K ∈ F ∨ (H ∩ X). Поэтому

(F ∨ H) ∩ X ⊆ F ∨ (H ∩ X).

Значит, F ∨ (H ∩ X) = (F ∨ H) ∩ X. Предложение доказано.

Класс Фиттинга F называется классом Фиттинга с условием Ло-

кетта в классе Фиттинга X [136], если F ⊆ X и F∗ = F ∩ X∗.
Очевидно, что если F — класс Локетта, то F является классом с
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условием Локетта в X в точности тогда, когда F удовлетворяет ги-
потезе Локетта в X. В частности, если S — класс всех конечных
разрешимых групп, то F является классом с условием Локетта в S

тогда и только тогда, когда для F справедлива гипотеза Локетта.
Пусть π — непустое множество простых чисел и I — такое непу-

стое множество, что выполняются следующие условия:
1) π =

⋃

i∈I
π(i);

2) π(i) 6= ∅ для всех i ∈ I;
3) π(i) ∩ π(j) = ∅ для i 6= j и i, j ∈ I.
Пусть X — класс групп. Характеристику класса X определяют

следующим образом:

Char(X) = {p | p ∈ P и Zp ∈ X}.

Посредством операции „∨” определим следующее семейство клас-
сов Фиттинга.

3.6.8 Определение. Пусть X — класс Фиттинга и π = Char(X).
Тогда:

1) класс X удовлетворяет условию (αi) для i ∈ I, если суще-
ствует класс Фиттинга Y такой, что (X∗Gπ′(i) ∩ X) ∨YGπ(i) = X.

2) класс X удовлетворяет условию (α), если X удовлетворяет
условию (αi) для всех i ∈ I.

Заметим, что уже в случае I = P и π(p) = {p} обширность
семейства таких классов подтверждает следующая

3.6.9 Теорема ([66, теорема 1]). Каждый ω-локальный класс Фит-

тинга F такой, что Char(F) ⊆ ω удовлетворяет условию (α).

Доказательство. Пусть F — ω-локальный класс Фиттинга. Со-
гласно теореме 1.3.2 класс Фиттинга F обладает наибольшей приве-
денной функцией Хартли F такой, что

F (p)Np ⊆ F ⊆ F (p)NpSp′

для всех p ∈ Char(F). Заметим, что ввиду леммы 3.1.8

F ⊆ F∗N ⊆ F∗Sp′Sp.

Следовательно, для всех G ∈ F заключаем, что |G : GF∗Sp′
| — p-чис-

ло, а |G : GF (p)Sp
| — p′-число. Значит,

(F∗Sp′ ∩ F) ∨ F (p)Sp = F
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и F удовлетворяет условию (α). Теорема доказана.

В случае ω = P из теоремы 3.6.9 получаем

3.6.10 Следствие. Каждый локальный класс Фиттинга удовле-

творяет условию (α).

Пусть F — класс Фиттинга характеристики π и в дальнейшем
класс Фиттинга H таков, что каждая группа из H имеет нильпотент-
ную холлову π-подгруппу. Семейство классов Фиттинга F с условием
Локетта в классе H описывает

3.6.11 Теорема ([66, теорема 2]). Каждый класс Фиттинга F, удо-
влетворяющий условию (α) и содержащийся в классе Фиттинга

H, является классом Фиттинга с условием Локетта в классе H.

Доказательство. Пусть π = π(i) для i ∈ I. Покажем вначале,
что из равенства

(F∗Sπ′ ∩ F) ∨ XSπ = F

для некоторого класса Фиттинга X следует включение

F ∩ H∗ ⊆ F∗Sπ′.

Для этого установим справедливость включения

H∗ ∩ XSπ ⊆ (XSπ)∗Sπ′.

С учетом леммы 3.6.2 достаточно показать, что

N(G) ∩GXSπ
∈ (XSπ)∗Sπ′

для всех групп G ∈ H. Пусть G ∈ H и Gπ — холлова π-подгруппа
группы G. Для класса XSπ справедливо включение

XSπ ⊆ XSπSπ′.

Заметим также, что GπGX ∈ XSπ и GXSπ
∈ XSπSπ′. По лемме 3.6.3

Gπ ∩N(G) ∩GXSπ
⊆ N(GπGX) ∩GXSπ

.

Значит, по лемме 3.6.1

N(GπGX) ∩GXSπ
⊆ (GπGX ∩GXSπ

)(XSπ)∗.
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Поэтому
Gπ ∩N(G) ∩GXSπ

⊆ G(XSπ)∗.

Следовательно,

Gπ ∩N(G) ∩GXSπ
⊆ (N(G) ∩GXSπ

)(XSπ)∗.

Отсюда
N(G) ∩GXSπ

∈ (XSπ)∗Sπ′

для всех групп G ∈ H.
Покажем теперь, что из включения

H∗ ∩ XSπ ⊆ (XSπ)∗Sπ′

следует равенство

XSπ ∩ H∗Sπ′ = (XSπ)∗Sπ′ ∩ XSπ.

Действительно, так как

H∗ ∩ XSπ ⊆ (XSπ)∗Sπ′,

то
H∗Sπ′ ∩ XSπSπ′ ⊆ (XSπ)∗Sπ′.

Но тогда справедливо включение

H∗Sπ′ ∩ XSπSπ′ ∩ XSπ ⊆ (XSπ)∗Sπ′ ∩ XSπ.

Значит,
H∗Sπ′ ∩ XSπ ⊆ (XSπ)∗Sπ′ ∩ XSπ.

С другой стороны, по лемме 3.1.8 справедливо включение (XSπ)∗ ⊆
⊆ H∗. Отсюда (XSπ)∗Sπ′ ⊆ H∗Sπ′. Значит,

(XSπ)∗Sπ′ ∩ XSπ ⊆ H∗Sπ′ ∩ XSπ.

Таким образом,

H∗Sπ′ ∩ XSπ = (XSπ)∗Sπ′ ∩ XSπ.

Заметим, что с учетом лемм 3.1.8 и 3.1.7

(F∗Sπ′ ∩ F)∗ = F∗.

Применяя лемму 3.1.8 получаем

((XSπ)∗Sπ′ ∩ XSπ) ⊆ (F∗Sπ′ ∩ F) ⊆ (H∗Sπ′ ∩ H).
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Так как XSπ ⊆ (F∗Sπ′∩F)∗ и (F∗Sπ′∩F) ⊆ (H∗Sπ′∩H), то согласно
предложению 3.6.5 и предложению 3.6.7 следует

H∗Sπ∩F = H∗Sπ′∩((F∗Sπ′∩F)∨XSπ) = (F∗Sπ′∩F)∨(H∗Sπ′∩XSπ).

Учитывая, что

H∗Sπ′ ∩ XSπ = (XSπ)∗Sπ′ ∩ XSπ

и
(XSπ)∗Sπ′ ∩ XSπ ⊆ F∗Sπ′ ∩ F,

получаем
H∗Sπ′ ∩ F = F∗Sπ′ ∩ F.

Значит,
F ∩ H∗ ⊆ H∗Sπ ∩ F ⊆ F∗Sπ′.

Покажем, наконец, что если F ∩ H∗ ⊆ F∗Sπ′, то F ∩ H∗ = F∗ для
всех π ⊆ Char(F). Ввиду леммы 3.1.8 справедливо включение F∗ ⊆
⊆ (F ∩ H)∗. Пусть G ∈ F ∩H∗ и G — группа минимального порядка
из класса (F∩H∗) \F∗. Тогда группа G обладает единственной мак-
симальной нормальной подгруппой M = GF∗

. Так как G ∈ F ∩ H∗,
то G ∈ F ∩H. Ввиду того, что G ∈ F, по лемме 3.1.8 G/M ∈ A. Так
как M — максимальная нормальная подгруппа группы G, то G/M
— композиционный фактор группы G порядка p. Следовательно,
G/M ∈ Np и G/M ∼= Zp. Таким образом, p | |G| и G ∈ F. Сле-
довательно, по лемме 3.1.9 Zp ∈ F, и поэтому p ∈ Char(F). Отсюда
следует, что существует такое j ∈ I, что p ∈ π(j) ⊆ Char(F). Значит,
G/M ∈ Sπ(j).

С другой стороны, по условию для всех таких i ∈ I, что π(i) ⊆
⊆ Char(F), справедливо включение

F ∩ H∗ ⊆ F∗Sπ′(i).

Значит, G/M ∈ Sπ′(j). Следовательно, G/M ∈ Sπ(j) ∩ Sπ′(j) = (1).
Поэтому G = M ∈ F∗. Полученное противоречие доказывает равен-
ство F ∩ H∗ = F∗. Теорема доказана.

Классом Локетта называют такой класс Фиттинга F, что F =
= F∗.

3.6.12 Следствие. Каждый класс Локетта F с условием (α) в

классе Фиттинга H удовлетворяет гипотезе Локетта в H.
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Приведем также два следствия из теоремы 3.6.11 в универсуме S
всех конечных разрешимых групп.

3.6.13 Следствие. Каждый ω-локальный класс Фиттинга F та-

кой, что Char(F) ⊆ ω, содержащийся в классе Фиттинга H, удо-

влетворяет гипотезе Локетта в H.

3.6.14 Следствие ([68, теорема]). Каждый локальный класс Фи-

ттинга удовлетворяет гипотезе Локетта.

3.7 Решеточная структура класса Фиттинга
и гипотеза Локетта

Множества всех классов Фиттинга и формаций являются полны-
ми решетками по включению „⊆”.

Применение решеточных методов в теории формаций групп впер-
вые осуществлено в работе А.Н. Скибы [192], в которой было дока-
зано, что решетка всех (локальных) формаций модулярна. Вместе
с тем, мы не обладаем достаточной информацией о решетках клас-
сов Фиттинга. Так, например, относительно решетки всех (хотя бы
разрешимых) классов Фиттинга в настоящее время неизвестно, яв-
ляется ли она модулярной и поэтому ряд исследований был связан
с поиском модулярных решеток классов Фиттинга (см. [114, про-
блема 14.47]). Лаушем в работе [296] была доказана модулярность
решетки всех разрешимых нормальных классов Фиттинга. Позднее
этот результат был расширен Брайсом и Косси [257], которые до-
казали модулярность и атомарность решетки классов Фиттинга из
секции Локетта.

Напомним, что секцией Локетта класса Фиттинга F, обознача-
емой Locksec(F) [299], называют совокупность всех таких классов
Фиттинга H, для которых F∗ = H∗, где класс F∗ определяется как
наименьший из классов Фиттинга, содержащий F такой, что для
всех групп G и H справедливо равенство (G×H)F∗ = GF∗ ×HF∗.

Следуя [264], для пары классов Фиттинга F ⊆ H определим отоб-
ражение

X → X ∩ F∗ (3.4)

из Locksec(H) в Locksec(F). Для S ⊆ G, где S и G — класс всех ко-
нечных разрешимых и класс всех конечных групп соответственно,
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отображение (3.4) является сюръективным (см. [264, гл. X, предло-
жение 6.1]); другими словами, секция Локетта S определяется сек-
цией Локетта G. В работе [299] Локетт поставил проблему: верно ли,
что отображение (3.4) сюръективно всегда, когда H = S. Впослед-
ствии эта проблема стала известна как „гипотеза Локетта” [299].

Примечателен тот факт, что первоначально были построены
сюръективные отображения решетки всех нормальных классов Фит-
тинга в решетку секции Локетта, порожденной следующими от-
дельными случаями локального класса Фиттинга: наследственного
(Брайс, Косси; 1975, [257]), классов вида XN, XSπSπ′ (Бейдлеман,
Хаук; 1979, [250]), классов с постоянной H-функцией, т. е. клас-

сов вида X
(

⋂

i∈I
Sπi

Sπ′

i

)

(Дерк, Хоукс; 1992, [264, гл. X, предложе-

ние 6.10]). Для произвольных локальных классов Фиттинга указан-
ное отображение было построено в 1988 году Н.Т. Воробьевым [68].

В связи с этим актуальна задача отыскания нелокальных классов
Фиттинга, удовлетворяющих гипотезе Локетта, т. е. таких нелокаль-
ных классов Фиттинга, в решетку секции Локетта которых сюръек-
тивно отображается решетка всех нормальных классов Фиттинга. В
данном параграфе такая задача решена для p-локальных классов
Фиттинга.

Вместе с тем, Бергер и Косси [251] построили пример нелокаль-
ного класса Фиттинга, который не удовлетворяет гипотезе Локетта
(см., например, [264, гл. X, теорема 6.16]). Кроме примера Бергера–
Косси [251] до настоящего времени не известен ни один из классов
Фиттинга, для которого гипотеза Локетта была бы неверна. Заметим
также, что Бейдлеманом и Хауком [250] поставлена проблема отыс-
кания других примеров классов Фиттинга, не удовлетворяющих ги-
потезе Локетта: существуют ли другие несюръективные отображе-
ния решетки всех нормальных классов Фиттинга в решетку секции
Локетта, порожденной классами Фиттинга?

В данном параграфе найдены новые примеры несюръективных
отображений решетки всех нормальных классов Фиттинга в решет-
ку секции Локетта, порожденной классами Фиттинга.

Напомним, что оригинальный вопрос Локетта был расширен Дер-
ком и Хоуксом [264, гл. X, предложение 6.1] следующим образом:

Обобщенная гипотеза Локетта ([264, гл. X,предложение 6.1]).
Пусть F и H — классы Фиттинга, причем F ⊆ H. Класс Фиттинга
F удовлетворяет гипотезе Локетта в H, если отображение (3.4) из
Locksec(H) в Locksec(F) сюръективно.

В этом случае класс Фиттинга F мы будем называть LH-классом.

153

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Если H = S, то LH-класс назовем просто L-классом. Если же класс
F не является L-классом, то мы будем называть его L-классом.

Ввиду результата Брайса и Косси [257], необходимым и достаточ-
ным условием для справедливости обобщенной гипотезы Локетта
является выполнимость следующего равенства

F∗ = F∗ ∩ H∗ (3.5)

(см., например, [264, гл. X, предложение 6.1]), где класс F∗ — пере-
сечение всех таких классов Фиттинга X, для которых X∗ = F∗.

В 1996 году Галледжи [268] было построено сюръективное отобра-
жение решетки Locksec(G) в решетку секции Локетта, порожденной
произвольными локальными классами Фиттинга.

Нами доказано, что отображение решетки Locksec(X) произволь-
ного класса Фиттинга X в решетку Locksec(F) ω-локального класса
Фиттинга F ⊆ X, где Char(F) ⊆ ω, сюръективно и тем самым под-
тверждена обобщенная гипотеза Локетта для ω-локальных классов
Фиттинга заданной характеристики.

В работе [29] профессором В.А. Ведерниковым предложен следу-
ющий подход к определению ω-локального класса Фиттинга. Пусть
ω — некоторое непустое множество простых чисел, ω′ = P\ω и пусть
f — произвольная функция вида

f : ω ∪ {ω′} → {классы Фиттинга}. (3.6)

Функции f сопоставляют класс групп

LRω〈f〉 = (G | Oω(G) ∈ f(ω′) и F p(G) ∈ f(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(G)),

где Oω(G) = GGω , F p(G) = GNpGp′ и Gω — класс всех ω-групп.
Если класс Фиттинга F таков, что F = LRω〈f〉 для некоторой

функции f вида (3.6), то F называется ω-локальным классом Фит-

тинга с ω-локальной H-функцией f [206].
Если F = LRω(f), где f — ω-локальная H-функция, то согласно

результатам А.Н. Скибы [206] и В.А. Ведерникова [29] справедлива
формула:

F =

(

⋂

p∈π2

Gp′

)

∩

(

⋂

p∈π1

f(p)NpGp′

)

∩ f(ω′)Gω, (3.7)

где π2 = ω \π1, π1 = ω∩Supp(f) и Supp(f) = {a ∈ ω∪{ω′} | f(a) 6=
= ∅}.
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Заметим, что в случае, когда ω = {p}, класс Фиттинга называется
p-локальным.

Напомним, если X — произвольная совокупность групп и p —
некоторое простое число, то

X(F p) =

{

fit(F p(G) | G ∈ X), p ∈ π(X);
∅, p 6∈ π(X).

3.7.1 Лемма. Если X и F — классы Фиттинга, то

(X∗ ∩ F∗)∗ = (X ∩ F)∗.

Доказательство. Докажем включение

(X∗ ∩ F∗)∗ ⊆ (X ∩ F)∗.

Так как по лемме 3.1.8 2) X∗ ⊆ X и F∗ ⊆ F, то

X∗ ∩ F∗ ⊆ X и X∗ ∩ F∗ ⊆ F.

Из этого следует, что X∗ ∩ F∗ ⊆ X ∩ F. Следовательно, ввиду лем-
мы 3.1.8 1) имеем

(X∗ ∩ F∗)∗ ⊆ (X ∩ F)∗.

Докажем обратное включение. Очевидно, что

X ∩ F ⊆ X и X ∩ F ⊆ F.

Следовательно, ввиду леммы 3.1.8 1)

(X ∩ F)∗ ⊆ X∗ и (X ∩ F)∗ ⊆ F∗.

Поэтому (X ∩ F)∗ ⊆ X∗ ∩ F∗. Следовательно, получаем

((X ∩ F)∗)∗ ⊆ (X∗ ∩ F∗)∗.

Ввиду леммы 3.1.8 2) получаем ((X ∩ F)∗)∗ = (X ∩ F)∗.
Итак, (X∗ ∩ F∗)∗ = (X ∩ F)∗. Лемма доказана.

В дальнейшем в данном параграфе все рассматриваемые группы
конечны и разрешимы.

3.7.2 Лемма. Пусть классы Фиттинга X и Y таковы, что отоб-

ражение решетки всех нормальных классов Фиттинга в решетку

секции Локетта, порожденной классом X, сюръективно, а Y —

насыщенная радикальная формация. Тогда если отображение ре-

шетки всех нормальных классов Фиттинга в решетку секции

Локетта, порожденной классом X∗Y, сюръективно, то и отоб-

ражение решетки всех нормальных классов Фиттинга в решетку

секции Локетта, порожденной классом X∗Y, сюръективно.

155

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Доказательство. Ввиду [264, гл. X, определение 1.19; гл. X,
предложение 6.1] сюръективность отображения решетки всех нор-
мальных классов Фиттинга в решетку Locksec(X∗Y) равносильна
тому, что класс Фиттинга X∗Y удовлетворяет гипотезе Локетта, т. е.
справедливо равенство

(X∗Y)∗ = (X∗Y)∗ ∩S∗.

Так как Y — насыщенный радикальный гомоморф, то по лем-
ме 3.1.7 имеем

(X∗Y)∗ = (X∗)∗Y.

Ввиду леммы 3.1.8 2) (X∗)∗ = X∗. Следовательно,

(X∗Y)∗ = X∗Y ∩S∗. (3.8)

По лемме 3.1.8 2) (X∗Y)∗ = ((X∗Y)∗)∗ и поэтому

((X∗Y)∗)∗ = ((X∗Y)∗ ∩S∗)∗.

Докажем, что S∗ = (S∗Y)∗. Очевидно, что S∗ ⊆ S∗Y. Значит, по
лемме 3.1.8 1)

(S∗)∗ = S∗ ⊆ (S∗Y)∗.

С другой стороны, так как Y — разрешимый класс Фиттинга и S∗ ⊆
⊆ S ввиду леммы 3.1.8 2), то

S∗Y ⊆ S.

Следовательно, по лемме 3.1.8 1)

(S∗Y)∗ ⊆ S∗.

Поэтому

((X∗Y)∗)∗ = ((X∗Y)∗ ∩S∗)∗ = ((X∗Y)∗ ∩ (S∗Y)∗)∗.

По лемме 3.7.1

((X∗Y)∗ ∩ (S∗Y)∗)∗ = (X∗Y ∩S∗Y)∗.

Ввиду того, что Y — радикальная формация, получаем

X∗Y ∩S∗Y = (X∗ ∩S∗)Y.

Итак,
(X∗Y)∗ = ((X∗ ∩S∗)Y)∗. (3.9)
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Из (3.8) и (3.9) следует, что

((X∗ ∩S∗)Y)∗ = X∗Y ∩S∗.

Ввиду того, что отображение решетки всех нормальных классов
Фиттинга в решетку секции Локетта, порожденной классомX, сюръ-
ективно, имеем

X∗ = X∗ ∩S∗.

Из этого следует, что

(X∗Y)∗ = ((X∗ ∩S∗)Y)∗.

Поэтому
(X∗Y)∗ = X∗Y ∩S∗.

Рассмотрим класс Фиттинга (X∗Y)∗. Так как Y — насыщенный
радикальный гомоморф, то по лемме 3.1.7

(X∗Y)∗ = (X∗)
∗Y.

Ввиду леммы 3.1.8 2) (X∗)
∗ = X∗. Следовательно,

(X∗Y)∗ = X∗Y.

Итак, получаем

(X∗Y)∗ = (X∗Y)∗ ∩S∗.

Это означает, что отображение решетки всех нормальных классов
Фиттинга в решетку секции Локетта, порожденной классом X∗Y,
сюръективно. Лемма доказана.

p-локальные L-классы. В следующей теореме доказана сюръ-
ективность отображения решетки всех нормальных классов Фиттин-
га в решетку секции Локетта, порожденной p-локальными классами
Фиттинга, что подтверждает существование p-локальных L-классов,
которые не являются классами Локетта.

3.7.3 Теорема ([101, теорема 1]). Пусть Y = (Sp′)∗Np. Тогда

Y — p-локальный класс Фиттинга, который не является клас-

сом Локетта, и отображение решетки всех нормальных классов

Фиттинга в решетку Locksec(Y) сюръективно.
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Доказательство. Покажем, что класс Фиттинга Y — p-локален.
Действительно, ясно, что Y(F p) ⊆ (Sp′)∗ и, следовательно,

Y(F p)Np ⊆ (Sp′)∗Np = Y.

Ввиду теоремы 1.3.2 последнее означает, что класс Фиттинга Y яв-
ляется p-локальным.

Для того чтобы доказать сюръективность отображения решетки
всех нормальных классов Фиттинга в решетку Locksec(Y), доста-
точно доказать, ввиду [264, гл. X, определение 1.19; гл. X, предло-
жение 6.1], что класс Фиттинга Y является L-классом.

Покажем, что класс Фиттинга Y является L-классом. Так как
отображение решетки всех нормальных классов Фиттинга в решет-
ку Locksec(Sp′Np) сюръективно, а Sp′ — класс Локетта, то и отоб-
ражение решетки всех нормальных классов Фиттинга в решетку
Locksec((Sp′)

∗Np) сюръективно. Следовательно, по лемме 3.7.2, вви-
ду того, что отображение решетки всех нормальных классов Фит-
тинга в решетку Locksec(Sp′) сюръективно и Np — насыщенная ра-
дикальная формация, получаем, что отображение решетки всех нор-
мальных классов Фиттинга в решетку Locksec(Y) сюръективно.

Покажем, что класс Y не является классом Локетта. Предполо-
жим от противного, что класс Фиттинга Y является классом Локет-
та, т. е.

((Sp′)∗Np)
∗ = (Sp′)∗Np.

Ввиду того, что Np — насыщенный радикальный гомоморф, име-
ем

((Sp′)∗Np)
∗ = ((Sp′)∗)

∗Np = (Sp′)
∗Np = Sp′Np.

Получаем, что
Sp′Np = (Sp′)∗Np.

Так как Sp′ удовлетворяет гипотезе Локетта, то

(Sp′)∗ = Sp′ ∩S∗.

Следовательно,
(Sp′ ∩S∗)Np = Sp′Np.

Ввиду того, что Np — насыщенная радикальная формация, получа-
ем

(Sp′ ∩S∗)Np = Sp′Np ∩S∗Np.

Значит,
Sp′Np ∩S∗Np = Sp′Np.
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Поэтому Sp′Np ⊆ S∗Np.
Очевидно, что Sp′ ⊆ S∗Np. Из этого следует, что справедливо

включение
Sp′ ∩S∗Sp′ ⊆ S∗Np ∩S∗Sp′.

Ясно, что
Sp′ ∩S∗Sp′ = Sp′,

а
S∗Np ∩S∗Sp′ = S∗(Np ∩Sp′) = S∗.

Следовательно, Sp′ ⊆ S∗. Ввиду леммы 3.1.12 получаем противоре-
чие.

Итак, класс Фиттинга Y не является классом Локетта. Теорема
доказана.

L-классы. Заметим, что в общем случае отображение решетки
всех нормальных классов Фиттинга в решетку секции Локетта, по-
рожденной частично локальными классами Фиттинга, не является
сюръективным. Для построения такого отображения мы будем ис-
пользовать класс Бергера–Косси B [251]. Напомним основные этапы
его построения.

Пусть R — экстраспециальная группа порядка 27 и экспоненты 3
и W — точный неприводимый R-модуль над полем GF (7) размерно-
сти 3. И пусть Y = WR. Обозначим через A группу автоморфизмов
группы R. Пусть B = CA(Z(R)), Q — подгруппа кватернионов груп-
пы B и X = Z(Q)Y.

Согласно [251], определим класс M следующим образом:

M =
(

G | O2(G/O{2,3}(G)) ∈ snd0(X)
)

,

где d0(X) — класс всех конечных прямых произведений изоморф-
ных копий группы X. В работе [251] установлено,что класс B = M∩
∩S7S3S2 является классом Локетта. Кроме того, отображение ре-
шетки всех нормальных классов Фиттинга в решетку Locksec(F) не
сюръективно (см., например, [264, гл. X, предложение 6.1]).

3.7.4 Теорема ([101, теорема 2]). Существует такое простое p,
что отображение решетки всех нормальных классов Фиттинга

в решетку секции Локетта, порожденной p-локальным классом

Фиттинга B∗Np, не является сюръективным.

Доказательство. Предположим, что для каждого простого p
отображение решетки всех нормальных классов Фиттинга в решетку
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Locksec(B∗Np) сюръективно. Ввиду [264, гл. X, предложение 6.1],
это равносильно тому, что выполняется равенство

(B∗Np)∗ = (B∗Np)
∗ ∩S∗

для каждого простого p. Так как Np — насыщенный радикальный
гомоморф, то по леммам 3.1.7 и 3.1.8

⋂

p∈P

(B∗Np)∗ =
⋂

p∈P

(B∗Np ∩S∗).

Но
⋂

p∈P

(B∗Np ∩S∗) =
⋂

p∈P

(B∗Np) ∩S∗ = B∗ ∩S∗.

Докажем теперь, что

⋂

p∈P

(B∗Np)∗ = B∗.

Ввиду утверждения 2 леммы 3.1.8

(B∗Np)∗ ⊆ B∗Np

для каждого p ∈ P. Следовательно,

⋂

p∈P

(B∗Np)∗ ⊆
⋂

p∈P

(B∗Np) = B∗.

С другой стороны, B∗ ⊆ B∗Np для каждого p ∈ P. Но по лем-
ме 3.1.8 1)

(B∗)∗ = B∗ ⊆ (B∗Np)∗

для каждого p ∈ P. Следовательно,

B∗ ⊆
⋂

p∈P

(B∗Np)∗.

Значит,

B∗ =
⋂

p∈P

(B∗Np)∗.

Таким образом,
B∗ = B∗ ∩S∗.

А это противоречит тому, что класс Фиттинга B является L-клас-
сом. Итак, существует такое простое p, что класс B∗Np является
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L-классом. Ввиду [264, гл. X, определение 1.19] это означает, что
отображение решетки всех нормальных классов Фиттинга в решет-
ку Locksec(B∗Np) не сюръективно. Теорема доказана.

ω-локальные LH-классы. Следующая теорема определяет до-
статочное условие для того, чтобы отображение решетки секции Ло-
кетта, порожденной произвольными классами Фиттинга, в решетку
секции Локетта, порожденной ω-локальными классами Фиттинга,
было сюръективно. Этот результат мы докажем в классе всех ко-
нечных групп.

3.7.5 Теорема ([101, теорема 3]). Пусть F — ω-локальный класс

Фиттинга, причем F ⊆ X, где X — некоторый класс Фиттинга.

Если Char(F) ⊆ ω, то отображение решетки Locksec(X) в решет-

ку Locksec(F) сюръективно.

Доказательство. Ввиду [264, гл. X, определение 1.19; гл. X,
предложение 6.1], для того, чтобы доказать сюръективность отоб-
ражения решетки Locksec(X) в решетку Locksec(F), достаточно до-
казать, что класс Фиттинга F является LX-классом.

Покажем, что класс Фиттинга F является LX-классом. Необходи-
мым и достаточным условием для этого, ввиду результата Брайса–
Косси [257], является справедливость равенства (3.5) :

F∗ = F∗ ∩ X∗.

Так как F ω-локален, то по теореме 1.3.2 имеем F(F p)Np ⊆ F для
всех p ∈ ω, и, значит, для каждого p ∈ Char(F).

Ввиду ω-локальности класс F определяется с помощью ω-локаль-
ной H-функции f следующим образом:

F =

(

⋂

p∈π2

Gp′

)

∩

(

⋂

p∈π1

f(p)NpGp′

)

∩ f(ω′)Gω,

где π1 = ω ∩ Supp(f), π2 = ω \ π1.
Следовательно,

F ⊆ f(p)NpGp′

для всех p ∈ π1. Но по теореме 1.3.2 имеем f(p) = F(F p)Np для всех
p ∈ ω и мы получаем, что

F ⊆ F(F p)NpGp′
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для всех p ∈ ω ∩ Supp(f). При этом

F(F p) =

{

fit(F p(G) | G ∈ F), p ∈ π(F);
∅, p 6∈ π(F).

Ввиду того, что Char(F) ⊆ ω, для каждого p ∈ Char(F) справедливы
включения

F(F p)Np ⊆ F ⊆ F(F p)NpGp′.

Следовательно, по лемме 3.1.11 получаем, что F — класс Локетта.
Значит, ввиду [74, теорема 1] класс F определяется наибольшей при-
веденной ω-локальной H-функцией F, причем F (p)Np = F (p) ⊆ F

для всех p ∈ ω.
Рассуждая аналогично, мы заключаем, что для всех p ∈ Char(F)

справедливы включения

F (p)Np ⊆ F ⊆ F (p)NpGp′.

Покажем теперь, что
F ⊆ F∗Gp′Np.

Так как Gp′Np — насыщенная формация Фиттинга, то по лем-
ме 3.1.7 имеем

(F∗Gp′Np)
∗ = (F∗)

∗Gp′Np.

Но по утверждению 2 леммы 3.1.8 (F∗)
∗ = F∗. Следовательно,

(F∗Gp′Np)
∗ = F∗Gp′Np.

Так как классы F∗Gp′Np и FGp′Np являются локальными (см. [68,
следствие 1]), то ввиду [68, лемма 5] они являются классами Локетта.
Следовательно,

F∗Gp′Np = FGp′Np

и поэтому
F ⊆ F∗Gp′Np.

Отсюда следует, что G/GF∗Gp′
∈ Np для всех групп G ∈ F. Кроме

того, из включения F ⊆ F (p)NpGp′ вытекает, что G/GF (p)Np
∈ Gp′

для всех групп G ∈ F.
Докажем теперь, что

X∗ ∩ F ⊆ F∗Gp′

для всех p ∈ Char(F). Для этого установим первоначально, что

(F∗Gp′ ∩ F) ∨ F (p)Np = F.
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Включение
(F∗Gp′ ∩ F) ∨ F (p)Np ⊆ F

очевидно.
Докажем обратное включение. Пусть G ∈ F. Тогда G/GF∗Gp′

∈ Np

и G/GF (p)Np
∈ Gp′.

Отсюда следует, что

G/GF (p)Np
GF∗Gp′

∈ Np ∩Gp′ = (1).

Значит,
G = GF (p)Np

GF∗Gp′
.

Но
GF∗Gp′

= GF∗Gp′
∩G = GF∗Gp′

∩GF = GF∗Gp′∩F.

Итак, если G ∈ F, то

G = GF (p)Np
GF∗Gp′∩F.

Отсюда следует, что

G ∈ (F∗Gp′ ∩ F) ∨ F (p)Np.

Таким образом, мы установили, что

F = (F∗Gp′ ∩ F) ∨ F (p)Np.

Значит, по лемме 3.1.10 имеем

X∗ ∩ F ⊆ F∗Gp′

для всех p ∈ Char(F).
Остается выяснить, что если

X∗ ∩ F ⊆ F∗Gp′

для всех p ∈ Char(F), то X∗ ∩ F = F∗.
Очевидно, что

F∗ ⊆ X∗ ∩ F.

Пусть G — группа наименьшего порядка из класса (X∗ ∩ F) \ F∗.
Тогда G имеет единственную максимальную нормальную подгруп-
пу M = GF∗

. Составим фактор-группу G/M и пусть p — простой
делитель порядка |G/M |. Ввиду того, что G ∈ F, по утверждению 3
леммы 3.1.8 получаем, что G/GF∗

— абелева группа. Следовательно,
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G/M — композиционный фактор порядка p, т. е. G/M ∼= Zp ∈ Np.
Отсюда p ∈ Char(F). Но G ∈ F∗Gp′, и поэтому G/M ∈ Gp′.

Итак,
G/M ∈ Np ∩Gp′ = (1) и G = M ∈ F∗,

что противоречит предположению о том, что G 6∈ F∗. Таким обра-
зом, X∗∩F ⊆ F∗. Следовательно, X∗∩F = F∗. Учитывая лемму 3.1.11
имеем F∗ = F, и поэтому F является LX-классом, т. е. отображение
решетки Locksec(X) в решетку Locksec(F) сюръективно. Теорема
доказана.

Заметим, что в случае, когда ω = P — множеству всех простых
чисел, ω-локальный класс Фиттинга является локальным. Однако не
каждый ω-локальный класс Фиттинга является локальным (напри-
мер, класс Фиттинга X = FNp, где F — произвольный нетривиаль-
ный нормальный класс Фиттинга, является ω-локальным классом
Фиттинга для ω = {p}, но не является локальным). Легко видеть,
что разрешимый ω-локальный класс Фиттинга F с Char(F) ⊆ ω ло-
кален. Кроме того, ввиду [68, лемма 5] каждый локальный класс
Фиттинга является классом Локетта. В связи с этим возникает во-
прос о существовании в классе G всех конечных групп ω-локальных
классов Фиттинга F с Char(F) ⊆ ω, которые нелокальны. Положи-
тельным решением этого вопроса является следующий

3.7.6 Пример. Пусть E — простая неабелева группа, X = fitE —
класс Фиттинга, порожденный E, F = XNp и ω = {p}, где p —
простое число. Тогда F — ω-локальный класс Локетта с Char(F) ⊆
⊆ ω, который ненормален и нелокален.

Действительно, так как F(F p) ⊆ X и, следовательно,

F(F p)Np ⊆ XNp = F,

то по теореме 1.3.2 получаем, что F — ω-локальный класс Фиттинга
для ω = {p}.

Так как X состоит лишь из единичных групп и конечных прямых
произведений групп, изоморфных E, то X — формация Фиттинга, а
значит, и F = XNp является формацией Фиттинга и каждая груп-
па из F является либо p-группой (возможно единичной), либо рас-
ширением конечного прямого произведения групп, изоморфных E,
с помощью p-группы (возможно единичной). Отсюда следует, что
Char(F) = {p}, а по [264, гл. X, предложение 1.25] F — класс Локет-
та.
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Докажем теперь, что класс Фиттинга F нелокален. Предположим,
что F = LR(f), где f — полная приведенная H-функция. Тогда

F = Gπ ∩

(

⋂

p∈π

f(p)NpGp′

)

,

где π = Supp(f).
Тогда ввиду [268, предложение 4.9 b)] имеем Char(F) = π(F). Так
как в данном случае Char(F) = {p}, а |π(F)| > 2, то получаем про-
тиворечие с тем, что Char(F) = π(F). Следовательно, F нелокален.

Покажем, что класс Фиттинга F ненормален. Действительно, ес-
ли F — нормальный класс Фиттинга, то ввиду [264, гл. X, лемма 3.2]
Char(F) = P. Последнее противоречит тому, что Char(F) = {p}.

Следовательно, если ω = {p}, где p ∈ P, то F — ω-локальный
класс Локетта с Char(F) ⊆ ω, который не является нормальным и
нелокален.

Таким образом, в случае ω = P из теоремы 3.7.5 вытекает резуль-
тат Галледжи [268], который мы приведем в качестве следствия.

3.7.7 Следствие ([268, предложение 4.9]). Любой локальный класс

Фиттинга является LE-классом.

В случае, когда X = S, из теоремы 3.7.5 получаем

3.7.8 Следствие. Пусть F и H — ω-локальные классы Фиттинга,
такие, что Char(F) ⊆ ω и Char(H) ⊆ ω. Тогда

(F ∩ H)∗ = (F ∩ H) ∩S∗.

Доказательство. Так как Char(F) ⊆ ω, то по теореме 3.7.5 класс
Фиттинга F является L-классом. Аналогично, класс Фиттинга H яв-
ляется L-классом.

Ввиду леммы 1.3.8 пересечение ω-локальных классов Фиттинга
F ∩ H является ω-локальным классом Фиттинга, причем Char(F ∩
∩H) ⊆ ω. Следовательно, по теореме 3.7.5 ω-локальный класс Фит-
тинга F ∩ H является L-классом, т. е.

(F ∩ H)∗ = (F ∩ H)∗ ∩S∗.

Так как ввиду теоремы 3.7.5 классы Фиттинга F и H являются клас-
сами Локетта, то по лемме 3.1.8 4) F ∩ H — класс Локетта, поэтому

(F ∩ H)∗ = (F ∩ H) ∩S∗.
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Следствие доказано.

Заметим, что следствие 3.7.8 дает утвердительный ответ на во-
прос Лауша (см. [114, проблема 8.30]) для случая ω-локальных клас-
сов Фиттинга, характеристика которых является подмножеством
множества ω.
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Глава 4

РЕШЕТКИ ФОРМАЦИЙ

4.1 Некоторые известные утверждения

4.1.1 Лемма ([219, лемма 1]). Пусть X — непустая совокупность

групп. Если F = lτωn
formX, где n > 1 и f — минимальный lτωn−1

-знач-

ный ω-локальный V -спутник формации F, то справедливы следую-

щие утверждения:
1) f(ω′) = lτωn−1

form(G/Oω(G) | G ∈ X);

2) f(p) = lτωn−1
form

(

X(Fp)
)

для всех p ∈ ω;
3) F = LFω〈g〉, где g(ω′) = F и g(p) = f(p) всех p ∈ ω.

4.1.2 Лемма ([218, лемма 2.2]). Если F = LFω〈F 〉 и G/Op(G) ∈
∈ f(p) ∩ F для некоторого p ∈ ω, то G ∈ F.

4.1.3 Лемма ([218, лемма 2.1]). Если F = LFω〈f〉, где f — τ -знач-

ный ω-локальный V -спутник, то F — τ -замкнутая формация.

4.1.4 Лемма ([218, лемма 2.8]). Пусть F — n-кратно ω-насы-

щенная формация и F — канонический lωn−1-значный ω-локальный

V -спутник. Тогда следующие условия равносильны:
1) F = LFω(F );
2) F = LFω〈F 〉.

Для любой совокупности групп X через sτX обозначают (см. [203])
множество всех таких групп H, что H ∈ τ(G) для некоторой группы
G ∈ X.

4.1.5 Лемма ([203, лемма 1.2.21]). Пусть F — τ -замкнутая полу-

формация, порожденная совокупностью групп X. Тогда

F = qsτ (X).

4.1.6 Лемма ([203, следствие 4.3.6]). Пусть {Fi | i ∈ I} — такая

совокупность τ -замкнутых подформаций формации F, что

F = ∨τ (Fi | i ∈ I) = τ form

(

⋃

i∈I

Fi

)

и Fi ∩ Fj = (1) для любых различных i и j из I. Тогда F = ⊗
i∈I

Fi.
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4.1.7 Лемма ([203, лемма 4.3.4]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi и M — непус-

тая подформация в F. Тогда M = ⊗
i∈I

(Fi ∩M).

4.1.8 Лемма ([203, теорема 4.3.2]). Пусть M — непустая подфор-

мация формации F. Тогда если H — дополнение к M в F, то F =
= M⊗H.

4.1.9 Лемма ([159, лемма 12]). Пусть F — непустая τ -замкнутая

тотально насыщенная формация, π — такое множество простых

чисел, что π ⊆ π(F). Тогда произведение SπF является τ -замкну-

той тотально насыщенной формацией.

4.1.10 Лемма ([203, лемма 1.2.22]). Для любой совокупности групп

X справедливо равенство

τ formX = qr0sτ (X).

4.1.11 Лемма ([224, лемма 2.4]). Справедливо равенство qr0q =
= qr0.

4.1.12 Лемма ([203, лемма 1.2.23]). Пусть X — произвольная со-

вокупность групп, M = sτ (X). Тогда

τ formM = formM.

4.1.13 Лемма ([203, следствие 1.2.24]). Для любой совокупности

τ -замкнутых формаций {Mi | i ∈ I} имеет место

τ form

(

⋃

i∈I

Mi

)

= form

(

⋃

i∈I

Mi

)

.

4.1.14 Лемма ([203, следствие 4.2.8]). Решетка всех τ -замкнутых

n-кратно насыщенных формаций lτn модулярна, но не дистрибутив-

на.

4.1.15 Лемма ([203, лемма 4.1.3]). Пусть N1 × . . .×Nt = Soc(G),
где Ni — минимальная нормальная подгруппа группы G (i = 1, . . .
. . . , t), t > 1, и Op(G) = 1. Пусть Mi — наибольшая нормаль-

ная в G подгруппа, содержащая N1 × . . .×Ni−1 ×Ni+1 × . . .× Nt,
но не содержащая Ni, i = 1, . . . , t. Тогда справедливы следующие

утверждения:
1) для любого i ∈ {1, . . . , t} фактор-группа G/Mi монолитична

и ее монолит NiMi/Mi G-изоморфен Ni и Op(G/Mi) = 1;
2) M1 ∩ . . . ∩Mt = 1.
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4.1.16 Лемма ([264, гл. X; теорема 1.9]). Пусть F — класс Фит-

тинга. Тогда следующие условия равносильны:
1) F = F∗;
2) (G×H)F = GF ×HF для любых групп G и H.

4.1.17 Лемма ([203, лемма 3.4.3]). Отображение fin, сопоставля-

ющее всякому многообразию групп M класс finM, является вло-

жением решетки и полугруппы локально конечных многообразий в

алгебру всех формаций.

4.2 Булевы подрешетки формаций

Прямые разложения формаций. В работе А.Н. Скибы [201]
было начато изучение прямых разложений n-кратно насыщенных
формаций. В частности, там было доказано, что всякая формация,
представимая в виде прямого разложения некоторых формаций,
n-кратно насыщена тогда и только тогда, когда n-кратно насыщена
каждая компонента этого разложения. Впоследствии этот результат
был распространен на n-кратно локальные классы Фиттинга [43] и
на n-кратно ω-локальные классы Фиттинга [46]. Аналог этого ре-
зультата справедлив для ω-насыщенных формаций (см. [41]).

Целью данного раздела является изучение прямых разложений
n-кратно ω-насыщенных формаций.

Пусть f — произвольная функция вида

f : ω ∪ {ω′} → {формации групп}. (4.1)

Следуя [206], сопоставим функции f класс групп

LFω(f) = (G | G/Gωd ∈ f(ω′) и G/Fp(G) ∈ f(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(G)).

Если формация F такова, что F = LFω(f) для некоторой функции
f вида (4.1), то говорят, что она ω-насыщена, а f — ω-локальный
спутник этой формации [206].

4.2.1 Теорема ([56, теорема]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi, для некоторых

формаций Fi. Тогда формация F n-кратно (n > 1) ω-насыщена в

том и только в том случае, когда n-кратно ω-насыщена каждая

из формаций Fi.
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Доказательство. Достаточность. Пусть каждая из формаций Fi

n-кратно ω-насыщена. По лемме 1.2.15 формация Fi обладает мини-
мальным lωn−1-значным ω-локальным спутником fi. Пусть πi = ω ∩
∩ π(Fi). Тогда если i 6= j, то по условию Fi ∩ Fj = (1). Значит,
πi ∩ πj = ∅. Построим ω-локальный спутник f таким образом, что

f(a) =















F, если a = ω′,

fi(a), если a = p ∈ πi для некоторого i ∈ I,

∅, если a = p ∈ ω \
⋃

i∈I

πi.

Покажем, что F = LFω(f). Пусть LFω(f) 6⊆ F, и G — группа мини-
мального порядка из LFω(f)\F. Тогда G — монолитическая группа с
монолитом R = GF. Поскольку G ∈ LFω(f), то G/Fp(G) ∈ f(p) для
всех p ∈ ω ∩ π(G). Следовательно, если p ∈ ω ∩ π(G), то G/Fp(G) ∈
∈ f(p) 6= ∅. Значит, найдется такое i ∈ I, что p ∈ πi. Отсюда ω ∩
∩ π(G) ⊆

⋃

i∈I

πi. Если R — ω′-группа, т. е. ω ∩ π(R) = ∅, то Gωd = 1.

Значит,
G ∼= G/Gωd ∈ f(ω′) = F.

Противоречие. Значит, R — pd-группа, т. е. ω ∩ π(R) 6= ∅. Пусть
p ∈ ω∩π(R). Тогда p ∈ πi для некоторого i ∈ I. Если R — неабелева
группа, то Fp(G) = 1. Поэтому

G ∼= G/Fp(G) ∈ f(p) = fi(p) ⊆ Fi ⊆ F.

Противоречие. Пусть R — p-группа. Значит, R = CG(R) = Fp(G) =
= Op(G). Но тогда

G/Fp(G) = G/R = G/Op(G) ∈ f(p) = fi(p).

Значит, по лемме 1.2.14 G ∈ Fi ⊆ F. Противоречие. Таким образом,
LFω(f) ⊆ F.

Допустим, что обратное включение неверно, и G — группа мини-
мального порядка из F\ LFω(f). Тогда G — монолитическая группа.
Поэтому найдется такое i ∈ I, что

G ∈ Fi = LFω(fi).

Значит,
G/Fp(G) ∈ fi(p) = f(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(G) и из G ∈ F получаем

G/Gωd ∈ F = f(ω′).
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Следовательно, G ∈ LFω(f). Противоречие. Значит, F ⊆ LFω(f).
Таким образом, F = LFω(f), где f — lωn−1-значный ω-локальный
спутник. Поэтому F — n-кратно ω-насыщенная формация.

Необходимость. Пусть теперь формация F n-кратно ω-насыще-
на. По лемме 1.2.15 формация F обладает минимальным lωn−1-знач-
ным ω-локальным спутником f. Пусть i ∈ I и fi — такой ω-локаль-
ный спутник, что

fi(a) =











Fi, если a = ω′,

f(a), если a = p ∈ πi,

∅, если a = p ∈ ω \ πi.

Покажем, что Fi = LFω(fi). Предположим, что Fi 6⊆ LFω(fi), и G —
группа минимального порядка из Fi \ LFω(fi). Тогда G — моноли-
тическая группа с монолитом R = GLFω(fi). Поскольку G /∈ LFω(fi),
то согласно лемме 1.2.21 либо GLFω(fi) 6⊆ Gωd, либо найдется такое
p ∈ ω ∩ π(GLFω(fi)), что G/Fp(G) /∈ fi(p). С другой стороны, так как
G ∈ Fi ⊆ F, то G/Gωd ∈ Fi = f(ω′) и для всex q ∈ ω ∩ π(G) имеет
место

G/Fq(G) ∈ f(q) = fi(q).

Противоречие. Итак, Fi ⊆ LFω(fi).
Допустим, что обратное включение неверно, и G — группа мини-

мального порядка из LFω(fi)\Fi. Тогда G — монолитическая группа
с монолитом R = GF.

Пусть p ∈ ω∩π(R) ⊆ ω∩π(G). Тогда из G ∈ LFω(fi) следует, что
G/Fp(G) ∈ fi(p). Значит, fi(p) 6= ∅ и по построению ω-локального
спутника fi имеем p ∈ πi. Итак, ω ∩ π(R) ⊆ πi.

Кроме того, по построению ω-локального спутника fi справедли-
во fi 6 f. Значит, G ∈ F. Поэтому ввиду монолитичности группы
G найдется такое j ∈ I, что G ∈ Fj. Тогда ω ∩ π(R) ⊆ πi. Следова-
тельно,

ω ∩ π(R) ⊆ πi ∩ πj = ∅.

Тем самым установлено, что i = j, т. е. G ∈ Fi. Противоречие.
Следовательно, LFω(fi) ⊆ Fi. Таким образом, Fi = LFω(fi), где
fi — lωn−1-значный ω-локальный спутник. Поэтому Fi — n-кратно
ω-насыщенная формация. Теорема доказана.

Отметим некоторые следствия, получаемые из теоремы 4.2.1.

4.2.2 Следствие. Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некоторых формаций Fi.

Тогда формация F тотально ω-насыщена в том и только в том

случае, когда тотально ω-насыщена каждая из формаций Fi.
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Если в следствии 4.2.2 положить ω = P, то получим

4.2.3 Следствие. Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некоторых формаций Fi.

Тогда формация F тотально насыщена в том и только в том

случае, когда тотально насыщена каждая из формаций Fi.

При n = 1 из теоремы 4.2.1 вытекает

4.2.4 Следствие ([41, теорема 1]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некоторых

формаций Fi. Тогда формация F ω-насыщена в том и только в том

случае, когда ω-насыщена каждая из формаций Fi.

В случае ω = P получим

4.2.5 Следствие ([203, теорема 4.3.8]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для неко-

торых формаций Fi. Тогда формация F n-кратно насыщена в том

и только в том случае, когда n-кратно насыщена каждая из фор-

маций Fi.

При ω = {p} справедливо

4.2.6 Следствие. Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некоторых формаций Fi.

Тогда формация F n-кратно p-насыщена в том и только в том

случае, когда n-кратно p-насыщена каждая из формаций Fi.

Если n = 1 и ω = {p}, то справедливо

4.2.7 Следствие. Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некоторых формаций Fi.

Тогда формация F p-насыщена в том и только в том случае, когда

p-насыщена каждая из формаций Fi.

В различных приложениях теории классов групп часто приходит-
ся использовать формации, замкнутые относительно той или иной
системы подгрупп. Понятие подгруппового функтора (в терминоло-
гии А.Н. Скибы) охватывает все рассматриваемые при этом системы
подгрупп. Это позволяет использовать подгрупповые функторы как
аппарат исследования классов групп.

Пусть со всякой группой G сопоставлена некоторая система ее
подгрупп τ(G). Говорят, что τ — подгрупповой функтор [203], если
выполняются следующие условия:

1) G ∈ τ(G) для любой группы G;
2) для любого эпиморфизма ϕ : A 7→ B и для любых групп

H ∈ τ(A) и T ∈ τ(B) имеет место Hϕ ∈ τ(B) и T ϕ−1

∈ τ(A).
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Если τ(G) = {G}, то подгрупповой функтор называется триви-
альным. Формация F называется τ -замкнутой, если τ(G) ⊆ F для
любой ее группы G из F.

Как показывает пример работы [203, замечание 4.3.10] в общем
случае из того, что формация F = M⊗H является τ -замкнутой, не
следует, что каждая из формаций M, H также является τ -замкну-
той. В данном параграфе доказан аналог теоремы А.Н. Скибы [201]
для τ -замкнутых n-кратно ω-насыщенных формаций.

Для доказательства основного результата нам необходим подход
к определению ω-насыщенных формаций, предложенный профессо-
ром В.А. Ведерниковым [29].

Пусть f — произвольная функция вида

f : ω ∪ {ω′} → {формации групп}. (4.2)

Функции f сопоставим класс групп

LFω〈f〉 =
(

G | G/Oω(G) ∈ f(ω′) и G/Fp(G) ∈ f(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(G)
)

.

Если формация F такова, что F = LFω〈f〉 для некоторой функции
f, вида (4.2), то F называется ω-насыщенной формацией с ω-локаль-

ным V -спутником f [29, 218].
Пусть X — совокупность групп. Символом formX обозначается

пересечение всех формаций, содержащих X. Следуя [206], полагают

X(Fp) =

{

form(G/Fp(G) | G ∈ X), если p ∈ π(X),

∅, если p 6∈ π(X).

Пусть F = LFω(F ), где F (ω′) = F и F (p) = NpF(Fp) для всех p ∈
∈ ω. Если же F = LFω〈F 〉, то спутник F называется каноническим
ω-локальным V -спутником формации F [218].

4.2.8 Лемма ([59, лемма 4]). Пусть F = LFω〈f〉, где f(ω′) = F и

G /∈ F. Тогда либо GF 6⊆ Oω(G), либо найдется такое p ∈ ω∩π(GF),
что G/Fp(G) /∈ f(p).

Доказательство. Пусть GF ⊆ Oω(G) и G/Fp(G) ∈ f(p) для всех
p ∈ ω ∩ π(GF). Первое влечет

G/Oω(G) ∼= (G/GF)/(Oω(G)/GF) = (G/GF)/Oω(G/GF) ∈ F = f(ω′).
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Пусть p ∈ (ω ∩ π(G)) \ π(GF). Тогда

GF ⊆ Fp(G) и Fp(G/GF) = Fp(G)/GF.

Значит, для всех p ∈ ω ∩ π(G) имеет место

G/Fp(G) ∼= (G/GF)/(Fp(G)/GF) = (G/GF)/Fp(G/GF) ∈ f(p),

так как G/GF ∈ F = LFω〈f〉. Следовательно, G ∈ F. Противоречие.
Лемма доказана.

4.2.9 Теорема ([59, теорема]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некоторых фо-

рмаций Fi таких, что π(Fi) ∩ π(Fj) = ∅ для всех различных i, j ∈
∈ I. Тогда формация F τ -замкнута n-кратно ω-насыщена в том

и только в том случае, когда τ -замкнута n-кратно ω-насыщена

каждая из формаций Fi.

Доказательство. Достаточность. Пусть каждая из формаций
Fi τ -замкнута n-кратно ω-насыщена. По лемме 4.1.1 формация Fi

обладает минимальным lτωn−1
-значным ω-локальным V -спутником fi.

Пусть πi = ω ∩ π(Fi). Построим ω-локальный V -спутник f таким
образом, что

f(a) =

{

fi(a), если a ∈ πi ∪ {ω′} для некоторого i ∈ I,
∅, если a ∈ ω \

⋃

i∈I
πi.

Покажем, что F = LFω〈f〉 — τ -замкнутая n-кратно ω-насыщен-
ная формация. Пусть LFω〈f〉 6⊆ F, и G — группа минимального
порядка из LFω〈f〉 \ F. Тогда G — монолитическая группа, и ее
монолит R = GF. Поскольку G ∈ LFω〈f〉, то G/Fp(G) ∈ f(p) для
всех p ∈ ω ∩ π(G). Следовательно, если p ∈ ω ∩ π(G), то G/Fp(G) ∈
∈ f(p) 6= ∅. Значит, найдется такое i ∈ I, что p ∈ πi. Отсюда ω ∩
∩π(G) ⊆

⋃

i∈I
πi. Если R — ω′-группа, т. е. ω∩π(R) = ∅, то Oω(G) = 1.

Поэтому
G ∼= G/Oω(G) ∈ f(ω′) = fi(ω

′) ⊆ Fi ⊆ F.

Противоречие. Значит, R — pd-группа, т. е. ω ∩ π(R) 6= ∅. Пусть
p ∈ ω∩π(R). Тогда p ∈ πi для некоторого i ∈ I. Если R — неабелева
группа, то Fp(G) = 1. Поэтому

G ∼= G/Fp(G) ∈ f(p) = fi(p) ⊆ Fi ⊆ F.
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Противоречие. Пусть R — p-группа. Значит, R = CG(R) = Fp(G) =
= Op(G). Но тогда

G/Fp(G) = G/R = G/Op(G) ∈ f(p) = fi(p)

и по лемме 4.1.2 G ∈ Fi ⊆ F. Противоречие. Таким образом,
LFω〈f〉 ⊆ F.

Допустим, что обратное включение неверно, и G — группа мини-
мального порядка из F\LFω〈f〉. Тогда G — монолитическая группа.
Поэтому найдется такое i ∈ I, что G ∈ Fi = LFω〈fi〉. Значит,

G/Oω(G) ∈ fi(ω
′) = f(ω′)

и
G/Fp(G) ∈ fi(p) = f(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(G). Следовательно, G ∈ LFω〈f〉. Противоречие.
Значит, F ⊆ LFω〈f〉. Таким образом, F = LFω〈f〉. Ввиду леммы 4.1.4
и леммы 4.1.3 F — τ -замкнутая n-кратно ω-насыщенная формация.

Необходимость. Пусть теперь формация F τ -замкнута n-крат-
но ω-насыщена. По лемме 4.1.1 формация F обладает минимальным
lτωn−1

-значным ω-локальным V -спутником f. Пусть i ∈ I и fi — такой
ω-локальный V -спутник, что

fi(a) =

{

f(a), если a ∈ πi ∪ {ω′},
∅, если a ∈ ω \ πi.

где πi = ω∩π(Fi). Покажем, что Fi = LFω〈fi〉 — τ -замкнутая n-крат-
но ω-насыщенная формация. Предположим, что Fi 6⊆ LFω〈fi〉, и G
— группа минимального порядка из Fi \LFω〈fi〉. Тогда G — моноли-
тическая группа с монолитом R = GLFω〈fi〉. Поскольку G /∈ LFω〈fi〉,
то согласно лемме 4.2.8 либо GLFω〈fi〉 6⊆ Oω(G), либо найдется такое
p ∈ ω ∩ π(GLFω〈fi〉), что G/Fp(G) /∈ fi(p). С другой стороны, так как
G ∈ Fi ⊆ F, то

G/Oω(G) ∈ f(ω′) = fi(ω
′)

и для всex q ∈ ω ∩ π(G) имеет место

G/Fq(G) ∈ f(q) = fi(q).

Противоречие. Итак, Fi ⊆ LFω〈fi〉.
Допустим, что обратное включение неверно, и G — группа мини-

мального порядка из LFω〈fi〉\Fi. Тогда G — монолитическая группа
с монолитом R = GFi.
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Пусть p ∈ ω∩π(R) ⊆ ω∩π(G). Тогда из G ∈ LFω〈fi〉 следует, что
G/Fp(G) ∈ fi(p). Значит, fi(p) 6= ∅ и по построению ω-локального
V -спутника fi имеем p ∈ πi. Итак, ω ∩ π(R) ⊆ πi. Кроме того, по
построению ω-локального V -спутника fi справедливо fi 6 f. Значит,
G ∈ F. Поэтому ввиду монолитичности группы G найдется такое
j ∈ I, что G ∈ Fj. Тогда ω ∩ π(R) ⊆ πj, где πj = ω ∩ π(Fj). Поэтому

ω ∩ π(R) ⊆ πi ∩ πj = ∅.

Тем самым установлено, что i = j, т. е. G ∈ Fi. Противоречие.
Следовательно, LFω〈fi〉 ⊆ Fi. Таким образом, Fi = LFω〈fi〉. Ввиду
леммы 4.1.4 и леммы 4.1.3 Fi — τ -замкнутая n-кратно ω-насыщенная
формация. Теорема доказана.

Отметим несколько следствий из теоремы 4.2.9. Если τ — триви-
альный подгрупповой функтор, то получим

4.2.10 Следствие ([56, теорема]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некото-

рых формаций Fi. Тогда формация F n-кратно ω-насыщена в том

и только в том случае, когда n-кратно ω-насыщена каждая из фор-

маций Fi.

В случае ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
справедливо

4.2.11 Следствие ([203, теорема 4.3.8], [201, теорема]). Пусть F =
= ⊗

i∈I
Fi для некоторых формаций Fi. Тогда формация F n-кратно

насыщена в том и только в том случае, когда n-кратно насыщена

каждая из формаций Fi.

4.2.12 Следствие ([56, следствие 3.1]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для неко-

торых формаций Fi. Тогда формация F тотально ω-насыщена в

том и только в том случае, когда тотально ω-насыщена каждая

из формаций Fi.

Если в следствие 4.2.12 положить ω = P, то получим

4.2.13 Следствие ([203, следствие 4.3.9]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для

некоторых формаций Fi. Тогда формация F тотально насыщена в

том и только в том случае, когда тотально насыщена каждая из

формаций Fi.

В случае n = 1 для тривиального подгруппового функтора τ
справедливо
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4.2.14 Следствие ([41, теорема 1]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некото-

рых формаций Fi. Тогда формация F ω-насыщена в том и только

в том случае, когда ω-насыщена каждая из формаций Fi.

При ω = {p} для тривиального подгруппового функтора τ спра-
ведливо

4.2.15 Следствие ([56, следствие 3.5]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для неко-

торых формаций Fi. Тогда формация F n-кратно p-насыщена в том

и только в том случае, когда n-кратно p-насыщена каждая из фор-

маций Fi.

Если n = 1 и ω = {p}, то для тривиального подгруппового функ-
тора τ справедливо

4.2.16 Следствие ([56, следствие 3.6]). Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для неко-

торых формаций Fi. Тогда формация F p-насыщена в том и только

в том случае, когда p-насыщена каждая из формаций Fi.

Описание подрешеточной структуры формаций. Напом-
ним, что непустая совокупность формаций Θ называется полной
решеткой формаций, если пересечение любой совокупности форма-
ций из Θ снова принадлежит Θ и во множестве Θ имеется такая
формация F, что H ⊆ F для любой формации H ∈ Θ. Форма-
ции, принадлежащие Θ, называют Θ-формациями (см. [203, 206]).
Один из методов исследования Θ-формаций F состоит в изуче-
нии свойств решетки выделенной системы Θ-подформаций, входя-
щих в F. В частности, рядом авторов исследовались Θ-формации,
у которых решетка Θ-подформаций является булевой или решет-
кой с дополнениями для различных полных решеток формаций Θ
[88, 89, 184, 199, 274, 277, 312].

Понятие дополняемой подформации введено в работе А.Н. Ски-
бы [187], где были описаны разрешимые формации групп, у которых
все их подформации дополняемы. Напомним, что подформация M

формации F называется дополняемой в F, если для нее существует
дополнение в решетке всех подформаций формации F. В последую-
щем в работах М.И. Эйдинова [238] и В.А. Ведерникова [25] были
описаны формации, состоящие из произвольных конечных групп, у
которых все подформации дополняемы. В связи с этим В.А. Ведер-
никовым в работе [25] была поставлена задача описания насыщен-
ных формаций, у которых все насыщенные подформации дополня-
емы. Эта задача была решена независимо А.Н. Скибой [199] и Го
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Вэньбинем [274]. Оказалось, что насыщенные формации, у которых
все насыщенные подформации дополняемы, имеют булеву решетку
насыщенных подформаций [199, 274] (см. также главу 4 моногра-
фии [203]). Отметим также, что в работе А.Н. Скибы и Л.А. Ше-
меткова [197] были описаны формации конечных алгебр с булевой
решеткой подформаций, содержащихся в некотором мальцевском
многообразии.

В теории классов Фиттинга Н.Н. Воробьевым и А.Н. Скибой [43]
получено описание n-кратно локальных классов Фиттинга с буле-
вой решеткой n-кратно локальных подклассов Фиттинга (см. также
работу [46]). Заметим, что при изучении булевых решеток классов
Фиттинга [43,46] использован ряд новых наблюдений о прямых раз-
ложениях классов групп, восходящих идейно к вышеупомянутой мо-
нографии [203].

Дополняя результаты [25,88,89,184,187,197,199,238,274,277,312],
в данной работе дается описание τ -замкнутых n-кратно ω-насыщен-
ных формаций с булевой решеткой τ -замкнутых n-кратно ω-насы-
щенных подформаций.

Пусть M и H — подформации формации F. Говорят, что H —
τ -дополнение к M в F, если F = τ form(M ∪ H), M ∩ H = (1) и
H — τ -замкнутая подформация. Здесь символом τ form(M∪H) обо-
значается пересечение всех τ -замкнутых ω-насыщенных формаций,
содержащих формации M и H. Подформация формации F называ-
ется τ -дополняемой в F [203], если к ней имеется τ -дополнение в F.

Для произвольной τ -замкнутой n-кратно ω-насыщенной форма-
ции F через Lτ

ωn
(F) будем обозначать решетку всех τ -замкнутых

n-кратно ω-насыщенных подформаций из F.
Используя конструкцию прямого разложения класса групп, нами

доказана следующая

4.2.17 Теорема ([55, теорема]). Пусть F — τ -замкнутая n-кратно

ω-насыщенная формация. Тогда следующие условия равносильны:
1) решетка Lτ

ωn
(F) булева;

2) F = ⊗
i∈I

Fi, где {Fi | i ∈ I} — набор всех атомов решетки

Lτ
ωn
(F);
3) в F τ -дополняема каждая подформация, являющаяся атомом

решетки Lτ
ωn
(F).

4.2.18 Лемма. Пусть F = lτωn
formG — однопорожденная τ -зам-

кнутая n-кратно ω-насыщенная формация. Тогда решетка Lτ
ωn
(F)

имеет лишь конечное число атомов.
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Доказательство. Пусть M — атом решетки Lτ
ωn
(F). Тогда M =

= lτωn
formA, где A — простая группа. Если A — неабелева группа, то

согласно лемме 4.4.3, A ∈ H, где H — τ -замкнутая полуформация,
порожденная группой G. Но ввиду леммы 4.1.5 H = qsτ (G). Это
означает, что в Lτ

ωn
(F) имеется лишь конечное число неразрешимых

атомов.
Пусть A — группа простого порядка p. Поскольку p делит |G|

и группа G конечна, то в решетке Lτ
ωn
(F) имеется лишь конечное

число разрешимых атомов. Лемма доказана.

4.2.19 Лемма. Пусть Σ = {Mi | i ∈ I} — некоторый набор ато-

мов решетки lτωn
, F = ⊗

i∈I
Mi. Тогда формация F принадлежит ре-

шетке lτωn
и если M 6= ∅ — произвольная неединичная τ -замкну-

тая n-кратно ω-насыщенная подформация в F, то во множестве

{Mi | i ∈ I} найдется такое подмножество {Mj | j ∈ J}, что

M = ⊗
j∈J

Mj.

Доказательство. Для любых двух различных i, j ∈ I имеет ме-
сто равенство Mi∩Mj = (1). Значит, ввиду леммы 4.1.6 F = ⊗

i∈I
Mi =

= ∨τ (Mi | i ∈ I) — τ -замкнутая формация, а ввиду теоремы 4.2.1
формация F — n-кратно ω-насыщена. Итак, F ∈ lτωn

.
Согласно лемме 4.1.7, M = ⊗

i∈I
(Mi ∩ M). Так как Mi — атом

решетки lτωn
, то Mi∩M ∈ {(1),Mi}. Пусть J — такое подмножество

в I, что j ∈ J тогда и только тогда, когда Mj ∩M = Mj . Поэтому,
очевидно, M = ⊗

j∈J
Mj. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 4.2.17. Покажем, что из 3) вытека-
ет 2). Прежде докажем, что условие 2) выполняется относительно
любой однопорожденной lτωn

-подформации F1 из F. Согласно лем-
ме 4.2.18 в F1 имеется лишь конечное число подформаций, являю-
щихся атомами решетки Lτ

ωn
(F1). Пусть M — один из таких атомов.

Тогда по условию в F найдется такая τ -замкнутая подформация H,
что M ∩ H = (1) и F = M ∨ τH. Значит, по лемме 4.1.6 F = M⊗H.
А согласно теореме 4.2.1 последнее означает, что H — τ -замкнутая
n-кратно ω-насыщенная формация. Так как у H число подформа-
ций, являющихся атомами решетки Lτ

ωn
(F1), меньше, чем у F1, то

по индукции H = M1⊗ . . .⊗Mt, где Mi — атом решетки Lτ
ωn
(F1),

i = 1, 2, . . . , t. Значит, согласно лемме 3.2.9 F1 = M⊗M1⊗ . . .⊗Mt.
Пусть теперь {Fi | i ∈ I} — набор всех атомов решетки Lτ

ωn
(F),

H = ⊗
i∈I

Fi. По лемме 4.2.19 H — τ -замкнутая n-кратно ω-насыщенная
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подформация в F. Допустим, что H 6= F и G ∈ F \H. Тогда, соглас-
но уже доказанному, F1 = lτωn

formG = M1⊗ . . .⊗Mt для некоторого
набора атомов M1, . . . ,Mt решетки lτωn

. Значит, G ∈ F1 ⊆ H. Проти-
воречие. Итак, F = H.

Пусть имеет место условие 2). Покажем, что тогда выполняет-
ся и условие 1). Прежде установим, что решетка Lτ

ωn
(F) является

решеткой с дополнениями. Пусть M — произвольная τ -замкнутая
n-кратно ω-насыщенная подформация формации F, {Fi | i ∈ I1} —
набор всех тех подформаций из M, которые являются атомами ре-
шетки lτωn

. Ввиду леммы 4.2.19 M = ⊗
i∈I1

Fi. Пусть I2 = I \ I1, H =

= ⊗
i∈I2

Fi. Покажем, что H — дополнение к M в решетке Lτ
ωn
(F). Ясно,

что M ∨ τ
ωn
H = F. Допустим, что M ∩ H 6= (1) и R — подформация

в M ∩ H, являющаяся атомом решетки lτωn
. Тогда найдется такое

i ∈ I, что R = Fi. Но I1 ∩ I2 = ∅. Значит, согласно лемме 4.2.19, R
не входит в одну из формаций M, H. Противоречие. Итак, Lτ

ωn
(F) —

решетка с дополнениями.
Для доказательства дистрибутивности решетки Lτ

ωn
(F) рассмот-

рим три произвольные τ -замкнутые n-кратно ω-насыщенные под-
формации M, H и R из F. Ясно, что

(M ∩R) ∨ τ
ωn
(M ∩ H) ⊆ M ∩ (R ∨ τ

ωn
H).

Предположим, что обратное включение неверно. Пусть A — группа
минимального порядка из M ∩ (R ∨ τ

ωn
H) \ (M ∩ R) ∨ τ

ωn
(M ∩ H).

Тогда A — монолитическая группа. Следовательно, найдется такое
i ∈ I, что A ∈ Fi. Так как при этом Fi — атом решетки Lτ

ωn
(F), то

Fi = lτωn
formA ⊆ R ∨ τ

ωn
H.

Отсюда, в силу условия 2) и леммы 4.2.19 получаем, что либо
Fi ⊆ R, либо Fi ⊆ H. В любом из этих случаев оказывается, что
A ∈ (M∩R)∨ τ

ωn
(M∩H). Полученное противоречие показывает, что

решетка Lτ
ωn
(F) дистрибутивна. Итак, если выполняется условие 2),

то Lτ
ωn
(F) является булевой решеткой.

Предположим, что выполняется условие 1). Покажем, что из него
вытекает условие 3). При n = 0 это очевидно. Пусть n > 1 и пусть
M — атом решетки Lτ

ωn
(F). Тогда M = lτωn

formA, где A — простая
группа из M. Ввиду того, что Lτ

ωn
(F) — решетка с дополнениями,

найдется такая τ -замкнутая n-кратно ω-насыщенная подформация
H из F, что F = M ∨ τ

ωn
H и M ∩ H = (1). Пусть W = M⊗H.

Ввиду леммы 4.1.6 имеет место равенство W = M ∨ τH = M ∨ τ
ω0
H.

Очевидно, W ⊆ F. Согласно теореме 4.2.1

F = M ∨ τ
ωn
H ⊆ M⊗H = W.
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Итак, F = W, т. е. атом M дополняем в решетке Lτ
ωn
(F). Теорема

доказана.

При ω = P из теоремы вытекает

4.2.20 Следствие ([203, теорема 4.3.13]). Пусть F — τ -замкнутая

n-кратно насыщенная формация. Тогда следующие условия равно-

сильны:
1) решетка Lτ

n(F) булева;
2) F = ⊗

i∈I
Fi, где {Fi | i ∈ I} — набор всех атомов решетки

Lτ
n(F);
3) в F τ -дополняема каждая подформация, являющаяся атомом

решетки Lτ
n(F).

Если τ — тривиальный подгрупповой функтор, то мы получаем

4.2.21 Следствие ([199, теорема]). Пусть F — n-кратно насыщен-

ная формация, n > 0. Тогда следующие условия равносильны:
1) решетка n-кратно насыщенных подформаций формации F

булева;
2) F = lnformX, где X — некоторое множество простых групп,

причем при n > 61 все группы из X абелевы;
3) в F дополняема каждая подформация, являющаяся атомом

решетки n-кратно насыщенных формаций.

При n = 1 и ω = {p} для тривиального подгруппового функтора
τ имеем

4.2.22 Следствие ([89, теорема 1]). Пусть F — p-насыщенная фор-

мация. Тогда следующие условия равносильны:
1) F есть прямое произведение своих минимальных p-насыщен-

ных подформаций;
2) решетка p-насыщенных подформаций формации F булева;
3) в F дополняемы все минимальные p-насыщенные подформа-

ции.

Если n = 1 и ω = P для тривиального подгруппового функтора
τ, получим

4.2.23 Следствие ([25,199]). Пусть F — неединичная насыщенная

формация. Тогда следующие условия эквивалентны:
1) решетка насыщенных подформаций формации F булева;
2) формация F нильпотентна;
3) в F дополняема каждая подформация вида Np, где p — неко-

торое простое число.
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При n = 0 и ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
имеем

4.2.24 Следствие ([199]). Пусть F — неединичная формация. То-

гда следующие условия эквивалентны:
1) решетка подформаций формации F булева;
2) каждая неединичная F-группа является прямым произведе-

нием некоторого конечного числа простых групп;
3) в F дополняема каждая подформация вида formA, где A —

некоторая простая группа.

Если n = 0 и ω = P для тривиального подгруппового функтора
τ, имеем также

4.2.25 Следствие ([25, 238]). Тогда и только тогда каждая под-

формация формации F дополняема в F, когда F = formX, где X —

набор простых групп.

4.3 Стоуновы решетки

В 1986 году А.Н. Скибой [192] начато изучение решеток форма-
ций групп. В частности, была установлена модулярность решетки
всех (насыщенных) формаций. В дальнейшем целая серия работ раз-
личных авторов посвящена поиску модулярных и дистрибутивных
решеток формаций. В монографии [203] было доказано, что решет-
ка lτn всех τ -замкнутых n-кратно насыщенных формаций модулярна,
но не дистрибутивна. В то же время решетка lτ∞ всех τ -замкнутых
тотально насыщенных формаций дистрибутивна [159].

Отмеченные результаты наталкивают на мысль изучать насы-
щенные формации в зависимости от свойств решеток их подфор-
маций.

Целью данного параграфа является описание τ -замкнутых n-кра-
тно насыщенных (тотально насыщенных) формаций со стоуновой
решеткой τ -замкнутых n-кратно насыщенных (тотально насыщен-
ных) подформаций.

Пусть f — произвольная функция вида

f : P → {формации групп}. (4.3)

Следуя [203, 264], сопоставим функции f класс групп

LF (f) =
(

G | G/Fp(G) ∈ f(p) для всех p ∈ π(G)
)

.
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Если формация F такова, что F = LF (f) для некоторой функции
f вида (4.3), то F называется насыщенной формацией с локальным

спутником f. Если F = LF (f) и f(p) ⊆ F для всех p ∈ π(G), то f
называется внутренним спутником формации F.

При обозрении большинства наиболее известных конкретных
классов групп легко обнаруживается, что они могут быть заданы
при помощи функций, все непустые значения которых сами явля-
ются локальными классами. Последнее обстоятельство привело к
возникновению следующей естественной конструкции:
всякая формация считается 0-кратно насыщенной, а при n > 1 фор-
мация F называется n-кратно насыщенной [193], если F = LF (f),
где все непустые значения локального спутника f являются (n −
−1)-кратно насыщенными формациями. Если формация F n-кратно
насыщена для всех натуральных n, то F называется тотально на-

сыщенной.
Напомним, что элемент a решетки с нулем L называется атомом,

если для любого x ∈ L из 0 < x 6 a следует, что x = a (т. е. если a
покрывает наименьший элемент 0).

Для произвольной совокупности τ -замкнутых n-кратно насыщен-
ных формаций {Fi | i ∈ I} положим

∨τ
n(Fi | i ∈ I) = lτnform

(

⋃

i∈I

Fi

)

,

в частности,
M ∨ τ

nH = lτnform(M ∪ H).

Символами lτn и lτ∞ обозначаются решетки всех τ -замкнутых
n-кратно насыщенных и τ -замкнутых тотально насыщенных фор-
маций соответственно.

Для произвольной τ -замкнутой n-кратно насыщенной формации
F через Lτ

n(F) обозначают решетку всех τ -замкнутых n-кратно насы-
щенных подформаций формации F. Если же τ -замкнутая формация
F тотально насыщена, то через Lτ

∞(F) обозначают решетку всех ее
τ -замкнутых тотально насыщенных подформаций.

4.3.1 Лемма ([63, лемма 4]). Пусть F — τ -замкнутая n-кратно

насыщенная формация. Тогда если формация Np дополняема в ре-

шетке Lτ
n(F) для каждого p ∈ π(F), то F ⊆ N.

Доказательство. Понятно, что любая τ -замкнутая n-кратно на-
сыщенная формация есть объединение (в решетке lτn) своих однопо-
рожденных τ -замкнутых n-кратно насыщенных подформаций (см.
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[203, с. 179]), т. е.

F = lτnform

(

⋃

G∈F

lτnformG

)

.

Значит, для доказательства леммы достаточно показать, что она
справедлива для любой однопорожденной τ -замкнутой n-кратно на-
сыщенной подформации M из F.

Пусть m — внутренний спутник формации M. Тогда если p ∈
∈ π(M), то Np ⊆ Npm(p) = M(p) ⊆ M. Покажем прежде, что
подформация Np дополняема в решетке Lτ

n(M). Нулем этой решет-
ки является формация (1), единицей — формация M. По условию
леммы в решетке Lτ

n(F) найдется дополнение H к Np. Нулем решет-
ки Lτ

n(F) является формация (1), единицей — формация F. Тогда

F = lτnform(Np ∪ H) = Np ∨
τ
nH и Np ∩ H = (1).

Согласно лемме 4.1.8 и теореме 4.2.9,

F = Np⊗H

и формации Np и H являются τ -замкнутыми n-кратно насыщенны-
ми. Поэтому по лемме 4.1.7

M = M ∩ F = M ∩ (Np⊗H) =

= (M ∩Np)⊗(M ∩ H) = Np⊗(M ∩ H) =

= Np ∨
τ
n(M ∩ H).

Поскольку Np ∩ H = (1), то

Np ∩ (M ∩ H) = (1).

Следовательно, M ∩ H — дополнение к Np в M, т. е. формация Np

дополняема в решетке Lτ
n(M).

Покажем теперь, что M ⊆ N. Согласно лемме 4.2.18 в M имеется
лишь конечное число подформаций, являющихся атомами решетки
Lτ
n(M). Пусть число атомов решетки Lτ

n(M) равно k. Проведем ин-
дукцию по k. Согласно лемме 4.1.8 и теореме 4.2.9

M = Np⊗(M ∩ H)

и формация M ∩ H является τ -замкнутой n-кратно насыщенной.
Заметим, что поскольку один из атомов Np решетки Lτ

n(M) не со-
держится в M ∩ H, то в решетке Lτ

n(M ∩ H) число атомов меньше,
чем k.
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Если k = 1, то в решетке Lτ
n(M) имеется лишь один атом. Но в

решетке Lτ
n(M∩H) атомов меньше k = 1, т. е. в решетке Lτ

n(M∩H)
нет атомов. Последнее возможно лишь в случае, когда M∩H = (1).
Поэтому M = Np⊗(M∩H) = Np. Следовательно, любая группа из
M нильпотентна, т. е. M ⊆ N.

Предположим теперь, что k > 1 и утверждение леммы верно для
всех τ -замкнутых n-кратно насыщенных формаций, у которых ре-
шетка τ -замкнутых n-кратно насыщенных подформаций имеет чис-
ло атомов меньше, чем k. В этом случае утверждение для формации
M ∩H верно по индукции. Но M = Np⊗(M ∩H). Поэтому каждая
группа G из M имеет вид:

G = A×B,

где A ∈ Np, B ∈ M ∩ H. Значит, утверждение леммы выполняется
для однопорожденной формации M. Итак, утверждение леммы вы-

полняется и для формации F = lτnform
(

⋃

G∈F

lτnformG
)

, т. е. F ⊆ N.

Лемма доказана.

Пусть L — решетка с нулем. Тогда элемент a∗ называется псевдо-

дополнением элемента a (∈ L), если из a∧a∗ = 0 и a∧x = 0 следует,
что x 6 a∗. В частности, псевдодополнение элемента Np будем обо-
значать через N∗

p. Решетка с нулем называется решеткой с псевдодо-

полнениями, если каждый ее элемент обладает псевдодополнением.
Дистрибутивная решетка с псевдодополнениями, каждый элемент
которой удовлетворяет тождеству

a∗ ∨ (a∗)∗ = 1,

называется стоуновой решеткой.

4.3.2 Теорема ([63, теорема 1]). Пусть F — τ -замкнутая n-крат-

но насыщенная формация. Тогда решетка Lτ
n(F) стоунова в том и

только в том случае, когда F ⊆ N.

Доказательство. Пусть F — τ -замкнутая n-кратно насыщенная
формация. Заметим, что для каждой τ -замкнутой n-кратно насы-
щенной подформации M из F формация M∗ = F ∩ Gπ′ является
псевдодополнением элемента M в решетке Lτ

n(F), где π = π(M).
Действительно, поскольку π∩π(F∩Gπ′) = ∅, то M∩(F∩Gπ′) = (1),
и если H — τ -замкнутая n-кратно насыщенная подформация фор-
мации F, то M ∩H = (1) тогда и только тогда, когда π ∩ π(H) = ∅.
Последнее означает, что H — формация групп, порядки которых не
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делятся на простые числа из π, т. е. H ⊆ Gπ′. Значит, H ⊆ F ∩ Gπ′.
Поэтому F ∩Gπ′ — псевдодополнение элемента M в решетке Lτ

n(F).
Допустим, что Lτ

n(F) — стоунова решетка. Если f — внутренний
спутник формации F и p ∈ π(F), то Np ⊆ Npf(p) = F (p) ⊆ F.
По доказаному выше N∗

p = F ∩ Gp′ — псевдодополнение элемента
Np в решетке Lτ

n(F). Заметим, что (N∗
p)

∗ = Np — псевдодополнение
элемента F ∩Gp′ в решетке Lτ

n(F). Действительно, поскольку {p} ∩
∩ p′ = ∅, то Np ∩ (F ∩Gp′) = (1). Если H1 — τ -замкнутая n-кратно
насыщенная подформация формации F, то H1∩(F∩Gp′) = (1) тогда
и только тогда, когда π(H1)∩ p′ = ∅. Последнее означает, что H1 —
формация групп, порядки которых не делятся на простые числа из
p′, т. е. H1 ⊆ Np. Вместе с тем, согласно нашему допущению F = N∗

p∨
∨ τ

n(N
∗
p)

∗ = (F ∩ Gp′) ∨ τ
nNp. Следовательно, для каждого p ∈ π(F)

формация Np дополняема в Lτ
n(F). Применяя теперь лемму 4.3.1,

видим, что F ⊆ N.
Пусть теперь F ⊆ N и M — τ -замкнутая n-кратно насыщенная

подформация формации F, π = π(F), π1 = π(M) и π2 = π \ π1. Если
π1 = π, то M = F. Действительно, включение M ⊆ F очевидно.
Покажем, что F ⊆ M. Пусть F * M, и G — группа минимального
порядка из F \ M. Тогда группа G монолитична с монолитом R =
= GM. Так как подгруппа нильпотентной группы нильпотентна, то
R ⊆ Nπ = Nπ1

. Если p ∈ π(M), то Np ⊆ M. Поэтому Nπ1
⊆ M для

всех p ∈ π1. Последнее означает, что G ∈ Nπ1
M = M. Полученное

противоречие показывает, что F ⊆ M. Итак, остается заключить,
что M = F. Легко видеть, что (1) — дополнение элемента M в
решетке Lτ

n(F). Если же π1 ⊂ π, то Nπ2
— дополнение элемента M в

решетке Lτ
n(F). Действительно, поскольку π1∩π2 = ∅, то M∩Nπ2

=
= (1). Предположим, что K = lτnform(M ∪ Nπ2

) = M⊗Nπ2
6= F.

Поскольку M ⊆ F и Nπ2
⊆ F, то M ∪Nπ2

⊆ F. Следовательно, K =
= lτnform(M∪Nπ2

) ⊆ lτnformF = F. Пусть G — группа минимального
порядка из F \ K. Тогда группа G монолитична и нильпотентна.
Значит, она примарна. Поэтому либо G ∈ Nπ2

, либо G ∈ Nπ1
⊆

⊆ M. Это означает, что G ∈ M ∪Nπ2
⊆ M⊗Nπ2

= K. Полученное
противоречие показывает, что K = F.

Итак, Lτ
n(F) — решетка с дополнениями. Покажем, что допол-

нение M∗ = Nπ2
является псевдодополнением к M в F. Так как

π1 ∩ π2 = ∅, то M∩Nπ2
= (1). Если H1 — τ -замкнутая n-кратно на-

сыщенная подформация формации F, то H1∩M = (1) тогда и только
тогда, когда π(H1) ∩ π1 = ∅. Последнее означает, что H1 — форма-
ция групп, порядки которых не делятся на простые числа из π1, т. е.
H1 ⊆ Nπ2

. Отметим, что (M∗)∗ = M является псевдодополнением
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к Nπ2
в F. Действительно, так как π1 ∩ π2 = ∅, то M ∩Nπ2

= (1).
Если H2 — τ -замкнутая n-кратно насыщенная подформация форма-
ции F, то H2∩Nπ2

= (1) тогда и только тогда, когда π(H2)∩π2 = ∅.
Последнее означает, что H2 — формация групп, порядки которых не
делятся на простые числа из π2, т. е. H2 ⊆ Nπ1

⊆ M. Более того,

M∗ ∨ τ
n(M

∗)∗ = Nπ2
∨ τ

nM = F.

Кроме того, решетка Lτ
n(F) дистрибутивна (см. [203, с. 176]). Следо-

вательно, Lτ
n(F) — стоунова решетка. Теорема доказана.

Если τ — тривиальный подгрупповой функтор, то получаем сле-
дующее утверждение.

4.3.3 Следствие ([52, теорема 1]). Пусть F — n-кратно насыщен-

ная формация. Тогда решетка Ln(F) стоунова в том и только в

том случае, когда F ⊆ N.

4.3.4 Лемма ([63, теорема 3]). Пусть F = lτ∞formG — однопоро-

жденная τ -замкнутая тотально насыщенная формация. Тогда ре-

шетка Lτ
∞(F) имеет лишь конечное число атомов.

Доказательство. Пусть M — атом решетки Lτ
∞(F). Тогда M =

= lτ∞formA для некоторой простой группы A. Пусть A — неабелева
группа и π = π(G). В силу леммы 4.1.9 Sπl

τ
0formG ∈ lτ∞. Следова-

тельно, имеет место включение

F = lτ∞formG ⊆ Sπl
τ
0formG.

Так как M ⊆ F, то A ∈ F. Значит, A ∈ Sπl
τ
0 formG. Поскольку

A — простая группа, то A — монолитическая группа с неабелевым
монолитом A = Soc(A). Значит, A ∈ lτ0formG. По лемме 4.1.10

lτ0 formG = τ formG = qr0sτ(G).

Отсюда A ∈ qr0sτ (G). В силу леммы 4.1.11

qr0sτ (G) = qr0qsτ (G) = q(r0qsτ(G)) =

= q(r0(qsτ (G))) = q(r0H) = qr0H,

где согласно лемме 4.1.5 H = qsτG — τ -замкнутая полуформация,
порожденная группой G. По леммам 4.1.10 и 4.1.12

qr0H = formH = τ formH = lτ0formH.
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Итак, A ∈ lτ0formH. Но тогда по лемме 4.4.3 A ∈ H = qsτG. Это
означает, что в решетке Lτ

∞(F) имеется лишь конечное число нераз-
решимых атомов.

Пусть |A| = p — простое число, π = π(G). Класс всех π-групп
Gπ — τ -замкнутая тотально насыщенная формация (см. [230, с. 24]).
Поэтому из A ∈ Gπ следует

F = lτ∞formA ⊆ Gπ.

Но π — конечное множество. Поэтому в Gπ имеется лишь конечное
число τ -замкнутых тотально насыщенных подформаций, порожден-
ных простой группой A порядка p ∈ π = π(G). Это означает, что в
решетке Lτ

∞(F) имеется лишь конечное число разрешимых атомов.
Лемма доказана.

Непосредственно из леммы 4.2.9 следует

4.3.5 Лемма. Пусть F = ⊗
i∈I

Fi для некоторых формаций Fi та-

ких, что π(Fi) ∩ π(Fj) = ∅ для всех различных i, j ∈ I. Тогда фор-

мация F τ -замкнута тотально насыщена в том и только в том

случае, когда τ -замкнута тотально насыщена каждая из форма-

ций Fi.

4.3.6 Лемма ([63, лемма 5]). Пусть F — τ -замкнутая тоталь-

но насыщенная формация. Тогда если формация Np дополняема в

решетке Lτ
∞(F) для каждого p ∈ π(F), то F ⊆ N.

Доказательство. Понятно, что любая τ -замкнутая тотально на-
сыщенная формация есть объединение (в решетке lτ∞) своих од-
нопорожденных τ -замкнутых тотально насыщенных подформаций
(см. [158]), т. е.

F = lτ∞form

(

⋃

G∈F

lτ∞formG

)

.

Значит, для доказательства леммы достаточно показать, что она
справедлива для любой однопорожденной τ -замкнутой тотально на-
сыщенной подформации M из F.

Пусть m — внутренний спутник формации M. Тогда если p ∈
∈ π(M), то Np ⊆ Npm(p) = M(p) ⊆ M. Покажем прежде, что под-
формация Np дополняема в решетке Lτ

∞(M). Нулем этой решетки
является формация (1), единицей — формация M. По условию лем-
мы в решетке Lτ

∞(F) найдется дополнение H к Np. Нулем решетки
Lτ
∞(F) является формация (1), единицей — формация F. Тогда

F = lτ∞form(Np ∪ H) = Np ∨
τ
∞H и Np ∩ H = (1).
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Согласно леммам 4.1.8 и 4.3.5,

F = Np⊗H

и формации Np и H являются τ -замкнутыми тотально насыщенны-
ми. Поэтому по лемме 4.1.7

M = M ∩ F = M ∩ (Np⊗H) =

= (M ∩Np)⊗(M ∩ H) = Np⊗(M ∩ H) =

= Np ∨
τ
∞(M ∩ H).

Поскольку Np ∩ H = (1), то

Np ∩ (M ∩ H) = (1).

Следовательно, M ∩ H — дополнение к Np в M, т. е. формация Np

дополняема в решетке Lτ
∞(M).

Покажем теперь, что M ⊆ N. Согласно лемме 4.3.4 в M имеется
лишь конечное число подформаций, являющихся атомами решетки
Lτ
∞(M). Пусть число атомов решетки Lτ

∞(M) равно k. Проведем
индукцию по k. Согласно леммам 4.1.8 и 4.3.5,

M = Np⊗(M ∩ H)

и формация M ∩ H является τ -замкнутой тотально насыщенной.
Заметим, что поскольку один из атомов Np решетки Lτ

∞(M) не со-
держится в M ∩ H, то в решетке Lτ

∞(M ∩H) число атомов меньше,
чем k.

Если k = 1, то в решетке Lτ
∞(M) имеется лишь один атом. Но в

решетке Lτ
∞(M∩H) атомов меньше k = 1, т. е. в решетке Lτ

∞(M∩H)
нет атомов. Последнее возможно лишь в случае, когда M∩H = (1).
Поэтому M = Np⊗(M∩H) = Np. Следовательно, любая группа из
M нильпотентна, т. е. M ⊆ N.

Предположим теперь, что k > 1 и утверждение леммы верно для
всех τ -замкнутых тотально насыщенных формаций, у которых ре-
шетка τ -замкнутых тотально насыщенных подформаций имеет чис-
ло атомов меньше k. В этом случае утверждение для формации M∩
∩ H верно по индукции. Но M = Np⊗(M ∩ H). Поэтому каждая
группа G из M имеет вид:

G = A×B,
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где A ∈ Np, B ∈ M ∩ H. Значит, утверждение леммы выполняется
для однопорожденной формации M. Итак, утверждение леммы вы-

полняется и для формации F = lτ∞form
(

⋃

G∈F

lτ∞formG
)

, т. е. F ⊆ N.

Лемма доказана.

4.3.7 Теорема ([63, теорема 2]). Пусть F — τ -замкнутая тоталь-

но насыщенная формация. Тогда решетка Lτ
∞(F) стоунова в том

и только в том случае, когда F ⊆ N.

Доказательство. Пусть F — τ -замкнутая тотально насыщенная
формация. Заметим, что для каждой τ -замкнутой тотально насы-
щенной подформации M из F формация M∗ = F ∩ Gπ′ является
псевдодополнением элемента M в решетке Lτ

∞(F), где π = π(M).
Действительно, поскольку π∩π(F∩Gπ′) = ∅, то M∩(F∩Gπ′) = (1),
и если H — τ -замкнутая тотально насыщенная подформация фор-
мации F, то M ∩H = (1) тогда и только тогда, когда π ∩ π(H) = ∅.
Последнее означает, что H — формация групп, порядки которых не
делятся на простые числа из π(M), т. е. H ⊆ Gπ′. Значит, H ⊆ F ∩
∩Gπ′. Поэтому F ∩Gπ′ — псевдодополнение элемента M в решетке
Lτ
∞(F).
Допустим, что Lτ

∞(F) — стоунова решетка. Если f — внутренний
спутник формации F и p ∈ π(F), то Np ⊆ Npf(p) = F (p) ⊆ F.
По доказанному выше N∗

p = F ∩ Gp′ — псевдодополнение элемента
Np в решетке Lτ

∞(F). Заметим, что (N∗
p)

∗ = Np — псевдодополнение
элемента F∩Gp′ в решетке Lτ

∞(F). Действительно, поскольку {p} ∩
∩ p′ = ∅, то Np ∩ (F ∩Gp′) = (1). Если H1 — τ -замкнутая тотально
насыщенная подформация формации F, то H1∩(F∩Gp′) = (1) тогда
и только тогда, когда π(H1) ∩ p′ = ∅. Последнее означает, что H1

— формация групп, порядки которых не делятся на простые числа
из p′, т. е. H1 ⊆ Np. Вместе с тем, согласно нашему допущению,
F = N∗

p ∨
τ
∞(N∗

p)
∗ = (F ∩ Gp′) ∨ τ

∞Np. Следовательно, для каждого
p ∈ π(F) формация Np дополняема в Lτ

∞(F). Применяя лемму 4.3.6
видим, что F ⊆ N.

Пусть теперь F ⊆ N и M — τ -замкнутая тотально насыщенная
подформация формации F, π = π(F), π1 = π(M) и π2 = π \ π1. Если
π1 = π, то M = F. Действительно, включение M ⊆ F очевидно.
Покажем, что F ⊆ M. Пусть F * M, и G — группа минимального
порядка из F \ M. Тогда группа G монолитична с монолитом R =
= GM. Так как подгруппа нильпотентной группы нильпотентна, то
R ⊆ Nπ = Nπ1

. Если p ∈ π(M), то Np ⊆ M. Поэтому Nπ1
⊆ M для

всех p ∈ π1. Последнее означает, что G ∈ Nπ1
M = M. Полученное
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противоречие показывает, что F ⊆ M. Итак, остается заключить,
что M = F. Легко видеть, что (1) — дополнение элемента M в ре-
шетке Lτ

∞(F). Если же π1 ⊂ π, то Nπ2
— дополнение элемента M

в решетке Lτ
∞(F). Действительно, поскольку π1 ∩ π2 = ∅, то M ∩

∩Nπ2
= (1). Предположим, что K = lτ∞form(M∪Nπ2

) = M⊗Nπ2
6=

= F. Поскольку M ⊆ F и Nπ2
⊆ F, то M∪Nπ2

⊆ F. Следовательно,
K = lτ∞form(M∪Nπ2

) ⊆ lτ∞formF = F. Пусть G — группа минималь-
ного порядка из F\K. Тогда группа G монолитична и нильпотентна.
Значит, она примарна. Поэтому либо G ∈ Nπ2

, либо G ∈ Nπ1
⊆ M.

Это означает, что G ∈ M∪Nπ2
⊆ M⊗Nπ2

= K. Полученное проти-
воречие показывает, что K = F.

Итак, Lτ
∞(F) — решетка с дополнениями. Покажем, что допол-

нение M∗ = Nπ2
является псевдодополнением к M в F. Так как

π2 ∩ π1 = ∅, то Nπ2
∩ M = (1). Если H1 — τ -замкнутая тотально

насыщенная подформация формации F, то H1 ∩ M = (1) тогда и
только тогда, когда π(H1) ∩ π1 = ∅. Последнее означает, что H1 —
формация групп, порядки которых не делятся на простые числа из
π1, т. е. H1 ⊆ Nπ2

.
Отметим, что (M∗)∗ = M является псевдодополнением к Nπ2

в
F. Действительно, так как π1 ∩ π2 = ∅, то M ∩ Nπ2

= (1). Если
H2 — τ -замкнутая тотально насыщенная подформация формации
F, то H2 ∩ Nπ2

= (1) тогда и только тогда, когда π(H2) ∩ π2 = ∅.
Последнее означает, что H2 — формация групп, порядки которых не
делятся на простые числа из π2, т. е. H2 ⊆ Nπ1

⊆ M. Более того,

M∗ ∨ τ
∞(M∗)∗ = Nπ2

∨ τ
∞M = F.

Кроме того, решетка Lτ
∞(F) дистрибутивна [313]. Следовательно,

Lτ
∞(F) — стоунова решетка. Теорема доказана.

Если τ — тривиальный подгрупповой функтор, то получаем сле-
дующее утверждение.

4.3.8 Следствие ([52, теорема 2]). Пусть F — тотально насыщен-

ная формация. Тогда решетка L∞(F) стоунова в том и только в

том случае, когда F ⊆ N.

4.4 Тождества решеток насыщенных формаций

В монографии [230] и в недавно вышедших книгах [246,275] пока-
зано, что конструкции и результаты общей теории решеток являют-
ся полезным инструментом для изучения групп и классов групп. В
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частности, доказано, что решетка всех насыщенных формаций мо-
дулярна [230]. В дальнейшем этот результат был развит в различных
направлениях. В книге [203] была установлена модулярность решет-
ки всех τ -замкнутых n-кратно насыщенных формаций для каждого
подгруппового функтора τ ; в работе [241] А. Баллестером-Болинше
и Л.А. Шеметковым показано, что решетка всех p-насыщенных фор-
маций модулярна; А.Н. Скиба и Л.А. Шеметков доказали [206, 209]
модулярность решетки всех n-кратно ω-насыщенных формаций и
решетки всех n-кратно L-композиционных формаций, соответствен-
но; И.П. Шабалина доказала [219] модулярность решетки всех τ -за-
мкнутых n-кратно ω-насыщенных формаций.

Ввиду модулярности решетки всех формаций [192] следующая
теорема 4.4.1 показывает, что все вышеназванные результаты яв-
ляются проявлением лишь одной закономерности.

4.4.1 Теорема ([53, 320, теорема 1]). Пусть n > 0. Тогда всякое

тождество решетки всех τ -замкнутых формаций справедливо в

решетке всех τ -замкнутых n-кратно ω-насыщенных формаций.

Вторая теорема дает дальнейшую информацию о решетке всех
τ -замкнутых n-кратно ω-насыщенных формаций.

4.4.2 Теорема ([53, теорема 3]; [320, теорема 2]). Пусть n > 0. То-

гда если ω — бесконечное множество, то системы тождеств ре-

шетки всех τ -замкнутых формаций и решетки всех τ -замкнутых

n-кратно ω-насыщенных формаций совпадают.

Свойство отделимости. Для доказательства этих теорем нам
потребуется доказать несколько вспомогательных утверждений.

Напомним, что полуформацией [230] называется класс групп, за-
мкнутый относительно взятия гомоморфных образов.

4.4.3 Лемма. Пусть A — монолитическая группа с неабелевым

монолитом R, M — некоторая полуформация и A ∈ lτωn
formM.

Тогда A ∈ M.

Доказательство. Проведем индукцию по n. Пусть n = 0. Тогда

A ∈ lτω0
formM = τ formM.

Пусть A /∈ M. Тогда согласно лемме 1.4.16, в τ formM найдется груп-
па H с такими нормальными подгруппами N, M, N1, . . . , Nt; M1, . . .
. . . ,Mt(t > 2), что выполняются следующие утверждения:

1) A ∼= H/N и M/N = Soc(H/N);
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2) H/Ni — монолитическая M-группа с монолитом Mi/Ni, кото-
рый H-изоморфен M/N.

Понятно, что CH(M/N) = N. Значит, Ni ⊆ N. Поэтому A ∼=
∼= H/N ∈ M. Противоречие. Итак, утверждение леммы при n = 0
верно.

Пусть n > 0 и при n− 1 лемма верна.
Обозначим через f минимальный lτωn−1

-значный ω-локальный
спутник формации F = lτωn

formM.
Если ω ∩ π(R) = ∅, то Aωd = 1 и поэтому по лемме 1.2.15

A ∼= A/Aωd ∈ f(ω′) ⊆ lτωn−1
formM.

Следовательно, A ∈ M. Пусть ω ∩ π(R) 6= ∅ и p ∈ ω ∩ π(R). Тогда
Fp(A) = 1 и поэтому по лемме 1.2.15

A ∼= A/Fp(A) ∈ f(p) ⊆ lτωn−1
formM.

Значит, A ∈ M. Лемма доказана.

4.4.4 Лемма. Пусть M — полуформация и A ∈ lτωn
formM. Тогда

справедливы следующие условия:
1) если Op(A) = 1 и p ∈ ω, то A ∈ lτωn

formM1, где M1 =
= {G/Op(G) | G ∈ M};

2) если Aωd = 1, то A ∈ lτωn
formM2, где M2 = {G/Gωd | G ∈ M}.

Доказательство. Если A ∈ M, то утверждение леммы очевид-
но. Поэтому в дальнейшем мы будем считать, что A /∈ M.

Сначала предположим, что A — монолитическая группа с мо-
нолитом R. Пусть n = 0. Тогда A ∈ lτω0

formM = τ formM. Зна-
чит, согласно лемме 1.4.16, в формации τ formM найдется группа
H с такими нормальными подгруппами N, M, N1, . . . , Nt; M1, . . .
. . . ,Mt(t > 2), что выполняются следующие условия: 1) H/N ∼= A,
M/N = Soc(H/N); 2) N1 ∩ . . .∩Nt = 1; 3) H/Ni — монолитическая
M-группа с монолитом Mi/Ni, который H-изоморфен M/N. Значит,
ввиду того, что Op(A) = 1, и из условий 2) и 3) следует, что

A ∈ qr0{H/N1, . . . , H/Nt} ⊆ formM1.

Пусть n > 0. Предположим сначала, что Op(A) = 1. Если R —
неабелева группа, то, согласно лемме 4.4.3, A ∈ M, что противо-
речит нашему первоначальному соглашению относительно группы
A. Значит, R — q-группа, где q ∈ ω \ {p}. Следовательно, Fq(A) =
= Oq(A). Поскольку для любой группы G имеет место

G/Gωd
∼= (G/Op(G))/(Gωd/Op(G)) = (G/Op(G))/(G/Op(G))ωd,
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то по лемме 1.2.15 f(ω′) = h(ω′), где f и h — минимальные
lτωn−1

-значные ω-локальные спутники формаций F = lτωn
formM и H =

= lτωn
formM1 соответственно. Значит, если q /∈ ω, то Aωd = 1 и по-

этому
A ∼= A/Aωd ∈ f(ω′) = h(ω′) ⊆ H.

Пусть q ∈ ω. Тогда поскольку для любой группы G имеет место

G/Fq(G) ∼= (G/Op(G))/(Fq(G)/Op(G)) =

= (G/Op(G))/Fq(G/Op(G)),

то по лемме 1.2.15 f(q) = h(q). Значит, A/Oq(A) ∈ H и, следова-
тельно,

A/Fr(A) ∼= (A/Oq(A))/(Fr(A)/Oq(A)) =

= (A/Oq(A))/Fr(A/Oq(A)) ∈ h(r),

для всех r ∈ ω ∩ π(A). Значит, A ∈ H. Аналогично доказывается,
что A ∈ lτωn

formM2, где M2 = {G/Gωd | G ∈ M}.
Рассмотрим теперь случай, когда Soc(A) = N1×. . .×Nt, где t > 1.

Пусть Mi — наибольшая нормальная в A подгруппа, содержащая
N1× . . .×Ni−1×Ni+1× . . .×Nt, но не содержащая Ni, i = 1, 2, . . . , t.
Тогда согласно лемме 4.1.15, A ∈ r0(A/M1, . . . , A/Mt), где A/Mi

— монолитическая группа с монолитом NiMi/Mi и Op(A/Mi) = 1.
Понятно, что A/Mi ∈ lτωn

formM. Значит, согласно уже доказанному,
A/Mi ∈ lτωn

formM1. Следовательно, A ∈ H. Лемма доказана.

Для произвольной совокупности τ -замкнутых n-кратно ω-насы-
щенных формаций {Fi | i ∈ I} положим

∨τ
ωn
(Fi | i ∈ I) = lτωn

form

(

⋃

i∈I

Fi

)

,

в частности,
M ∨ τ

ωn
H = lτωn

form(M ∪ H).

Функция f : ω ∪ {ω′} → {формации групп} называется lτωn
-знач-

ной, если все ее значения принадлежат решетке lτωn
.

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность lτωn
-значных функ-

ций вида
fi : ω ∪ {ω′} → {формации групп}.

Тогда через ∨τ
ωn
(fi | i ∈ I) мы обозначаем такую функцию f, что

f(ω′) = lτωn
form

(

⋃

i∈I

fi(ω
′)
)

, в частности,

(

f1 ∨
τ
ωn
f2
)

(ω′) = lτωn
form

(

f1(ω
′) ∪ f2(ω

′)
)
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и при p ∈ ω имеет место f(p) = lτωn
form

(

⋃

i∈I

fi(p)
)

, в частности,

(

f1 ∨
τ
ωn
f2
)

(p) = lτωn
form

(

f1(p) ∪ f2(p)
)

,

если по крайней мере одна из формаций fi(p) 6= ∅. Если же fi(p) =
= ∅ для всех i ∈ I, то полагаем f(p) = ∅.

4.4.5 Лемма. Пусть fi — минимальный lτωn−1
-значный ω-локаль-

ный спутник τ -замкнутой n-кратно ω-насыщенной формации Fi,
где i ∈ I. Тогда ∨τ

ωn−1
(fi | i ∈ I) — минимальный lτωn−1

-значный

ω-локальный спутник формации F = ∨τ
ωn
(Fi | i ∈ I).

Доказательство. Заметим, что

π

(

⋃

i∈I

Fi

)

=
⋃

i∈I

π(Fi) = π(F).

Пусть f = ∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I), а h — минимальный lτωn−1
-значный ω-

локальный спутник формации F. Тогда если p ∈ ω \ π(F), то для
любого i ∈ I имеет место fi(p) = ∅. Значит, f(p) = ∅. Понятно
также, что h(p) = ∅.

Пусть p ∈ ω ∩ π(F). Тогда найдется такое i ∈ I, что fi(p) 6= ∅.
Значит, согласно лемме 1.2.15, имеет место

h(p) = lτωn−1
form

(

G/Fp(G) | G ∈
⋃

i∈I

Fi

)

=

= lτωn−1
form

(

⋃

i∈I

lτωn−1
form(G/Fp(G) | G ∈ Fi)

)

=

= lτωn−1
form

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

=
(

∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I)
)

(p).

Кроме того, по лемме 1.2.15, имеем

h(ω′) = lτωn−1
form

(

G/Gωd | G ∈
⋃

i∈I

Fi

)

=

= lτωn−1
form

(

⋃

i∈I

lτωn−1
form

(

G/Gωd | G ∈ Fi

)

)

=

= lτωn−1
form

(

⋃

i∈I

fi(ω
′)

)

=
(

∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I)
)

(ω′).
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Итак, ∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I) — минимальный lτωn−1
-значный ω-локаль-

ный спутник формации F = ∨τ
ωn
(Fi | i ∈ I). Лемма доказана.

4.4.6 Лемма. Для произвольного набора {Fi = LFω(fi) | i ∈ I}
τ -замкнутых ω-насыщенных формаций Fi, где fi — некоторый

внутренний lτωn−1
-значный спутник Fi, справедливо равенство

∨τ
ωn
(Fi | i ∈ I) = LFω

(

∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I)
)

.

Доказательство. Пусть {Fi | i ∈ I} — произвольный набор
τ -замкнутых n-кратно ω-насыщенных формаций и fi — некоторый
внутренний lτωn−1

-значный ω-локальный спутник формации Fi. Пусть

F = ∨τ
ωn
(Fi | i ∈ I), M = LFω

(

∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I)
)

и hi — минимальный lτωn−1
-значный ω-локальный спутник формации

Fi. Тогда ввиду леммы 4.4.5 h = ∨τ
ωn−1

(hi | i ∈ I) — минималь-
ный lτωn−1

-значный ω-локальный спутник τ -замкнутой формации F

и, очевидно, h 6 f = ∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I). Значит, F ⊆ M.
Предположим, что обратное включение неверно. Пусть G — груп-

па минимального порядка из M \ F. Обозначим через R монолит
группы G. Тогда R = GF. Пусть p ∈ ω ∩ π(R).

Предположим, что R — неабелева группа. Тогда Fp(G) = 1. По-
этому

G ∼= G/Fp(G) ∈
(

∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I)
)

(p) = lτωn−1
form

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

.

Значит, согласно лемме 4.4.3

G ∈
⋃

i∈I

fi(p) ⊆
⋃

i∈I

Fi ⊆ F.

Противоречие. Следовательно, R — p-группа. Тогда Op(G) = Fp(G).
Но

G ∈ M = LFω

(

∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I)
)

.

Значит, G/Op(G) ∈ lτωn−1
form

(

⋃

i∈I
fi(p)

)

. Поскольку при этом имеет

место Op(G/Op(G)) = 1, то согласно лемме 4.4.4 и лемме 1.2.15

G/Op(G) ∈ lτωn−1
form

(

A/Op(A) | A ∈
⋃

i∈I

fi(p)

)

=
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= lτωn−1
form

(

⋃

i∈I

lτωn−1
form

(

A/Op(A) | A ∈ fi(p)
)

)

=

= lτωn−1
form

(

⋃

i∈I

hi(p)

)

=
(

∨τ
ωn−1

(hi | i ∈ I)
)

(p) = h(p).

Значит, согласно лемме 1.2.14, G ∈ F. Полученное противоречие
показывает, что ω ∩ π(R) = ∅ и поэтому Gωd = 1. Снова применяя
лемму 4.4.4 и лемму 1.2.15, имеем

G ∼= G/Gωd ∈ lτωn−1
form

(

A/Aωd | A ∈
⋃

i∈I

fi(ω
′)

)

=

= lτωn−1
form

(

⋃

i∈I

lτωn−1
form

(

A/Aωd | A ∈ fi(ω
′)
)

)

=

= lτωn−1
form

(

⋃

i∈I

hi(ω
′)

)

=
(

∨τ
ωn−1

(hi | i ∈ I)
)

(ω′) = h(ω′).

Следовательно, F = M. Лемма доказана.

Подгрупповой функтор τ называется замкнутым [203], если H ∈
∈ τ(G) всегда влечет τ(H) ⊆ τ(G). Если τ — подгрупповой функ-
тор, то символом τ обозначают пересечение всех таких замкнутых
функторов τi, что τ 6 τi.

Для любой совокупности групп X через sτX обозначают множе-
ство всех таких групп H, что H ∈ τ(G) для некоторой группы G ∈ X

(см. [203]).
Пересечение всех τ -замкнутых полуформаций, содержащих дан-

ную совокупность групп X, называется τ -замкнутой полуформаци-

ей, порожденной X [203].

Напомним, что совокупность формаций Θ называется полной ре-

шеткой формаций [203], если пересечение любой совокупности фор-
маций из Θ снова принадлежит Θ, и в Θ имеется такая формация
F, что M ⊆ F для любой другой формации M из Θ. Формации,
принадлежащие Θ, называются Θ-формациями.

Пусть X — некоторый непустой класс групп. Полная решетка
формаций Θ называется X-отделимой (см. [203]), если для любого
терма ξ(x1, . . . , xm) сигнатуры {∩,∨Θ}, любых Θ-формаций F1, . . .
. . . ,Fm и любой группы A ∈ X ∩ ξ(F1, . . . ,Fm) найдутся такие X-
группы A1 ∈ F1, . . . , Am ∈ Fm, что A ∈ ξ(ΘformA1, . . . ,ΘformAm).
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4.4.7 Лемма. Решетка lτωn
G-отделима.

Доказательство. Пусть ξ(x1, x2, . . . , xm) — произвольный терм
сигнатуры {∩,∨τ

ωn
}, F1, . . . ,Fm — произвольные формации из lτωn

и
A ∈ ξ(F1, . . . ,Fm). Индукцией по числу r вхождений символов из
{∩,∨τ

ωn
} в терм ξ покажем, что найдутся такие группы Ai ∈ Fi (i =

= 1, . . . , m), что A ∈ ξ(M1, . . . ,Mm), где Mi = lτωn
formAi. При r = 0

это очевидно. Индукцией по n докажем, что данное утверждение
верно при r = 1. Пусть n = 0, т. е. либо A ∈ F1 ∩ F2, либо

A ∈ F1 ∨
τ
ω0
F2 = lτω0

form(F1 ∪ F2) = τ form(F1 ∪ F2) = form(F1 ∪ F2).

В первом случае A ∈ formA ∩ formA. Во втором случае, по лем-
ме 4.1.10 A ∼= H/N, где

H ∈ r0(F1 ∪ F2).

Понятно, что HF1 ∩HF2 = 1. Значит,

A ∈ form(H/HF1, H/HF2) =

= form(H/HF1) ∨ form(H/HF2) ⊆ F1 ∨
τ
ω0
F2.

Пусть n > 0, {p1, . . . , pt} = π(A) и A ∈ F1 ∨
τ
ωn
F2. Тогда ввиду

леммы 1.2.15 и леммы 4.4.5

A/Fpi(A) ∈ f1(pi) ∨
τ
ωn−1

f2(pi), A/Aωd ∈ f1(ω
′) ∨ τ

ωn−1
f2(ω

′),

где fj — минимальный lτωn−1
-значный ω-локальный спутник форма-

ции Fj, где j = 1, 2. По индукции найдутся такие группы Ai1 ∈
∈ f1(pi), Ai2 ∈ f2(pi), T1 ∈ f1(ω

′), T2 ∈ f2(ω
′), что

A/Fpi(A) ∈ (lτωn−1
formAi1) ∨

τ
ωn−1

(lτωn−1
formAi2),

A/Aωd ∈ (lτωn−1
formT1) ∨

τ
ωn−1

(lτωn−1
formT2).

Ясно, что

(lτωn−1
formAi1) ∨

τ
ωn−1

(lτωn−1
formAi2) = lτωn−1

form(Ai1, Ai2),

(lτωn−1
formT1) ∨

τ
ωn−1

(lτωn−1
formT2) = lτωn−1

form(T1, T2).

Пусть M1 — полуформация, порожденная группой Ai1, M2 —
полуформация, порожденная группой Ai2. По лемме 4.1.5 M1 =
= (A1, . . . , At) и M2 = (B1, . . . , Br), где A1, . . . , At ∈ qsτ (Ai1) и
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B1, . . . , Br ∈ qsτ(Ai2). Понятно, что M1 ∪M2 — τ -замкнутая полу-
формация и

A/Fpi(A) ∈ lτωn−1
form(Ai1, Ai2) = lτωn−1

form(M1 ∪M2).

Значит, ввиду леммы 4.4.4 мы можем считать, что

|Opi(Ak)| = 1 = |Opi(Bl)|

для всех k = 1, . . . , t и l = 1, . . . , r.
Применяя лемму 4.4.4 и аналогичные соображения, мы можем

считать, что (Ti)ωd = 1, i = 1, 2.
Пусть Di1 = A1 × . . .× At и Di2 = B1 × . . .× Br. Тогда

|Opi(Di1)| = 1 = |Opi(Di2)|.

Кроме того, понятно, что

A/Fpi(A) ∈ lτωn−1
form(Di1, Di2) ⊆ lτωn−1

form(Ai1, Ai2).

Пусть Zi — группа порядка pi, Bi1 = Zi ≀Di1, Bi2 = Zi ≀Di2. Ввиду
леммы 1.2.14 Bi1 ∈ F1, Bi2 ∈ F2. Значит,

A1 = B11×B21×. . .×Bt1×T1 ∈ F1, A2 = B12×B22×. . .×Bt2×T2 ∈ F2.

Покажем, что

A ∈ F = (lτωn
formA1) ∨

τ
ωn
(lτωn

formA2).

Для этого достаточно установить, что A/Aωd ∈ f(ω′) и A/Fpi(A) ∈
∈ f(pi), где f — минимальный lτωn−1

-значный ω-локальный спутник
формации F. Понятно, что Bi1 ∈ F. Значит, Bi1/Fpi(Bi1) ∈ f(pi).
Но поскольку Opi(Di1) = 1, то Bi1/Fpi(Bi1)

∼= Di1, т. е. Di1 ∈ f(pi).
Аналогично убеждаемся, что Di2 ∈ f(pi). Следовательно,

A/Fpi(A) ∈ lτωn−1
form(Di1, Di2) ⊆ f(pi).

Понятно, что T1, T2 ∈ F. Значит, по лемме 1.2.15

Ti
∼= Ti/(Ti)ωd ∈ lτωn−1

form(G/Gωd | G ∈ F) = f(ω′).

Следовательно, lτωn−1
form(T1, T2) ⊆ f(ω′). Поэтому A/Aωd ∈ f(ω′).

Этим самым доказано утверждение леммы при r = 1.
Пусть теперь терм ξ имеет r > 1 вхождений символов из {∩,∨τ

ωn
}

и для термов с меньшим числом вхождений лемма верна. Пусть ξ
имеет вид

ξ1(xi1, . . . , xia)△ξ2(xj1, . . . , xjb),
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где △ ∈ {∩,∨τ
ωn
}, и

{xi1, . . . , xia} ∪ {xj1, . . . , xjb} = {x1, . . . , xm}.

Обозначим через H1 формацию ξ1(Fi1, . . . ,Fia), а через H2 — фор-
мацию ξ2(Fj1, . . . ,Fjb). Тогда, согласно доказанному выше, найдутся
такие группы A1 ∈ H1, A2 ∈ H2, что

A ∈ lτωn
formA1 △ lτωn

formA2.

С другой стороны, поскольку число операций в терме ξ1 меньше r,
по индукции найдутся такие группы B1 ∈ Fi1, . . . , Ba ∈ Fia, что A1 ∈
∈ ξ1(l

τ
ωn

formB1, . . . , l
τ
ωn

formBa). Аналогично, найдутся такие группы
C1 ∈ Fj1, . . . , Cb ∈ Fjb, что A2 ∈ ξ2(l

τ
ωn
formC1, . . . , l

τ
ωn
formCb).

Пусть xit+1
, . . . , xia ∈ {xj1, . . . , xjb} и пусть {xi1, . . . , xit} ∩ {xj1, . . .

. . . , xjb} = ∅. Пусть

Dik =











Bk, если k < t+ 1,

Bk × Cq, если xik = xjq для некоторого q ∈ {1, . . . , b}

при всех k > t+ 1.

Пусть Djk = Ck, если xjk /∈ {xit+1
, . . . , xia}. Обозначим через Rp

формацию lτωn
formDip, где p = 1, . . . , a, а через Xc — формацию

lτωn
formDjc, где c = 1, . . . , b.

Таким образом,

A1 ∈ ξ1(l
τ
ωn

formB1, . . . , l
τ
ωn

formBa) ⊆

⊆ ξ1(l
τ
ωn

formDi1, . . . , l
τ
ωn

formDia) = ξ1(R1, . . . ,Ra),

A2 ∈ ξ2(l
τ
ωn
formC1, . . . , l

τ
ωn
formCb) ⊆

⊆ ξ2(l
τ
ωn
formDj1, . . . , l

τ
ωn
formDjb) = ξ2(X1, . . . ,Xb).

Следовательно, найдутся такие формации K1 = lτωn
formK1, . . . ,Km =

= lτωn
formKm, что

A ∈ ξ1(Ki1, . . . ,Kia) △ ξ2(Kj1, . . . ,Kjb) = ξ(K1, . . . ,Km),

где Ki ∈ Fi, i = 1, . . . , m. Таким образом, решетка lτωn
является

G-отделимой. Лемма доказана.

Описание тождеств решеток. Для всякого терма ξ сигнатуры
{∩,∨τ

ωn
} через ξ мы обозначаем терм сигнатуры {∩,∨τ

ωn−1
}, получае-

мый из терма ξ заменой каждого вхождения символа ∨τ
ωn

на символ
∨τ
ωn−1

.
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4.4.8 Лемма. Пусть ξ(x1, . . . , xm) — терм сигнатуры {∩,∨τ
ωn
},

fi — внутренний lτωn−1
-значный ω-локальный спутник формации Fi,

где i = 1, . . . , m; n > 1. Тогда

ξ(F1, . . . ,Fm) = LFω

(

ξ(f1, . . . , fm)
)

.

Доказательство. Проведем индукцию по числу r вхождений в
терм ξ символов из {∩,∨τ

ωn
}.

Основание индукции (случай r = 1) вытекает из лемм 4.4.6
и 1.2.12.

Предположим теперь, что терм ξ имеет r > 1 вхождений симво-
лов из {∩,∨τ

ωn
}. Пусть терм ξ имеет вид

ξ(x1, . . . , xm) = ξ1(xi1, . . . , xia) △ ξ2(xj1, . . . , xjb),

где △ ∈ {∩,∨τ
ωn
},

{xi1, . . . , xia} ∪ {xj1, . . . , xjb} = {x1, . . . , xm}

и лемма для термов ξ1 и ξ2 выполняется. Тогда

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = LFω

(

ξ1(fi1, . . . , fia)
)

,

ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) = LFω

(

ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

.

Понятно, что ξ1(fi1, . . . , fia) и ξ2(fj1, . . . , fjb) — внутренние lτωn−1
-зна-

чные ω-локальные спутники формаций ξ1(Fi1, . . . ,Fia) и ξ2(Fj1, . . .
. . . ,Fjb) соответственно. Значит, по индукции

ξ(F1, . . . ,Fm) = ξ1(Fi1, . . . ,Fia) △ ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) =

= LFω

(

ξ1(fi1, . . . , fia) △ ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

= LFω

(

ξ(f1, . . . , fm)
)

,

где △ = ∩, если △ = ∩, и △ = ∨τ
ωn−1

, если △ = ∨τ
ωn
. Лемма доказана.

4.4.9 Лемма. Пусть Θ — X-отделимая решетка формаций, η —

такая ее подрешетка, которая со всякой своей формацией F содер-

жит и все ее однопорожденные Θ-подформации вида ΘformA, где

A ∈ X. Тогда тождество ξ1 = ξ2 сигнатуры {∩,∨Θ} истинно в

η, если оно выполняется для всех однопорожденных Θ-формаций

из η.
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Доказательство. Пусть xi1, . . . , xia — переменные, входящие в
терм ξ1; xj1, . . . , xjb — переменные, входящие в терм ξ2; и пусть
Fi1, . . . ,Fia;Fj1, . . . ,Fjb ∈ η. Покажем, что

F = ξ1(Fi1, . . . ,Fia) ⊆ ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) = M.

Не теряя общности, мы можем считать, что

xj1, . . . , xjt ∈ {xi1, . . . , xia},

но
{xjt+1

, . . . , xjb} ∩ {xi1, . . . , xia} = ∅.

Пусть A ∈ F. Тогда по условию найдутся такие X-группы Ai1, . . .
. . . , Aia, что Aik ∈ Fik (где k = 1, . . . , a) и A ∈ ξ1(ΘformAi1, . . .
. . . ,ΘformAia).
Пусть Hik = ΘformAik, и пусть

Hjk =



















Hic, где xjk = xic, для некоторого c ∈ {1, . . . , a}

для всех k ∈ {1, . . . , t},

ΘformBjk для некоторой группы Bjk ∈ Fjk

для каждого k > t.

По условию ξ1(Hi1, . . . ,Hia) = ξ2(Hj1, . . . ,Hjb), но ξ2(Hj1, . . . ,Hjb) ⊆
⊆ M. Значит, A ∈ M. Таким образом, F ⊆ M. Аналогично доказы-
вается обратное включение. Следовательно, F = M. Лемма доказа-
на.

Доказательство теоремы 4.4.1. Зафиксируем некоторое тож-
дество

ξ1(xi1, . . . , xia) = ξ2(xj1, . . . , xjb) (4.4)

сигнатуры {∩,∨τ
ωn
}. Пусть

ξ1(xi1, . . . , xia) = ξ2(xj1, . . . , xjb) (4.5)

— то же самое тождество, но уже в сигнатуре {∩,∨τ
ωn−1

}.
Предположим, что тождество (4.5) выполняется в решетке lτωn−1

.
Пусть

Fi1, . . . ,Fia; Fj1, . . . ,Fjb

— произвольные τ -замкнутые n-кратно ω-насыщенные формации.
Докажем, что

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = ξ2(Fj1, . . . ,Fjb).
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Пусть fic — минимальный lτωn−1
-значный ω-локальный спутник фор-

мации Fic (где c = 1, . . . , a), fjd — минимальный lτωn−1
-значный ω-ло-

кальный спутник формации Fjd (где d = 1, . . . , b). Тогда по лем-
ме 4.4.8

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = LFω

(

ξ1(fi1, . . . , fia)
)

,

ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) = LFω

(

ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

.

Кроме того, формации

fi1(ω
′), . . . , fia(ω

′); fj1(ω
′), . . . , fjb(ω

′)

и формации
fi1(p), . . . , fia(p); fj1(p), . . . , fjb(p)

для произвольного простого числа p ∈ ω принадлежат решетке lτωn−1
.

Значит, по индукции

ξ1
(

fi1, . . . , fia
)

(p) = ξ1
(

fi1(p), . . . , fia(p)
)

=

= ξ2
(

fj1(p), . . . , fjb(p)
)

= ξ2
(

fj1, . . . , fjb
)

(p)

и
ξ1
(

fi1, . . . , fia
)

(ω′) = ξ1
(

fi1(ω
′), . . . , fia(ω

′)
)

=

= ξ2
(

fj1(ω
′), . . . , fjb(ω

′)
)

= ξ2
(

fj1, . . . , fjb
)

(ω′).

Следовательно,

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = ξ2(Fj1, . . . ,Fjb).

Таким образом, тождество (4.4) выполняется в решетке lτωn
. Отсюда

вытекает требуемое утверждение. Теорема доказана.

Отметим основные следствия из теоремы 4.4.1.

4.4.10 Следствие (А.Н. Скиба [192]). Решетка всех насыщенных

формаций является модулярной.

4.4.11 Следствие (Л.А. Шеметков, А.Н. Скиба [230]). Решетка

всех n-кратно насыщенных формаций является модулярной.

4.4.12 Следствие (Баллестер-Болинше, Л.А. Шеметков [241]). Ре-

шетка всех p-насыщенных формаций является модулярной.

4.4.13 Следствие (А.Н. Скиба [203]). Решетка всех τ -замкнутых

n-кратно насыщенных формаций является модулярной.
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4.4.14 Следствие (Баллестер-Болинше, Л.А. Шеметков [241]). Ре-

шетка всех p-насыщенных формаций является модулярной.

4.4.15 Следствие (И.П. Шабалина [219]). Решетка всех τ -зам-

кнутых n-кратно ω-насыщенных формаций является модулярной.

Доказательство теоремы 4.4.2. Зафиксируем некоторое тож-
дество

ξ1(xi1, . . . , xia) = ξ2(xj1, . . . , xjb) (4.6)

сигнатуры {∩,∨τ
ωn
}. Пусть

ξ1(xi1, . . . , xia) = ξ2(xj1, . . . , xjb) (4.7)

— то же самое тождество, но уже в сигнатуре {∩,∨τ
ωn−1

}.
Предположим, что тождество (4.6) выполняется в решетке lτωn

.
Покажем, что тождество (4.7) выполняется в решетке lτωn−1

. Для это-
го ввиду лемм 4.4.7 и 4.4.9 достаточно установить, что если Fi1, . . .
. . . ,Fia; Fj1, . . . ,Fjb — произвольные однопорожденные τ -замкнутые
(n− 1)-кратно ω-насыщенные формации, то

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = ξ2(Fj1, . . . ,Fjb).

Пусть
Fi1 = lτωn−1

formAi1, . . . ,Fia = lτωn−1
formAia;

Fj1 = lτωn−1
formAj1, . . . ,Fjb = lτωn−1

formAjb.

Выберем такое простое число p ∈ ω, что p /∈ π(Ai1, . . . , Aia; Aj1, . . .
. . . , Ajb). Пусть

Bi1 = Zp ≀Ai1, . . . , Bia = Zp ≀ Aia;

Bj1 = Zp ≀ Aj1, . . . , Bjb = Zp ≀ Ajb,

где Zp — группа простого порядка p.
Поскольку формации

Mi1 = lτωn
formBi1, . . . ,Mia = lτωn

formBia;

Mj1 = lτωn
formBj1, . . . ,Mjb = lτωn

formBjb

принадлежат решетке lτωn
, то

F = ξ1(Mi1, . . . ,Mia) = ξ2(Mj1, . . . ,Mjb) = M.
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Пусть fic — минимальный lτωn−1
-значный ω-локальный спутник фор-

мации Mic (где c = 1, . . . , a); fjd — минимальный lτωn−1
-значный ω-

локальный спутник формации Mjd (где d = 1, . . . , b). Тогда ввиду
леммы 4.4.8

ξ1(Mi1, . . . ,Mia) = LFω

(

ξ1(fi1, . . . , fia)
)

,

ξ2(Mj1, . . . ,Mjb) = LFω

(

ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

.

Пусть f и m — минимальные lτωn−1
-значные ω-локальные спутники

формаций F и M соответственно. Тогда по лемме 1.2.15 3) и лем-
ме 4.4.5

ξ1
(

fi1, . . . , fia
)

(p) = ξ1
(

fi1(p), . . . , fia(p)
)

= f(p)

и
ξ2
(

fj1, . . . , fjb
)

(p) = ξ2
(

fj1(p), . . . , fjb(p)
)

= m(p).

Значит,
ξ1
(

fi1(p), . . . , fia(p)
)

= ξ2
(

fj1(p), . . . , fjb(p)
)

.

Так как Op(Aic) = 1, то, ввиду леммы 1.2.15 3), fic(p) = Fic, где
c = 1, . . . , a. Аналогично, fjd(p) = Fjd, где d = 1, . . . , b.

Следовательно,

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = ξ2(Fj1, . . . ,Fjb),

т. е. тождество (4.7) истинно в решетке lτωn−1
. Таким образом, каждое

тождество решетки lτωn
выполняется в решетке lτω0

. Отсюда ввиду
теоремы 4.4.1 вытекает требуемое утверждение. Теорема доказана.

4.4.16 Следствие (А.Н. Скиба [203]). При любых целых неотри-

цательных n и m решетки lτn и lτm имеют одну и ту же систему

тождеств.

Если τ — тривиальный подгрупповой функтор, то мы получаем
следующий результат.

4.4.17 Следствие (Л.А. Шеметков, А.Н. Скиба [230]). При любых

целых неотрицательных n и m решетки ln и lm имеют одну и ту

же систему тождеств.
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4.5 Решетки кратно насыщенных формаций

В монографии [230] и в недавно вышедших книгах [246, 275] по-
казано, что конструкции и результаты теории модулярных реше-
ток весьма полезны для изучения групп и классов групп. В свя-
зи с этим многими авторами найдены серии модулярных реше-
ток формаций групп. В частности, А.Н. Скиба доказал, что ре-
шетка всех насыщенных формаций модулярна [230]. В дальней-
шем этот результат получил развитие в различных направлени-
ях. В книге [203] была установлена модулярность решетки всех τ -
замкнутых n-кратно насыщенных формаций для каждого подгруп-
пового функтора τ ; в [241] А. Баллестером-Болинше и Л.А. Ше-
метковым показано, что решетка всех p-насыщенных формаций мо-
дулярна; А.Н. Скибой и Л.А. Шеметковым доказана модулярность
решетки всех n-кратно ω-насыщенных формаций и решетки всех
n-кратно L-композиционных формаций, соответственно [206, 209];
И.П. Шабалина доказала модулярность решетки всех τ -замкнутых
n-кратно ω-насыщенных формаций [219].

Поскольку решетка всех τ -замкнутых формаций модулярна для
любого подгруппового функтора τ, то возникает следующий есте-
ственный вопрос: является ли решетка всех τ -замкнутых n-кра-

тно насыщенных формаций подрешеткой решетки всех τ -замкну-

тых формаций?
В данном параграфе мы доказываем следующую теорему.

4.5.1 Теорема ([321, теорема]). Пусть ω — множество простых

чисел, m > n > 0, где m и n — целые числа и |ω| > 1. Тогда решетка

всех τ -замкнутых m-кратно ω-насыщенных формаций не является

подрешеткой решетки всех τ -замкнутых n-кратно ω-насыщенных

формаций.

Таким образом, ответ на вышеуказанный вопрос отрицателен.

Предварительные леммы

4.5.2 Лемма. Пусть M — непустая формация и F = NωM —

n-кратно ω-насыщенная формация. Тогда F = LFω(m), где m —

такой ω-локальный спутник, что m(a) = M для любого a ∈ ω ∪
∪ {ω′}.

Доказательство. Пусть K = LFω(m). Покажем, что K ⊆ F.
Предположим, что K 6⊆ F. Пусть G — группа минимального порядка
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из K \ F. Тогда G — монолитическая группа с монолитом R = GF.
Если R — ω′-группа, то Gωd = 1. Значит,

G ∼= G/Gωd ∈ m(ω′) = M ⊆ NωM = F.

Противоречие. Следовательно, R — ωd-группа, т. е. ω ∩ π(R) 6= ∅.
Пусть p ∈ ω ∩ π(R). Если R — неабелева группа, то Fp(G) = 1.
Поэтому

G ∼= G/Fp(G) ∈ m(p) = M ⊆ NωM = F,

что противоречит выбору группы G. Значит, R — абелева p-группа.
Поскольку, согласно условию и ввиду теоремы 2.1.6, формация F яв-
ляется ω-насыщенной, то R 6⊆ Φ(G). Поэтому R = CG(R) = Fp(G) =
= F (G) = Op(G) и, следовательно,

G/R = G/Op(G) = G/Fp(G) ∈ m(p) = M.

Значит, G ∈ NpM ⊆ NωM = F. Полученное противоречие доказы-
вает, что K ⊆ F.

Покажем теперь, что F ⊆ K. Пусть F 6⊆ K и пусть G — группа
минимального порядка из F\K. Тогда G — монолитическая группа с
монолитом R = GK. Предположим, что R — ω′-группа. Тогда Gωd =
= 1. Следовательно,

G ∼= G/Gωd ∈ M ⊆ K.

Противоречие. Значит, R — ωd-группа, т. е. ω ∩ π(R) 6= ∅. Пусть
p ∈ ω ∩ π(R). Если R — неабелева группа, то Fp(G) = 1. Следова-
тельно,

G ∼= G/Fp(G) ∈ M ⊆ K.

Противоречие. Значит, R — абелева p-группа. Поскольку формация
K = LFω(m) является ω-насыщенной, то R 6⊆ Φ(G). Поэтому R =
= CG(R) = Fp(G) = F (G) = Op(G). Следовательно,

G/R = G/Op(G) = G/Fp(G) ∈ M = m(p).

Значит, по лемме 1.2.14 имеем G ∈ K. Вновь полученное противоре-
чие показывает, что F ⊆ K. Итак, F = K. Лемма доказана.

Согласно теореме 1.2.7 всякая ω-насыщенная формация F обла-
дает таким ω-локальным спутником f, что f(ω′) = F и f(p) =
= Npform(G/Fp(G) | G ∈ F) для всех p ∈ ω. Такой спутник на-
зывается каноническим спутником формации F.
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Пусть Θ — полная решетка формаций. Тогда символом Θω обо-
значают [206] совокупность всех формаций, которые обладают ω-
локальным Θ-значным спутником.

4.5.3 Лемма. При любом натуральном n справедливо равенство

(lτωn−1
)ω = lτωn

.

Доказательство. Пусть F ∈ (lτωn−1
)ω. Тогда по определению F

имеет такой ω-локальный спутник f, каждое непустое значение ко-
торого принадлежит решетке lτωn−1

. Это означает, что формация F

n-кратно ω-насыщена. Покажем, что формация F τ -замкнута. Пусть
H ∈ τ(G), где G ∈ F. И пусть p ∈ ω ∩ π(H), Fp = Fp(G). Тогда по-
скольку для любого a ∈ ω ∪ {ω′} формация f(a) τ -замкнута, то

H/Hωd = H/(Gωd ∩H) ∼= HGωd/Gωd ∈ f(ω′)

и
H/Fp(H) = H/(Fp ∩H) ∼= HFp/Fp ∈ f(p).

Итак, H/Hωd ∈ f(ω′) и для любого p ∈ ω ∩ π(H) имеет место
H/Fp(H) ∈ f(p). Следовательно, H ∈ F. Таким образом, форма-
ция F τ -замкнута, а значит, F ∈ lτωn

. Следовательно, (lτωn−1
)ω ⊆ lτωn

.
Пусть теперь F ∈ lτωn

и F — канонический ω-локальный спутник
формации F. Очевидно, F (ω′) = F ∈ lτωn−1

. Покажем, что для лю-
бого p ∈ ω ∩ π(F) имеет место F (p) ∈ lτωn−1

. Прежде заметим, что
ввиду леммы 1.5.7 имеет место F (p) ∈ lωn−1

. Покажем, что форма-
ция F (p) τ -замкнута. Пусть H ∈ τ(G), где G ∈ F (p). Индукцией по
|G| покажем, что H ∈ F (p). Пусть R — минимальная нормальная
подгруппа группы G. Тогда, очевидно, HR/R ∈ τ(G/R). Значит, по
индукции H/(R ∩H) ∼= HR/R ∈ F (p). Поэтому если Op(G) 6= 1, то
H ∈ F (p) = NpF (p). Кроме того, если в G имеются две различные
минимальные нормальные подгруппы R и N, то

H ∼= H/1 = H/(R ∩N ∩H) ∈ F (p).

Пусть Op(G) = 1 и R — единственная минимальная нормальная под-
группа группы G. Тогда существует простой точный FpG-модуль P.
Пусть T = [P ]G. Тогда поскольку ω-локальный спутник F являет-
ся внутренним и G ∈ F (p), то согласно лемме 1.2.14, T ∈ F. Если
ϕ : T → G — естественный эпиморфизм группы T на G, то, оче-
видно, Hϕ−1

= PH. Значит, PH ∈ τ(T ). Поэтому PH ∈ F. Следо-
вательно, если Fp = Fp(PH), то PH/Fp ∈ F (p). Так как при этом
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CT (P ) = P, то

Fp = Op(PH) = Op(PH) ∩ PH = P (Op(PH) ∩H) = POp(H).

Значит,

PH/Fp = PH/POp(H) ∼= H/Op(H)(P ∩H) = H/Op(H) ∈ F (p).

Следовательно, H ∈ F (p). Поэтому формация F (p) τ -замкнута, где
p ∈ ω ∩ π(F).

Итак, формация F (a) τ -замкнута для всех a ∈ ω ∪ {ω′}. Значит,
F (a) ∈ lτωn−1

. Следовательно, F ∈ (lτωn−1
)ω. Значит, lτωn

⊆ (lτωn−1
)ω.

Лемма доказана.

4.5.4 Лемма. Для любых τ -замкнутых n-кратно ω-насыщенных

формаций M и H имеет место

(

NωM
)

∨ τ
ωn+1

(

NωH
)

= Nω

(

M ∨ τ
ωn
H
)

.

Доказательство. Пусть M1 = NωM, H1 = NωH и F =
= Nω(M∨ τ

ωn
H). Ввиду теоремы 2.1.1 эти формации обладают таки-

ми внутренними lτωn
-значными ω-локальными спутниками m, h и f

соответственно, что для всякого a ∈ ω∪{ω′} имеет место m(a) = M,
h(a) = H и f(a) = M ∨ τ

ωn
H.

С другой стороны, согласно [320, лемма 5],

(

NωM
)

∨ τ
ωn+1

(

NωH
)

= LFω

(

m ∨ τ
ωn
h
)

,

где для любого a ∈ ω ∪ {ω′} имеет место

(

m ∨ τ
ωn
h
)

(a) = m(a) ∨ τ
ωn
h(a) = lτωn

form
(

m(a) ∪ h(a)
)

=

= lτωn
form(M ∪ H) = M ∨ τ

ωn
H = f(a).

Значит, m ∨ τ
ωn
h = f. Поэтому

(

NωM
)

∨ τ
ωn+1

(

NωH
)

= LFω

(

m ∨ τ
ωn
h
)

= LFω(f) = Nω

(

M ∨ τ
ωn
H
)

.

Лемма доказана.

4.5.5 Лемма. Пусть |ω| > 1 и H — непустая формация. Тогда

если формация NωH является n-кратно ω-насыщенной (n > 1), то

формация H является (n− 1)-кратно ω-насыщенной.
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Доказательство. Проведем индукцию по n. Поскольку всякая
формация по определению является 0-кратно ω-насыщенной, то при
n = 1 лемма верна.

Пусть n > 1 и при n−1 утверждение леммы верно. Согласно лем-
ме 4.5.2 формация F = NωH имеет такой внутренний ω-локальный
спутник f, что f(a) = H при любом a ∈ ω∪{ω′}. Значит, согласно за-
мечанию 1.2.17, канонический ω-локальный спутник F формации F

таков, что F (ω′) = F и F (p) = NpH для всех p ∈ ω. Согласно усло-
вию и лемме 4.5.3, формация F имеет lωn−1

-значный ω-локальный
спутник h. Тогда канонический ω-локальный спутник F формации
F имеет вид F (ω′) = F и F (p) = Np

(

h(p) ∩ F
)

∈ lωn−1
для всех p ∈

∈ ω. Но, как мы уже знаем, F (p) = NpH. Поэтому при любом p ∈ ω
формация NpH является (n− 1)-кратно ω-насыщенной.

Покажем, что при всех p ∈ ω имеет место

Npl
τ
ωn−2

form
(

G/Fp(G) | G ∈ H
)

⊆ H.

Так как формация NpH (n − 1)-кратно ω-насыщена, то, ввиду тео-
ремы 4.6.3, при любом p ∈ ω имеет место

Nplωn−2
form

(

G/Fp(G) | G ∈ NpH
)

⊆ NpH.

Пусть p ∈ ω и пусть q ∈ ω \ {p}. Для всякой группы G ∈ NpH имеет
место GH ⊆ Oq′(G). Это влечет Fq(G/GH) = Fq(G)/GH и поэтому

G/Fq(G) ∼= (G/GH) / (Fq(G)/GH) =

= (G/GH) / Fq(G/GH) ∈ lτωn−2
form

(

G/Fq(G) | G ∈ H
)

.

Следовательно,

lωn−2
form

(

G/Fq(G) | G ∈ NpH
)

= lωn−2
form

(

G/Fq(G) | G ∈ H
)

.

Это влечет
Nqlωn−2

form
(

G/Fq(G) | G ∈ NpH
)

=

= Nqlωn−2
form

(

G/Fq(G) | G ∈ H
)

⊆ NpH (4.8)

Покажем теперь, что

Nqlωn−2
form

(

G/Fq(G) | G ∈ H
)

⊆ H. (4.9)

Предположим противное и рассмотрим группу A из

Nqlωn−2
form

(

G/Fq(G) | G ∈ H
)

\ H
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минимального порядка с монолитом R = AH. Ввиду (4.8) имеет ме-
сто A ∈ NpH. Значит, R ⊆ Op(A). Вместе с тем

Alωn−2
form(G/Fq(G)|G∈H) ⊆ Oq(A).

Поэтому Alωn−2
form(G/Fq(G)|G∈H) = 1. Следовательно,

A ∈ lωn−2
form

(

G/Fq(G) | G ∈ H
)

.

Заметим, что

lωn−2
form

(

G/Fq(G) | G ∈ H
)

⊆ H.

Действительно, так как, по доказанному выше, формация NpH (n−
−1)-кратно ω-насыщена, а значит, (n−2)-кратно ω-насыщена, то по
индукции формация H (n− 2)-кратно ω-насыщена. Следовательно,

lωn−2
form

(

G/Fq(G) | G ∈ H
)

⊆ H.

Это влечет A ∈ H. Полученное противоречие доказывает справед-
ливость включения (4.9).

Поскольку формация NqH также является (n − 1)-кратно ω-на-
сыщенной, то аналогично получаем

Nplωn−2
form

(

G/Fp(G) | G ∈ H
)

⊆ H.

Итак, для всех p ∈ ω выполняется включение

Nplωn−2
form

(

G/Fp(G) | G ∈ H
)

⊆ H.

Значит, по теореме 4.6.3 формация H является (n− 1)-кратно ω-на-
сыщенной. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 4.5.1. Поскольку для любых фор-
маций M, H ∈ lτωn

имеет место

M ∨ τ
ωn
H ⊆ M ∨ τ

ωn+1
H ⊆ . . . ⊆ M ∨ τ

ωm
H,

то для доказательства теоремы достаточно ограничиться случаем,
когда m = n+ 1.

Проведем индукцию по n. Пусть n = 0. Рассмотрим формацию
F = NpNr ∨NpNq, где p ∈ ω, причем p, r и q — попарно различные
простые числа. Покажем, что формация F не является насыщенной.
Предположим, что это неверно и f — минимальный ω-локальный
спутник формации F. Легко видеть, что f(p) = N{r,q}. Пусть Zr и
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Zq — некоторые группы порядков r и q соответственно. Ввиду [264,
гл. B, следствие 10.7] группа B = Zr×Zq обладает над полем Fp про-
стым точным модулем P. Пусть G = [P ]B. Тогда ввиду леммы 1.2.14
имеем G ∈ F. Понятно, что при этом G /∈ NpNr ∪NpNq. Значит, со-
гласно лемме 1.4.16 в F найдется группа H с такими нормальными
подгруппами N,M,N1, . . . , Nt; M1, . . . ,Mt (t > 2), что выполня-
ются следующие утверждения: 1) H/N ∼= G, M/N = Soc(H/N);
2)N1∩. . .∩Nt = 1; 3)H/Ni — монолитическая (NpNr∪NpNq)-группа
с монолитом Mi/Ni, который H-изоморфен M/N. Пусть H/N1 ∈
∈ NpNr. Поскольку CG(P ) = P, то M = CH(M/N). Значит, M1 ⊆
⊆ M. Следовательно, B = Zr × Zq ∈ NpNr. Полученное проти-
воречие показывает, что формация F не является ω-насыщенной.
Поскольку формации Np, Nr, Nq s-замкнуты и ω-насыщены, то обе
формации NpNr и NpNq τ -замкнуты и ω-насыщены. Согласно лем-
ме 4.1.13,

NpNr ∨
τ
ω1
NpNq = lτω1

form(NpNr ∪NpNq) =

= form(NpNr ∪NpNq) = NpNr ∨NpNq.

Следовательно, решетка lτω1
не является подрешеткой в lτω0

.
Пусть теперь n > 1 и при n − 1 теорема верна. Тогда найдут-

ся такие τ -замкнутые n-кратно ω-насыщенные формации M и H,
что M∨ τ

ωn−1
H /∈ lτωn

. Пусть M1 = NωM, H1 = NωH. Согласно теоре-
ме 2.1.1, формации M1 и H1 обладают такими внутренними lτωn

-знач-
ными спутниками m и h соответственно, что для любого a ∈ ω∪{ω′}
имеет место m(a) = M, h(a) = H. Значит, обе формации M1 и H1

принадлежат решетке lτωn+1
. Предположим, что M1 ∨ τ

ωn
H1 ∈ lτωn+1

.
Согласно лемме 4.5.4,

M1 ∨
τ
ωn
H1 = Nω

(

M ∨ τ
ωn−1

H
)

,

и

M1 ∨
τ
ωn
H1 = lτωn

form(M1 ∪ H1) = lτωn+1
form(M1 ∪ H1) = M1 ∨

τ
ωn+1

H1.

Следовательно, по лемме 4.5.5 формация M ∨ τ
ωn−1

H n-кратно ω-
насыщена. Значит, M∨τ

ωn−1
H ∈ lτωn

, что противоречит выбору форма-
ций M и H. Таким образом, решетка lτωn+1

не является подрешеткой
в lτωn

. Теорема доказана.

Из теоремы 4.5.1 вытекает
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4.5.6 Следствие (А.Н. Скиба [203]). Для любых целых неотрица-

тельных чисел m и n, где m > n, решетка lτm не является подре-

шеткой в lτn.

4.5.7 Следствие. Для любых целых неотрицательных чисел m и

n, где m > n, решетка lm не является подрешеткой в ln.

4.6 Модулярность решетки разрешимо насыщенных
формаций

В работе [192] было установлено, что решетка всех (насыщен-
ных) формаций модулярна. В дальнейшем этот результат полу-
чил развитие в различных направлениях. В монографии Л.А. Ше-
меткова и А.Н. Скибы [230] доказана модулярность решетки всех
n-кратно насыщенных формаций; в работе А. Баллестера-Болинше
и Л.А. Шеметкова — модулярность решетки всех p-насыщенных
формаций [241]. Модулярность решетки всех τ -замкнутых n-кратно
насыщенных формаций установлена А.Н. Скибой [203]. В последу-
ющем А.Н. Скибой и Л.А. Шеметковым [206, 209] доказана моду-
лярность решеток n-кратно ω-насыщенных формаций и n-кратно
L-композиционных формаций соответственно. Позднее И.П. Шаба-
линой установлена модулярность решетки всех τ -замкнутых n-крат-
но ω-насыщенных формаций [219], а М.В. Задорожнюк — модуляр-
ность решетки всех τ -замкнутых разрешимо ω-насыщенных форма-
ций [100]. Модулярность решетки всех тотально насыщенных фор-
маций, а также решетки всех τ -замкнутых тотально насыщенных
формаций доказана В.Г. Сафоновым [153, 310]. В данном парагра-
фе, используя функторный подход, мы развиваем методы теории мо-
дулярных решеток частично композиционных формаций: доказано,
что решетка всех τ -замкнутых n-кратно разрешимо ω-насыщенных
формаций алгебраична и модулярна.

Минимальные спутники

4.6.1 Лемма ([54, лемма 2.1]). Пусть F = CFω(F ) — τ -замкнутая

n-кратно разрешимо ω-насыщенная формация, n > 1. Тогда спут-

ник F cτωn−1
-значен.

Доказательство. Согласно лемме 1.2.42, достаточно лишь про-
верить, что для любого p ∈ P и для всякой τ -замкнутой n-кратно
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разрешимо ω-насыщенной формации H (n > 0) формация M = NpH

является τ -замкнутой n-кратно разрешимо ω-насыщеной.
Заметим, что поскольку для любого p ∈ P формация NpH τ -за-

мкнута, где H — τ -замкнутая формация, то в случае n = 0 утвер-
ждение верно.

Пусть n > 0 и при n − 1 утверждение леммы верно. Покажем
сначала, что формация M n-кратно разрешимо ω-насыщена. Пусть
H = CFω(h), где h — внутренний ω-композиционный cτωn−1

-значный
спутник. Формация Np имеет такой внутренний ω-композиционный
спутник f, что f(p) = (1), f(ω′) = (1) и f(q) = ∅ для всех q ∈ ω \
\{p}. Нетрудно показать, что формация M имеет такой спутник m,
что m(p) = H, m(ω′) = M и m(q) = ∅ для всех q ∈ ω \ {p} (см.
теорему 2.3.1). Но согласно предположению M = NpH — (n − 1)-
кратно разрешимо ω-насыщенная формация. Значит, M — n-кратно
разрешимо ω-насыщенная формация.

Докажем теперь, что формация M τ -замкнута. Предположим
противное. Тогда найдется такая группа G ∈ M и подгруппа H ∈
∈ τ(G), что H /∈ M. Так как G ∈ NpH = M, то GH ∈ Np и G/GH ∈
∈ H. Поскольку формация H по предположению τ -замкнута, то для
любой группы H ∈ τ(G/GH) имеет место H ∈ H. Но HGH/GH ∈
∈ τ(G/GH). Следовательно,

HGH/GH ∼= H/H ∩GH ∈ H.

Вместе с тем, H∩GH⊳H и H∩GH — p-группа. Поэтому H∩GH ⊆
⊆ Op(H). Значит, HH ⊆ Op(H), т. е. HH ∈ Np. Отсюда H ∈ NpH =
= M. Противоречие. Следовательно, формация M τ -замкнута.

Пусть F — канонический ω-композиционный cωn−1-значный спут-
ник τ -замкнутой n-кратно ω-композиционной формации F. Пока-
жем, что формация F (a) является τ -замкнутой. Если a = ω′, то
формация F (ω′) = F τ -замкнута согласно нашему допущению.

Предположим, что a = p ∈ ω. Рассмотрим группу G ∈ F (p) и
H ∈ τ(G). Пусть P — неединичная группа и D = P ≀G = [K]G, где
K — база регулярного сплетения D. Тогда HK ∈ τ(D). Действи-
тельно, пусть ϕ : D → D/K — канонический эпиморфизм группы
D на D/K. Тогда HK/K = Hϕ. Поэтому HK/K ∈ τ(D/K). А так
как HK = (HK/K)ϕ

−1

— полный прообраз подгрупп HK/K при
эпиморфизме ϕ, то HK ∈ τ(D).

Поскольку спутник F является внутренним и

G ∼= D/K ∼= D/Op(D) ∈ F (p),
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то по лемме 1.2.35 D ∈ F. Так как формация F τ -замкнута, то
HK ∈ F. Пусть M = HK. Тогда M/Cp(M) ∈ F (p), где p ∈
∈ π(Com(M)). Поскольку K — нормальная p-подгруппа группы M ,
то K ∩Op′(M) = 1. Значит, Op′(M) ⊆ CM(K). По свойству регуляр-
ных сплетений CG(K) ⊆ K. Следовательно, Op′(M) = 1. Значит,
Op(M) = Fp(M) = Cp(M).

Так как

Op(M) = Op(M) ∩M = Op(M) ∩KH = K(Op(M) ∩H)

и поскольку Op(M) ∩H ⊆ Op(H), то

Op(M) = K(Op(M) ∩H) ⊆ KOp(H) ⊆ Op(M).

Значит, KOp(H) = Op(M). Тогда

M/Cp(M) = KH/Op(M) = KH/KOp(H) ∼= H/Op(H)(K ∩H) =

= H/Op(H) ∈ F (p) = NpF (p),

т. е. H ∈ Np(NpF (p)) = (NpNp)F (p) = NpF (p) = F (p). Следова-
тельно, формация F (p) τ -замкнута. Лемма доказана.

4.6.2 Лемма ([54, лемма 3.1]). Пусть F – n-кратно разрешимо

ω-насыщенная формация. Если F имеет внутренний ω-компози-

ционный cτωn−1
-значный спутник, то F — τ -замкнутая формация.

Доказательство. Пусть F — n-кратно разрешимо ω-насыщенная
формация с внутренним ω-композиционным cτωn−1

-значным спутни-
ком f . Покажем, что F τ -замкнута.

Пусть G ∈ F и H ∈ τ(G). Поскольку для любого a ∈ ω ∪ {ω′}
формация f(a) τ -замкнута, то

H/Rω(H) = H/(Rω(G) ∩H) ∼= HRω(G)/Rω(G) ∈ τ(G/Rω(G)).

Так как G ∈ F, то G/Rω(G) ∈ f(ω′). Следовательно, H/Rω(H) ∈
∈ f(ω′).

Пусть теперь p ∈ ω ∩ π(Com(H)). Тогда Cp(G) = GGcp
. Ввиду

ограничения на подгрупповой функтор τ , H ⊳ ⊳G. Тогда HGcp
=

= GGcp
∩H. Следовательно,

H/HGcp
= H/(GGcp

∩H) ∼= HGGcp
/GGcp

∈ τ(G/GGcp
) = τ(G/Cp(G)).

Так как G ∈ F, то G/Cp(G) ∈ f(p). Значит, H/Cp(H) = H/HGcp
∈

∈ f(p). Итак, H/Rω(H) ∈ f(ω′) и для любого p ∈ ω ∩ π(Com(H))
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имеет место H/Cp(H) ∈ f(p). Следовательно, H ∈ F, т. е. формация
F τ -замкнута. Лемма доказана.

Из лемм 4.6.1 и 4.6.2 непосредственно вытекает следующая лем-
ма.

4.6.3 Лемма. При любом натуральном n справедливо равенство

(cτωn−1
)ωc = cτωn

.

Пусть {fi | i ∈ I} — набор всех ω-композиционных cτωn−1
-значных

спутников формации F. Ввиду леммы 1.2.32 f =
⋂

i∈I

fi — ω-компо-

зиционный cτωn−1
-значный спутник формации F, называемый мини-

мальным. Следующая теорема дает способ построения минималь-
ного cτωn−1

-значного спутника формации F = cτωn
formX.

4.6.4 Теорема ([327, лемма 8]). Пусть X — такая непустая сово-

купность групп, что F = cτωn
formX, где n > 1, π = ω∩π(Com(X)) и

f — минимальный ω-композиционный cτωn−1
-значный спутник фор-

мации F. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) f(ω′) = cτωn−1

form(G/Rω(G) | G ∈ X);
2) f(p) = cτωn−1

form(G/Cp(G) | G ∈ X) для всех p ∈ π;
3) f(p) = ∅ для всех p ∈ ω \ π;
4) если F = CFω(h) и спутник h cτωn−1

-значен, то для всех p ∈ π
имеет место

f(p) = cτωn−1
form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1)

и

f(ω′) = cτωn−1
form(G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1);

5) ω ∩ π(Com(X)) = ω ∩ π(Com(F)).

Доказательство. Докажем утверждения 1) – 3). Пусть m — та-
кой ω-композиционный спутник, что

m(a) =











cτωn−1
form(G/Rω(G) | G ∈ X), если a = ω′;

cτωn−1
form(G/Cp(G) | G ∈ X), если a = p ∈ π;

∅, если a ∈ ω \ π.

Докажем, что m = f. Пусть M = CFω(m). Сначала покажем, что
F = M. По лемме 4.6.3 M — τ -замкнутая n-кратно разрешимо ω-на-
сыщенная формация.
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Если A ∈ X, то

A/Rω(A) ∈
(

G/Rω(G) | G ∈ X
)

⊆

⊆ cτωn−1
form(G/Rω(G) | G ∈ X) = m(ω′)

и
A/Cp(A) ∈

(

G/Cp(G) | G ∈ X
)

⊆

⊆ cτωn−1
form(G/Cp(G) | G ∈ X) = m(p)

для всех p ∈ π. Тогда A ∈ M. Следовательно, X ⊆ M. Значит,

F = cτωn
formX ⊆ cτωn

formM = M.

Докажем обратное включение. Пусть f1 — ω-композиционный
cτωn−1

-значный спутник формации F. Сначала докажем, что m 6 f1.
Пусть

A ∈ X ⊆ cτωn
formX = F = CFω(f1).

Тогда
A/Rω(A) ∈

(

G/Rω(G) | G ∈ X
)

⊆ f1(ω
′).

Следовательно,

m(ω′) = cτωn−1
form(G/Rω(G) | G ∈ X) ⊆

⊆ cτωn−1
formf1(ω

′) = f1(ω
′).

Поскольку A ∈ X, то

A/Cp(A) ∈
(

G/Cp(G) | G ∈ X
)

⊆ f1(p)

для любого p ∈ π. Следовательно,

m(p) = cτωn−1
form(G/Cp(G) | G ∈ X) ⊆

⊆ cτωn−1
formf1(p) = f1(p)

для всех p ∈ π. Итак, m 6 f1. Тогда

M = CFω(m) ⊆ CFω(f1) = F.

Значит, M ⊆ F.
Теперь покажем, что m = f. Пусть {fi | i ∈ I} — набор всех

ω-композиционных cτωn−1
-значных спутников формации F. По опре-

делению f =
⋂

i∈I
fi. Аналогично, m 6 fi для всех i ∈ I \ {1}. Следо-

вательно, m 6
⋂

i∈I
fi = f. Таким образом, m = f.
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Докажем 4). Пусть t — такой ω-композиционный спутник, что

t(ω′) = cτωn−1
form(G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1)

и
t(p) = cτωn−1

form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1)

для всех p ∈ π. Покажем, что t = f. Пусть

A ∈ X ⊆ cτωn
formX = F = CFω(h).

Тогда A/Rω(A) ∈ F и A/Rω(A) ∈ h(ω′). Следовательно,

A/Rω(A) ∈ h(ω′) ∩ F.

Поскольку Rω(A/Rω(A)) = 1, то

A/Rω(A) ∈
(

G/Rω(G) | G ∈ X
)

⊆
(

G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1
)

.

Следовательно,

f(ω′) = cτωn−1
form(G/Rω(G) | G ∈ X) ⊆

⊆ cτωn−1
form(G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1) = t(ω′).

Так как A ∈ X, то

A/Cp(A) ∈ F и A/Cp(A) ∈ h(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(Com(A)).
Значит,

A/Cp(A) ∈ h(p) ∩ F.

Поскольку Op(A/C
p(A)) = 1, то

A/Cp(A) ∈
(

G/Cp(G) | G ∈ X
)

⊆
(

G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1
)

для всех p ∈ π. Следовательно,

f(p) = cτωn−1
form(G/Cp(G) | G ∈ X) ⊆

⊆ cτωn−1
form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1) = t(p).

Значит, f 6 t.
Теперь докажем, что t 6 f. Пусть

A ∈
(

G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1
)

.
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Тогда A ∼= A/Rω(A) ∈ f(ω′). Следовательно,

(

G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1
)

⊆ f(ω′).

А значит,

t(ω′) = cτωn−1
form(G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1) ⊆

⊆ cτωn−1
formf(ω′) = f(ω′).

Теперь предположим, что

A ∈
(

G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1
)

для всех p ∈ π.
Пусть T = Zp ≀ A = [K]A, где K — база сплетения T. Согласно

лемме 1.2.34 Cp(T ) = K. Ввиду свойств регулярных сплетений

T/Op(T ) = T/K = T/Cp(T ) ∈ h(p) ∩ F.

Значит, по лемме 1.2.35 T ∈ F. Поэтому A ∼= T/Op(T ) ∈ f(p). Сле-
довательно,

(

G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1
)

⊆ f(p).

Отсюда

t(p) = cτωn−1
form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1) ⊆

⊆ cτωn−1
formf(p) = f(p).

Следовательно, t 6 f.
Таким образом,

f(ω′) = cτωn−1
form(G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1)

и
f(p) = cτωn−1

form(G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1)

для всех p ∈ π.
Докажем 5). Пусть π = π(Com(X)). Рассмотрим G(π) — класс

всех групп, у которых все абелевы композиционные факторы имеют
порядки, принадлежащие π. Тогда X ⊆ G(π). Кроме того, G(π) — s-
замкнутая разрешимо насыщенная формация. Поэтому G(π) — τ -за-
мкнутая n-кратно разрешимо ω-насыщенная формация. Поскольку
в G(π) все абелевы композиционные факторы только из π, то и в
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F = cτωn
formX все абелевы композиционные факторы только из π,

так как G(π) — одна из пересекаемых формаций. Поэтому

π = π(Com(X)) = π(Com(F)) = π(Com(G(π))).

Следовательно,

ω ∩ π(Com(X)) = ω ∩ π(Com(F)).

Теорема доказана.

4.6.5 Следствие. Пусть f1 и f2 — минимальные ω-композицион-

ные cτωn−1
-значные спутники формаций F1 и F2 соответственно.

Тогда F1 ⊆ F2 в том и только в том случае, когда f1 6 f2.

Свойство индуктивности. Напомним определение индуктив-
ной решетки формаций. Пусть Θ — полная решетка формаций. Для
произвольной совокупности формаций {Fi | i ∈ I} из Θ полагают

∨Θ(Fi | i ∈ I) = Θform

(

⋃

i∈I

Fi

)

.

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность Θ-значных спутников.
Тогда через ∨Θ(fi | i ∈ I) обозначают такой спутник f, что f(a) =

= Θform
(

⋃

i∈I

fi(a)
)

для всех a ∈ ω ∪ {ω′}.

Следуя [203], полную решетку формаций Θωc будем называть ин-

дуктивной, если для любого набора {Fi | i ∈ I} формаций Fi ∈ Θωc и
для всякого набора {fi | i ∈ I} внутренних Θ-значных ω-композици-
онных спутников fi, где fi — ω-композиционный спутник формации
Fi, имеет место

∨Θωc(Fi | i ∈ I) = CFω

(

∨Θ(fi | i ∈ I)
)

.

В данном разделе мы докажем свойство индуктивности решетки
всех τ -замкнутых n-кратно ω-композиционных формаций, которое
лежит в основе доказательства алгебраичности и модулярности ука-
занной решетки.

В случае, когда Θ = cτωn
, символ ∨cτωn

будем обозначать как ∨τ
ωn

.

4.6.6 Лемма. Пусть X, Y — непустые совокупности групп, Θ —

полная решетка формаций. Тогда

Θform(X ∪Y) = Θform(ΘformX ∪ ΘformY).
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Доказательство. Очевидно, X ⊆ ΘformX и Y ⊆ ΘformY. Зна-
чит, X ∪Y ⊆ ΘformX ∪ΘformY. Следовательно,

Θform(X ∪Y) ⊆ Θform(ΘformX ∪ ΘformY).

Докажем обратное включение. Так как X ⊆ X ∪Y и Y ⊆ X ∪Y,
то

ΘformX ⊆ Θform(X ∪Y) и ΘformY ⊆ Θform(X ∪Y).

Тогда ΘformX ∪ΘformY ⊆ Θform(X ∪Y). Следовательно,

Θform(ΘformX ∪ ΘformY) ⊆ Θform(Θform(X ∪Y)) =

= Θform(X ∪Y).

Лемма доказана.

Описание спутника решеточного объединения двух τ -замкнутых
n-кратно ω-композиционных формаций представляет следующая
лемма.

4.6.7 Лемма ([54, лемма 2.2]). Пусть Fi = CFω(fi), где fi —

внутренний ω-композиционный cτωn−1
-значный спутник формации

Fi, причем fi(ω
′) = Fi, i = 1, 2. Тогда если F = F1 ∨

τ
ωn
F2, то F =

= CFω(f), где f = f1 ∨ τ
ωn−1

f2.

Доказательство. Пусть hi — минимальный ω-композиционный
cτωn−1

-значный спутник формации Fi = CFω(fi), i = 1, 2. Пусть

p ∈ ω ∩ π(Com(F1 ∪ F2)).

Ввиду леммы 4.6.1 и замечания 1.2.39 выполняется включение

hi(p) ⊆ fi(p) ⊆ Nphi(p) = Fi(p) ∈ cτωn−1
,

где Fi — канонический ω-композиционный cτωn−1
-значный спутник

формации Fi, i = 1, 2.
Пусть F = CFω(F ), где F — канонический ω-композиционный

cτωn−1
-значный спутник формации F и h — минимальный ω-компози-

ционный cτωn−1
-значный спутник формации F. По лемме 1.2.12

h(p) = cτωn−1
form

(

(F1 ∪ F2)(C
p)
)

=

= cτωn−1
form

(

form(G/Cp(G) | G ∈ F1 ∪ F2)
)

=

= cτωn−1
form(G/Cp(G) | G ∈ F1 ∪ F2).
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По лемме 4.6.6

h(p) = cτωn−1
form

(

(G/Cp(G) | G ∈ F1) ∪ (G/Cp(G) | G ∈ F2)
)

=

= cτωn−1
form

(

form(G/Cp(G) | G ∈ F1) ∪ form(G/Cp(G) | G ∈ F2)
)

=

= cτωn−1
form

(

F1(C
p) ∪ F2(C

p)
)

.

Таким образом,

h(p) = cτωn−1
form

(

F1(C
p) ∪ F2(C

p)
)

.

Поскольку
Fi(C

p) = form(G/Cp(G) | G ∈ Fi) ⊆

⊆ cτωn−1
form(G/Cp(G) | G ∈ Fi) = hi(p),

i = 1, 2, то F1(C
p) ∪ F2(C

p) ⊆ h1(p) ∪ h2(p). Значит,

h(p) = cτωn−1
form

(

F1(C
p) ∪ F2(C

p)
)

⊆ cτωn−1
form

(

h1(p) ∪ h2(p)
)

.

Докажем обратное включение. Так как

hi(p) ⊆ cτωn−1
form

(

F1(C
p) ∪ F2(C

p)
)

,

i = 1, 2, то

h1(p) ∪ h2(p) ⊆ cτωn−1
form

(

F1(C
p) ∪ F2(C

p)
)

.

Значит,

cτωn−1
form

(

h1(p) ∪ h2(p)
)

⊆ cτωn−1
form

(

F1(C
p) ∪ F2(C

p)
)

= h(p).

Итак,

h(p) = cτωn−1
form

(

F1(C
p) ∪ F2(C

p)
)

= cτωn−1
form

(

h1(p) ∪ h2(p)
)

.

Отсюда

h(p) = cτωn−1
form

(

h1(p)∪h2(p)
)

⊆ f(p) ⊆ Npc
τ
ωn−1

form
(

h1(p)∪h2(p)
)

.

Действительно,

hi(p) ⊆ fi(p) ⊆
(

f1 ∨
τ
ωn−1

f2
)

(p) = f(p),

i = 1, 2. Значит, h1(p) ∪ h2(p) ⊆ f(p). Тогда

h(p) = cτωn−1
form

(

h1(p) ∪ h2(p)
)

⊆ cτωn−1
form

(

f(p)
)

= f(p).
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Покажем теперь, что

f(p) ⊆ Npc
τ
ωn−1

form
(

h1(p) ∪ h2(p)
)

.

Поскольку f1(p) ⊆ Nph1(p) и f2(p) ⊆ Nph2(p), то

f1(p) ∪ f2(p) ⊆ Nph1(p) ∪Nph2(p).

Следовательно, f(p) = f1(p)∨ τ
ωn−1

f2(p) ⊆ Nph1(p)∨ τ
ωn−1

Nph2(p). Так

как hi(p) ⊆ cτωn−1
form

(

h1(p) ∪ h2(p)
)

, i = 1, 2, то

Nphi(p) ⊆ Npc
τ
ωn−1

form
(

h1(p) ∪ h2(p)
)

.

Значит, Nph1(p) ∪ Nph2(p) ⊆ Npc
τ
ωn−1

form
(

h1(p) ∪ h2(p)
)

. Следова-
тельно,

Nph1(p) ∨
τ
ωn−1

Nph2(p) ⊆ cτωn−1
form

(

Npc
τ
ωn−1

form(h1(p) ∪ h2(p))
)

.

Так как h(p) = h1(p)∨τ
ωn−1

h2(p) ⊆ F1∨τ
ωn
F2 = F, т. е. h — внутренний

ω-композиционный спутник формации F, то ввиду замечания 1.2.40

F (p) = Np

(

h1(p) ∨
τ
ωn−1

h2(p)
)

= Npc
τ
ωn−1

form
(

h1(p) ∪ h2(p)
)

,

где F — канонический ω-композиционный спутник формации F. По
лемме 4.6.1 спутник F cτωn−1

-значен. Следовательно,

cτωn−1
form

(

Npc
τ
ωn−1

form(h1(p) ∪ h2(p))
)

= Npc
τ
ωn−1

form
(

h1(p) ∪ h2(p)
)

.

Значит,
h(p) = cτωn−1

form
(

h1(p) ∪ h2(p)
)

⊆ f(p) ⊆

⊆ Npc
τ
ωn−1

form
(

h1(p) ∪ h2(p)
)

= F (p).

Таким образом, нами доказано включение h(p) ⊆ f(p) ⊆ F (p)
для всех p ∈ ω. Очевидно, h(ω′) ⊆ f(ω′) ⊆ F (ω′). Значит, h(a) ⊆
⊆ f(a) ⊆ F (a) для всех a ∈ ω ∪ {ω′}. Итак, h 6 f 6 F и поэтому
F = CFω(f). Лемма доказана.

4.6.8 Теорема ([54, теорема 2.1]; [327, теорема]). Решетка всех

τ -замкнутых n-кратно разрешимо ω-насыщенных формаций ин-

дуктивна.

Доказательство. Пусть {Fi | i ∈ I} — произвольный набор τ -
замкнутых n-кратно разрешимо ω-насыщенных формаций и fi —
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некоторый внутренний ω-композиционный cτωn−1
-значный спутник

формации Fi. Индукцией по i докажем, что справедливо равенство

∨τ
ωn
(Fi | i ∈ I) = CFω

(

∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I)
)

.

Если i = 2, то теорема верна в силу леммы 4.6.7.
Пусть i > 2 и для i = r − 1 утверждение теоремы выполняется.

Тогда справедливо равенство

F1 ∨
τ
ωn

. . . ∨ τ
ωn
Fr−1 = CFω(f1 ∨

τ
ωn−1

. . . ∨ τ
ωn−1

fr−1).

Но по лемме 4.6.7

F = F1∨
τ
ωn

. . .∨ τ
ωn
Fr = cτωn

form
(

(F1∨
τ
ωn

. . .∨ τ
ωn
Fr−1)∪Fr

)

= CFω(f),

где

f(a) = cτωn−1
form

(

(f1(a) ∨
τ
ωn−1

. . . ∨ τ
ωn−1

fr−1(a)) ∪ fr(a)
)

=

= f1(a) ∨
τ
ωn−1

. . . ∨ τ
ωn−1

fr(a) =
(

f1 ∨
τ
ωn−1

. . . ∨ τ
ωn−1

fr
)

(a)

при любом a ∈ ω ∪ {ω′}. Поэтому

f = f1 ∨
τ
ωn−1

. . . ∨ τ
ωn−1

fr.

Ввиду произвольности выбора r теорема доказана.

Отметим несколько следствий этой теоремы. Если τ — тривиаль-
ный подгрупповой функтор, то, учитывая [209, замечание 3], мы
получаем

4.6.9 Следствие. Решетка всех n-кратно L-композиционных фо-

рмаций индуктивна.

При ω = P для тривиального подгруппового функтора τ получа-
ем

4.6.10 Следствие. Решетка всех n-кратно композиционных фор-

маций индуктивна.

Теорема о модулярности. Напомним определение модулярной
решетки формаций. Решетка формаций Θ называется модулярной,
если для любых формаций F1, F2, F3 из Θ таких, что F2 ⊆ F1, имеет
место

F1 ∩ (F2 ∨ΘF3) = F2 ∨Θ(F1 ∩ F3).

Основной целью данного параграфа является доказательство мо-
дулярности решетки всех τ -замкнутых n-кратно разрешимо ω-на-
сыщенных формаций. Для доказательства этого результата нам по-
надобится следующее вспомогательное утверждение.
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4.6.11 Лемма ([54, лемма 3.2]). Решетка cτωn
является полной под-

решеткой решетки cωn.

Доказательство. Проведем индукцию по n. Пусть {Mi | i ∈
∈ I} — произвольный набор τ -замкнутых n-кратно разрешимо ω-
насыщенных формаций. Согласно лемме 4.1.13 имеем

cτω0
form

(

⋃

i∈I

Mi

)

= τ form

(

⋃

i∈I

Mi

)

=

= form

(

⋃

i∈I

Mi

)

= cω0 form

(

⋃

i∈I

Mi

)

.

Следовательно, при n = 0 лемма верна.
Пусть n > 0 и при n − 1 утверждение верно. Пусть mi — мини-

мальный ω-композиционный cτωn−1
-значный спутник формации Mi.

Возьмем в теореме 4.6.8 в качестве τ тривиальный подгрупповой
функтор. Тогда

∨ω
n(Mi | i ∈ I) = CFω

(

∨ω
n−1(mi | i ∈ I)

)

.

Но в силу предположения при любом p ∈ ω ∩ π
(

Com
(
⋃

i∈I

Mi

)

)

фор-

мации
(

∨ω
n−1(mi | i ∈ I)

)

(p) и
(

∨ω
n−1(mi | i ∈ I)

)

(ω′)

τ -замкнуты. Следовательно, по лемме 4.6.2 формация ∨ω
n(Mi | i ∈

∈ I) является τ -замкнутой. Лемма доказана.

Напомним, полная решетка называется алгебраической, если лю-
бой ее элемент является решеточным объединением компактных
элементов.

4.6.12 Теорема ([54, теорема 3.1]). Решетка всех τ -замкнутых

n-кратно разрешимо ω-насыщенных формаций алгебраична и мо-

дулярна.

Доказательство. Сначала покажем, что решетка cτωn
алгебра-

ична. Заметим, что любая τ -замкнутая n-кратно разрешимо ω-на-
сыщенная формация есть объединение своих однопорожденных τ -
замкнутых n-кратно разрешимо ω-насыщенных подформаций в ре-
шетке cτωn

. Индукцией по n покажем, что каждая однопорожденная
τ -замкнутая n-кратно разрешимо ω-насыщенная формация F явля-
ется компактным элементом в решетке cτωn

. Пусть

F = cτωn
formG ⊆ M = cτωn

form

(

⋃

i∈I

Fi

)

,
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где Fi — τ -замкнутая n-кратно разрешимо ω-насыщенная формация.
Пусть n = 0. Тогда ввиду лемм 4.1.13 и 4.1.10

G ∈ cτω0
form

(

⋃

i∈I

Fi

)

= form

(

⋃

i∈I

Fi

)

= qr0

(

⋃

i∈I

Fi

)

.

Следовательно, G ∼= T/N для некоторой группы T ∈ r0

(

⋃

i∈I

Fi

)

.

Значит, найдутся такие индексы i1, . . . , ik ∈ I, что T ∈ r0(Fi1 ∪ . . .
. . . ∪ Fik). Поэтому G ∈ form(Fi1 ∪ . . . ∪ Fik). Следовательно, ввиду
леммы 4.1.13

F ⊆ form(Fi1 ∪ . . . ∪ Fik) = τ form(Fi1 ∪ . . . ∪ Fik).

Пусть теперь n > 0 и однопорожденные формации из cτωn−1
явля-

ются компактными элементами в решетке cτωn−1
. Пусть fi — мини-

мальный ω-композиционный cτωn−1
-значный спутник формации Fi,

f — минимальный ω-композиционный cτωn−1
-значный спутник фор-

мации F и m — минимальный ω-композиционный cτωn−1
-значный

спутник формации M. По теореме 4.6.4

f(a) =











cτωn−1
form(G/Ca(G)), если a ∈ π;

∅, если a ∈ ω \ π;

cτωn−1
form(G/Rω(G)), если a = ω′,

где π = ω ∩ π(Com(G)).
Согласно следствию 4.6.5, f 6 m. Ввиду теоремы 4.6.8 имеет

место равенство m = ∨τ
ωn−1

(fi | i ∈ I). Значит, для каждого p ∈ ω ∩
∩ π(Com(G)) найдутся такие индексы i1, . . . , ir ∈ I, что

G/Cp(G) ∈ fi1(p) ∨
τ
ωn−1

. . . ∨ τ
ωn−1

fir(p).

Так как π(Com(G)) — конечное множество, то найдутся такие ин-
дексы j1, . . . , js ∈ I, что G ∈ Fj1 ∨

τ
ωn

. . . ∨ τ
ωn
Fjs. Поэтому

F ⊆ Fj1 ∨
τ
ωn

. . . ∨ τ
ωn
Fjs.

Итак, решетка cτωn
алгебраична, и ее компактными элементами яв-

ляются однопорожденные τ -замкнутые n-кратно разрешимо ω-на-
сыщенные формации.

Докажем теперь второе утверждение теоремы. Индукцией по n
покажем, что для любых τ -замкнутых n-кратно разрешимо ω-насы-
щенных формаций X, H, F таких, что X ⊆ H выполняется тождество
H ∩ (X ∨ τ

ωn
F) = X ∨ τ

ωn
(H ∩ F).
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Ввиду модулярности решетки всех формаций (см. лем-
му 4.1.14) при n = 0 утверждение теоремы верно для тривиаль-
ного подгруппового функтора τ. Значит, решетка cω0 = c0 модуляр-
на. Согласно лемме 4.6.11, решетка cτω0

является подрешеткой в cω0 .
Следовательно, решетка cτω0

модулярна.
Пусть n > 0 и второе утверждение теоремы верно при n−1. Пусть

Fi = CFω(Fi) — τ -замкнутая n-кратно разрешимо ω-насыщенная
формация, i = 1, 2, 3. Пусть F2 ⊆ F1. Покажем, что

F1 ∩ (F2 ∨
τ
ωn
F3) = F2 ∨

τ
ωn
(F1 ∩ F3).

Пусть fi — такой ω-композиционный cτωn−1
-значный спутник форма-

ции Fi, что fi(ω
′) = Fi = Fi(ω

′) и fi(p) = cτωn−1
form

(

Fi(C
p)
)

при всех
p ∈ ω. В силу определения кратно разрешимо ω-насыщенной фор-
мации имеет место равенство Fi = CFω(fi). Пусть r1 = f2 ∨

τ
ωn−1

f3.
По теореме 4.6.8

F2 ∨ τ
ωn
F3 = CFω(f2 ∨ τ

ωn−1
f3) = CFω(r1).

По лемме 1.2.32 h1 = f2 ∩ r1 — внутренний ω-композиционный
cτωn−1

-значный спутник формации F1 ∩ (F2 ∨ τ
ωn
F3).

Понятно, что f2(a) ⊆ f1(a) при всех a ∈ ω∪{ω′}. Значит, согласно
предположению, при всех a ∈ ω ∪ {ω′}

f1(a) ∩
(

f2(a) ∨
τ
ωn−1

f3(a)
)

= f2(a) ∨
τ
ωn−1

(

f1(a) ∩ f3(a)
)

.

Следовательно, h1 = f2∨τ
ωn−1

(f1∩f3). Но f1∩f3 — внутренний ω-ком-
позиционный cτωn−1

-значный спутник формации F1 ∩ F3. Значит, со-
гласно теореме 4.6.8, F2∨

τ
ωn
(F1∩F3) = CFω(h1). Таким образом, при

любых целых неотрицательных n решетка cτωn
модулярна. Теорема

доказана.

В случае n = 1 получаем

4.6.13 Следствие ([100, М.В. Задорожнюк]). Решетка всех τ -зам-

кнутых разрешимо ω-насыщенных формаций алгебраична и моду-

лярна.

Если τ — тривиальный подгрупповой функтор, то, учитывая [209,
замечание 3], мы получаем

4.6.14 Следствие ([209, А.Н. Скиба, Л.А. Шеметков]). Решетка

всех n-кратно L-композиционных формаций алгебраична и моду-

лярна.
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В случае ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
имеем

4.6.15 Следствие. Решетка всех n-кратно разрешимо насыщен-

ных формаций алгебраична и модулярна.

При n = 1 и ω = P для тривиального подгруппового функтора τ
получим

4.6.16 Следствие. Решетка всех разрешимо насыщенных форма-

ций алгебраична и модулярна.

4.7 Тождества решеток разрешимо насыщенных
формаций

В монографии [203] А.Н. Скиба доказал, что при любых нату-
ральных m и n у решетки всех τ -замкнутых m-кратно насыщен-
ных формаций и у решетки всех τ -замкнутых n-кратно насыщен-
ных формаций системы тождеств совпадают. Позднее Го Вэньбинь
и А.Н. Скиба [76] показали, что для любого бесконечного множества
простых чисел ω и при любых различных натуральных m и n си-
стемы тождеств решетки всех m-кратно ω-насыщенных формаций
и решетки всех n-кратно ω-насыщенных формаций совпадают, а в
работе Л.А. Шеметкова, А.Н. Скибы и Н.Н. Воробьева [320] этот
результат был распространен на решетки функторно замкнутых n-
кратно ω-насыщенных формаций. Среди открытых задач в данном
направлении напомним следующий вопрос, поставленный на с. 796
в работе [209, проблема 3]:
верно ли, что для любых целых неотрицательных m, n и произ-

вольного непустого множества простых чисел ω у решеток cωm и

cωn системы тождеств совпадают?
В данном параграфе такая задача решена в случае бесконечного

множества простых чисел ω. Важным этапом в достижении этой
цели является установление G-отделимости решетки всех n-кратно
разрешимо ω-насыщенных формаций.

Пусть X — некоторый непустой класс групп. Полная решетка
формаций Θ называется X-отделимой [203], если для любого терма
ξ(x1, . . . , xm) сигнатуры {∩,∨Θ}, любых формаций F1, . . . ,Fm из Θ
и любой группы A ∈ X ∩ ξ(F1, . . . ,Fm) найдутся такие X-группы
A1 ∈ F1, . . . , Am ∈ Fm, что A ∈ ξ(ΘformA1, . . . ,ΘformAm).
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В данном разделе мы докажем свойство G-отделимости решетки
всех n-кратно разрешимо ω-насыщенных формаций.

4.7.1 Лемма ([57, лемма 3]; [58, лемма 12]). Пусть A — моноли-

тическая группа с неабелевым монолитом R, M — некоторая по-

луформация и A ∈ cωnformM, n > 0. Тогда A ∈ M.

Доказательство. Проведем индукцию по n. Пусть n = 0. Тогда

A ∈ cω0 formM = formM.

Пусть A 6∈ M. Тогда по лемме 1.4.16 в formM найдется группа H
с такими нормальными подгруппами N, N1, . . . , Nt; M, M1, . . . , Mt

(t > 2), что выполняются следующие утверждения:
1) H/N ∼= A, M/N = Soc(H/N);
2)H/Ni — монолитическая M-группа с монолитом Mi/Ni, причем

Mi/Ni

H
∼= M/N, i = 1, . . . , t.

Поскольку монолит R ∼= M/N неабелев, то CH(M/N) = N. Кро-

ме того, Mi/Ni

H
∼= M/N. Значит, Ni ⊆ N. Поэтому A ∼= H/N ∈ M.

Противоречие. Итак, утверждение леммы при n = 0 верно.
Пусть теперь n > 0 и при n − 1 лемма верна. Пусть f — мини-

мальный ω-композиционный cωn−1-значный спутник формации F =
= cωnformM. Так как R — неабелева группа, то π(Com(R)) = ∅.
Значит, Rω(A) = 1. Следовательно, по следствию 1.6.11

A ∼= A/1 = A/Rω(A) ∈ f(ω′) = cωn−1form(G/Rω(G) | G ∈ M).

Отсюда

A ∈ cωn−1form(G/Rω(G) | G ∈ M) ⊆ cωn−1formM.

Значит, по индукции A ∈ M. Лемма доказана.

4.7.2 Лемма ([57, лемма 4]; [58, лемма 13]). Пусть M — полу-

формация и A ∈ cωnformM, n > 0. Тогда справедливы следующие

утверждения:
1) если Op(A) = 1 и p ∈ ω, то A ∈ cωnformM1, где M1 = (G/Op(G) |
G ∈ M);
2) если Rω(A) = 1, то A ∈ cωnformM2, где M2 = (G/Rω(G) | G ∈
∈ M).

Доказательство. При A ∈ M утверждения очевидны. Поэтому
в дальнейшем будем считать, что A 6∈ M.
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Предположим, что A — монолитическая группа с монолитом R.
Проведем индукцию по n.

Пусть n = 0. Тогда поскольку A 6∈ M и

A ∈ cω0 formM = formM,

то согласно лемме 1.4.16 в формации formM найдется группа H с
такими нормальными подгруппами N, N1, . . . , Nt; M, M1, . . . , Mt

(t > 2), что выполняются следующие утверждения:
1) H/N ∼= A, M/N = Soc(H/N);
2) N1 ∩ . . . ∩Nt = 1;
3) H/Ni — монолитическая M-группа с монолитом Mi/Ni, кото-

рый H-изоморфен M/N.
Так как Op(A) = 1 и Rω(A) = 1, то по лемме 1.4.16 получаем

H ∈ r0(H/N1, . . . , H/Nt) ⊆ r0Mj ,

где j = 1, 2. Отсюда ввиду условия 1) леммы 1.4.16 и леммы 4.1.10

A ∼= H/N ∈ qr0(H/N1, . . . , H/Nt) =

= form(H/N1, . . . , H/Nt) ⊆ formMj ,

где j = 1, 2.
Пусть n > 0. Предположим сначала, что Op(A) = 1 и p ∈ ω. Если

R — неабелева группа, то по лемме 4.7.1 A ∈ M. Противоречие.
Значит, R — q-группа, где q ∈ P \ {p}.

Пусть F = cωnformM и Hj = cωnformMj , где j = 1, 2. Пусть f и hj

(j = 1, 2) — минимальные ω-композиционные cωn−1-значные спутни-
ки формаций F и Hj соответственно. Согласно следствию 1.6.11

f(ω′) = cωn−1form(G/Rω(G) | G ∈ M),

f(s) = cωn−1form(G/Cs(G) | G ∈ M)

для всех s ∈ ω ∩ π(Com(M));

hj(ω
′) = cωn−1form(G/Rω(G) | G ∈ Mj),

hj(s) = cωn−1form(G/Cs(G) | G ∈ Mj)

для всех s ∈ ω ∩ π(Com(Mj)), j = 1, 2.
Для любой группы G имеет место

G/Rω(G) ∼= (G/Op(G))/(Rω(G)/Op(G)) и
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(G/Op(G))/(Rω(G)/Op(G)) = (G/Op(G))/Rω(G/Op(G)).

Последнее означает, что f(ω′) = hj(ω
′), j = 1, 2.

Существует две возможности: либо q ∈ ω, либо q 6∈ ω. Если q 6∈ ω,
то Rω(A) = 1. Поэтому

A ∼= A/1 = A/Rω(A) ∈ f(ω′) = h1(ω
′) ⊆ H1.

Пусть q ∈ ω. Покажем, что A/R ∈ H1. Так как A ∈ F, то

A/Rω(A) ∈ f(ω′) = h1(ω
′) ⊆ H1.

Рассмотрим случай, когда Op(A/R) = 1. Так как |A/R| < |A|, то
в силу соображений индукции A/R ∈ H1.

Пусть Op(A/R) 6= 1. Пусть R ⊆ Φ(A) и D/R = Op(A/R). Тогда
группа D нильпотентна. Значит, D = Dp × Dq, где Dp — силов-
ская p-подгруппа группы D; Dq — силовская q-подгруппа группы
D. Следовательно, Dp = Op(A) = 1. Противоречие. Значит, R 6⊆
⊆ Φ(A). Следовательно, R = CA(R) = Cq(A).

Предположим, что ω ∩ π(Com(A/R)) = ∅. Тогда Rω(A/R) = 1.
Как показано выше, f(ω′) = h1(ω

′). Значит,

A/R ∼= (A/R)/1 = (A/R)/Rω(A/R) ∈ f(ω′) = h1(ω
′) ⊆ H1.

Следовательно, ω ∩ π(Com(A/R)) 6= ∅.
Пусть q ∈ ω ∩ π(Com(A/R)). Для любой группы G имеет место

G/Cq(G) ∼= (G/Op(G))/(Cq(G)/Op(G)) = (G/Op(G))/Cq(G/Op(G)).

Последнее означает, что f(q) = h1(q). Так как по условию A ∈ F, то

A/R = A/Cq(A) ∈ f(q) = h1(q) ⊆ H1.

Итак, в любом из возможных случаев имеет место A/R ∈ H1. Зна-
чит,

A/Cr(A) ∼= (A/R)/(Cr(A)/R) = (A/R)/Cr(A/R) ∈ h1(r)

для всех r ∈ ω ∩ π(Com(A/R)) \ {q}. Следовательно, A/Cr(A) ∈
∈ h1(r) для всех r ∈ ω ∩ π(Com(A)). Кроме того, так как A ∈ F,
то

A/Rω(A) ∈ f(ω′) = h1(ω
′).

Значит, A ∈ H1. Этим доказано утверждение 1).
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Докажем теперь утверждение 2). По условию A ∈ F. Поскольку
Rω(A) = 1, то

A ∼= A/1 = A/Rω(A) ∈ f(ω′) =

= h2(ω
′) = cωn−1form(G/Rω(G) | G ∈ M2) ⊆ cωn−1formM2 ⊆ H2.

Таким образом, A ∈ H2.
Рассмотрим случай, когда A не является монолитической груп-

пой, т. е. когда Soc(A) = N1 × . . . × Nt, где Ni — минимальная
нормальная подгруппа группы A и t > 1. Пусть Mi — наибольшая
нормальная в A подгруппа, содержащая N1×. . .×Ni−1×Ni+1×. . .×
×Nt, но не содержащая Ni, где i = 1, . . . , t. Согласно лемме 4.1.15

A ∈ r0(A/M1, . . . , A/Mt).

По условию A ∈ cωnformM. Следовательно, A/Mi ∈ cωnformM. Зна-
чит, согласно уже доказанному A/Mi ∈ cωnformM1. Следовательно,
A ∈ cωnformM1.

Рассмотривая теперь доказательство леммы 4.1.15 и заменяя ус-
ловие Op(A) = 1 условием Rω(A) = 1, можно заключить, что для
любого i ∈ {1, . . . , t} фактор-группа A/Mi монолитична с моноли-
том NiMi/Mi и Rω(A/Mi) = 1. Следовательно, по доказанному вы-
ше A/Mi ∈ cωnformM2. Значит,

A ∼= A/1 = A/(M1 ∩ . . . ∩Mt) ∈ cωnformM2.

Лемма доказана.

Для произвольной совокупности n-кратно разрешимо ω-насы-
щенных формаций {Fi | i ∈ I} полагают

∨ω
n(Fi | i ∈ I) = cωnform

(

⋃

i∈I

Fi

)

.

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность cωn−1-значных функций
вида

f : ω ∪ {ω′} → {формации групп}.

Тогда через ∨ω
n−1(fi | i ∈ I) обозначают такую функцию f, что

f(a) = cωn−1form

(

⋃

i∈I

fi(a)

)

для всех a ∈ ω ∪ {ω′}.
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4.7.3 Лемма ([57, лемма 5]; [58, лемма 14]). Пусть n > 1, fi —

минимальный ω-композиционный cωn−1-значный спутник n-кратно

разрешимо ω-насыщенной формации Fi, i ∈ I. Тогда ∨ω
n−1(fi | i ∈ I)

— минимальный ω-композиционный cωn−1-значный спутник форма-

ции F = ∨ω
n(Fi | i ∈ I).

Доказательство. Пусть h = ∨ω
n−1(fi | i ∈ I), а f — минималь-

ный ω-композиционный cωn−1-значный спутник формации F, и пусть

π1 = ω ∩ π
(

Com
(

⋃

i∈I

Fi

)

)

и π2 = ω ∩ π
(

Com(F)
)

.

Так как Fi ∈ Θωc для всех i ∈ I, то e
(

Com
(
⋃

i∈I

Fi

)

)

∈ Θωc. Следова-

тельно, ввиду леммы 1.2.37 π1 = π2.
Покажем, что f = h. Пусть π = π1 = π2. Ввиду следствия 1.6.11 и

леммы 4.6.6

f(ω′) = cωn−1form

(

G/Rω(G) | G ∈
⋃

i∈I

Fi

)

=

= cωn−1form

(

⋃

i∈I

cωn−1form
(

G/Rω(G) | G ∈ Fi

)

)

=

= cωn−1form

(

⋃

i∈I

fi(ω
′)

)

=
(

∨ω
n−1(fi | i ∈ I)

)

(ω′) = h(ω′).

Если p ∈ π, то по следствию 1.6.11 и лемме 4.6.6

f(p) = cωn−1form

(

G/Cp(G) | G ∈
⋃

i∈I

Fi

)

=

= cωn−1form

(

⋃

i∈I

cωn−1form
(

G/Cp(G) | G ∈ Fi

)

)

=

= cωn−1form

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

=
(

∨ω
n−1(fi | i ∈ I)

)

(p) = h(p).

Если p ∈ ω \ π, то согласно следствию 1.6.11 fi(p) = ∅ для любого
i ∈ I. В этом случае

h(p) =
⋃

i∈I

fi(p) =
(

∨ω
n−1(fi | i ∈ I)

)

(p) = ∅ = f(p).

Лемма доказана.
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4.7.4 Лемма ([57, лемма 6]). Для произвольного набора {Fi =
= CFω(fi) | i ∈ I} разрешимо ω-насыщенных формаций Fi, где fi —

некоторый внутренний ω-композиционный cωn−1-значный спутник

формации Fi, справедливо равенство:

∨ω
n(Fi | i ∈ I) = CFω

(

∨ω
n−1(fi | i ∈ I)

)

.

Доказательство. Пусть {Fi | i ∈ I} — произвольный набор
n-кратно разрешимо ω-насыщенных формаций и fi — некоторый
внутренний ω-композиционный cωn−1-значный спутник формации Fi.
Пусть

F = ∨ω
n(Fi | i ∈ I), M = CFω

(

∨ω
n−1(fi | i ∈ I)

)

и hi — минимальный ω-композиционный cωn−1-значный спутник фор-
мации Fi. Тогда ввиду леммы 4.7.3 h = ∨ω

n−1(hi | i ∈ I) — минималь-
ный ω-композиционный cωn−1-значный спутник формации F. Так как
hi 6 fi для всех i ∈ I, то

h 6 f = ∨ω
n−1(fi | i ∈ I).

Значит, согласно лемме 1.2.38 F ⊆ M.
Предположим, что M 6⊆ F. Пусть G — группа минимального по-

рядка из M \ F. Тогда G — монолитическая группа с монолитом
R = GF. Пусть ω ∩ π(Com(R)) = ∅. Следовательно, Rω(G) = 1.
Тогда

G ∼= G/1 = G/Rω(G) ∈ f(ω′) =
(

∨ω
n−1(fi | i ∈ I)

)

(ω′) =

= cωn−1form

(

⋃

i∈I

fi(ω
′)

)

= cωn−1form

(

⋃

i∈I

Fi

)

.

Значит, согласно лемме 4.7.1

G ∈
⋃

i∈I

Fi ⊆ cωn−1form

(

⋃

i∈I

Fi

)

= F.

Противоречие. Следовательно, ω ∩ π(Com(R)) 6= ∅.
Если R — неабелева, то π(Com(R)) = ∅. Тогда ω ∩ π(Com(R)) =

= ∅. Противоречие. Значит, R — p-группа, где p ∈ ω ∩ π(Com(R)).
Поскольку G ∈ M = CFω(f), то G/R ∈ M. Так как |G/R| < |G|, то
по индукции

G/R ∈ F = CFω(h).

Значит,

(G/R)/Rω(G/R) = (G/R)/(Rω(G)/R) ∼= G/Rω(G) ∈ h(ω′),
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(G/R)/Cq(G/R) = (G/R)/(Cq(G)/R) ∼= G/Cq(G) = h(q)

для всех q ∈ ω ∩ π(Com(G)) \ {p}.
Вместе с тем, так как G ∈ M = CFω(f), то

G/Cp(G) ∈ f(p) = cωn−1form

(

⋃

i∈I

fi(p)

)

.

Так как при этом Op(G/Cp(G)) = 1, то по леммам 4.7.2 и 4.6.6, и
согласно следствию 1.6.11

G/Cp(G) ∈ cωn−1form

(

A/Op(A) | A ∈
⋃

i∈I

fi(p)

)

=

= cωn−1form

(

⋃

i∈I

(

A/Op(A) | A ∈ fi(p)
)

)

=

= cωn−1form

(

⋃

i∈I

cωn−1form
(

A/Op(A) | A ∈ fi(p)
)

)

=

= cωn−1form

(

⋃

i∈I

hi(p)

)

=
(

∨ω
n−1(hi | i ∈ I)

)

(p) = h(p).

Таким образом,

G/Rω(G) ∈ h(ω′) и G/Cr(G) ∈ h(r)

для всех r ∈ ω ∩ π(Com(G)). Значит, G ∈ F. Противоречие. Лемма
доказана.

4.7.5 Лемма. Пусть Ri — полуформация, порожденная группой

Gi, i = 1, 2. Тогда R1 ∪R2 — полуформация, причем

R1 = (B1, . . . , Bt) и R2 = (C1, . . . , Cs)

для некоторых B1, . . . , Bt ∈ q(G1) и C1, . . . , Cs ∈ q(G2).

Доказательство. По лемме 4.1.5R1 = q(G1). Пусть группа H ∈
∈ q(G1). Тогда H — гомоморфный образ некоторой группы G1, т. е.
H ∼= T/K, где T ∼= G1. Рассмотрим все гомоморфные образы B1, . . .
. . . , Bt группы T. Тогда R1 = q(G1) = (B1, . . . , Bt) для некоторых
B1, . . . , Bt ∈ q(G1). Аналогично доказывается, что R2 = (C1, . . .
. . . , Cs) для некоторых C1, . . . , Cs из q(G2).

Покажем, что R1 ∪ R2 — полуформация. Пусть G ∈ R1 ∪ R2 и
N ⊳ G. Тогда K ∈ R1 или K ∈ R2. Значит, G/N ∈ qR1 =
= R1 или G/N ∈ qR2 = R2. Следовательно, G/N ∈ R1 ∪R2. Итак,
R1 ∪R2 = q(R1 ∪R2). Лемма доказана.
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4.7.6 Лемма ([58, лемма 15]). Пусть F1, F2 — произвольные n-кра-

тно разрешимо ω-насыщенные формации и A ∈ F1 ∨ ω
nF2, n > 0.

Тогда найдутся такие группы Ai ∈ Fi (i = 1, 2), что

A ∈ (cωnformA1) ∨
ω
n(c

ω
nformA2).

Доказательство. Проведем индукцию по n. Пусть n = 0. По
лемме 4.1.10

A ∈ F1 ∨
ω
0F2 = cω0 form(F1 ∪ F2) = form(F1 ∪ F2).

Ввиду леммы 4.1.10

A ∈ form(F1 ∪ F2) = qr0(F1 ∪ F2).

Следовательно, A ∼= H/N, где H ∈ r0(F1 ∪ F2). Значит, группа H
имеет нормальные подгруппы N1, . . . , Nt (t > 2) такие, что

t
⋂

i=1

Ni = 1 и H/Ni ∈ F1 ∪ F2, i = 1, . . . , t.

Рассмотрим пересечение N1 ∩ . . . ∩ Nt. Ясно, что часть пересекае-
мых нормальных подгрупп содержится в F1-корадикале группы H,
а остальная часть содержится в HF2. Поскольку N1∩ . . .∩Nt = 1, то
HF1 ∩HF2 = 1. Значит, H ∈ r0(H/HF1, H/HF2). Отсюда, применяя
лемму 4.1.10, получаем

A ∼= H/N ∈ qr0(H/HF1, H/HF2) = form(H/HF1, H/HF2) =

= form(H/HF1) ∨ ω
0 form(H/HF2) ⊆ F1 ∨

ω
0F2.

Пусть n > 0, {p1, . . . , pt} = ω ∩ π(Com(A)) и A ∈ F1 ∨
ω
nF2. Тогда

ввиду следствия 1.6.11 и леммы 4.7.3

A/Cpi(A) ∈ f1(pi)∨
ω
n−1f2(pi) и A/Rω(A) ∈ f1(ω

′)∨ ω
n−1f2(ω

′),

где fj — минимальный ω-композиционный cωn−1-значный спутник
формации Fj, j = 1, 2. По индукции найдутся такие группы Ai1 ∈
∈ f1(pi), Ai2 ∈ f2(pi), T1 ∈ f1(ω

′), T2 ∈ f2(ω
′), что

A/Cpi(A) ∈ (cωn−1formAi1) ∨
ω
n−1(c

ω
n−1formAi2),

A/Rω(A) ∈ (cωn−1formT1) ∨
ω
n−1(c

ω
n−1formT2).

Заметим, что

cωn−1form(Ai1, Ai2) = (cωn−1formAi1) ∨
ω
n−1(c

ω
n−1formAi2),
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cωn−1form(T1, T2) = (cωn−1formT1) ∨
ω
n−1(c

ω
n−1formT2).

Итак, A/Cpi(A) ∈ cωn−1form(Ai1, Ai2) и A/Rω(A) ∈ cωn−1form(T1, T2).
Пусть R1 — полуформация, порожденная группой Ai1,R2 — полу-

формация, порожденная группой Ai2, Y1 — полуформация, порож-
денная группой T1, Y2 — полуформация, порожденная группой T2.
Тогда по лемме 4.1.5

R1 = (B1, . . . , Bt) и R2 = (C1, . . . , Cr)

для некоторых B1, . . . , Bt ∈ q(Ai1) и C1, . . . , Cr ∈ q(Ai2), а также

Y1 = (U1, . . . , Um) и Y2 = (V1, . . . , Vq)

для некоторых U1, . . . , Um ∈ q(T1) и V1, . . . , Vq ∈ q(T2). По лем-
ме 4.7.5 R1 ∪R2, Y1 ∪Y2 — полуформации. Следовательно,

A/Cpi(A) ∈ cωn−1form(Ai1, Ai2) = cωn−1form(R1 ∪R2) =

= cωn−1form(B1, . . . , Bt;C1, . . . , Cr),

A/Rω(A) ∈ cωn−1form(T1, T2) = cωn−1form(Y1 ∪Y2) =

= cωn−1form(U1, . . . , Um; V1, . . . , Vq).

Поскольку Opi(A/C
pi(A)) = 1 и Rω(A/Rω(A)) = 1, то ввиду лем-

мы 4.7.2

A/Cpi(A) ∈ cωn−1
form(G/Opi

(G) | G ∈ R1 ∪R2) =

= cωn−1
form

(

B1/Opi
(B1), . . . , Bt/Opi

(Bt);C1/Opi
(C1), . . . , Cr/Opi

(Cr)
)

,

A/Rω(A) ∈ cωn−1
form

(

G/Rω(G) | G ∈ Y1 ∪Y2

)

=

= cωn−1
form

(

U1/Rω(U1), . . . , Um/Rω(Um); V1/Rω(V1), . . . , Vq/Rω(Vq)
)

.

Таким образом, выполняются включения

cωn−1form(B1, . . . , Bt;C1, . . . , Cr) ⊆

⊆ cωn−1
form

(

B1/Opi
(B1), . . . , Bt/Opi

(Bt);C1/Opi
(C1), . . . , Cr/Opi

(Cr)
)

,

cωn−1
form(U1, . . . , Um; V1, . . . , Vq) ⊆

⊆ cωn−1
form

(

U1/Rω(U1), . . . , Um/Rω(Um); V1/Rω(V1), . . . , Vq/Rω(Vq)
)

.

С другой стороны, поскольку R1 ∪R2 и Y1 ∪Y2 — полуформации,
то для любой группы G выполняются условия: если G ∈ R1 ∪ R2,
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то G/Opi(G) ∈ R1∪R2, и если G ∈ Y1∪Y2, то G/Rω(G) ∈ Y1∪Y2.
Значит,

(

G/Opi(G) | G ∈ R1 ∪R2

)

⊆ R1 ∪R2,
(

G/Rω(G) | G ∈ Y1 ∪Y2

)

⊆ Y1 ∪Y2.

Следовательно,

cωn−1form
(

B1/Opi(B1), . . . , Bt/Opi(Bt);C1/Opi(C1), . . . , Cr/Opi(Cr)
)

=

= cωn−1form(G/Opi(G) | G ∈ R1 ∪R2) ⊆

⊆ cωn−1form(R1 ∪R2) = cωn−1form(B1, . . . , Bt;C1, . . . , Cr),

cωn−1form
(

U1/Rω(U1), . . . , Um/Rω(Um); V1/Rω(V1), . . . , Vq/Rω(Vq)
)

=

= cωn−1form(G/Rω(G) | G ∈ Y1 ∪Y2) ⊆

⊆ cωn−1form(Y1 ∪Y2) = cωn−1form(U1, . . . , Um; V1, . . . , Vq).

Итак,
A/Cpi(A) ∈ cωn−1

form(B1, . . . , Bt;C1, . . . , Cr) =

= cωn−1
form

(

B1/Opi
(B1), . . . , Bt/Opi

(Bt);C1/Opi
(C1), . . . , Cr/Opi

(Cr)
)

.

Если Opi(Bk) 6= 1, то

Bk/Opi(Bk) ∈
(

B1, . . . , Bt;C1, . . . , Cr | Opi(Bk) = 1 и Opi(Cl) = 1
)

⊆

⊆ cωn−1form
(

B1, . . . , Bt;C1, . . . , Cr | Opi(Bk) = 1 и Opi(Cl) = 1
)

,

поскольку Opi(Bk/Opi(Bk)) = 1. Таким образом, полученное равен-
ство означает, что для простоты можно брать Opi(Bk) = 1 = Opi(Cl),
k = 1, . . . , t и l = 1, . . . , r. Аналогично

A/Rω(A) ∈ cωn−1form(U1, . . . , Um; V1, . . . , Vq) =

= cωn−1form
(

U1/Rω(U1), . . . , Um/Rω(Um); V1/Rω(V1), . . . , Vq/Rω(Vq)
)

.

Если Rω(Ux) 6= 1, то

Ux/(Ux)ωd ∈
(

U1, . . . , Um; V1, . . . , Vq | (Ux)ωd = 1 и (Uz)ωd = 1
)

⊆

⊆ cωn−1form
(

U1, . . . , Um; V1, . . . , Vq | (Ux)ωd = 1 и (Uz)ωd = 1
)

.

Поэтому можем считать, что

Opi(Bk) = 1 = Opi(Cl) и Rω(Ux) = 1 = Rω(Vz)

для всех k = 1, . . . , t и l = 1, . . . , r; x = 1, . . . , m и z = 1, . . . , q.
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Пусть

Di1 = B1 × . . .× Bs и Di2 = C1 × . . .× Cr;

U = U1 × . . .× Um и V = V1 × . . .× Vq.

Так как Npi, Sω — классы Локетта, то по лемме 4.1.16

Opi(Di1) = (Di1)Npi
= (B1 × . . .× Bs)Npi

=

= (B1)Npi
× . . .× (Bs)Npi

= Opi(B1)× . . .× Opi(Bs) =

= 1× . . .× 1 = 1,

Rω(U) = USω
= (U1 × . . .× Um)Sω

= (U1)Sω
× . . .× (Um)Sω

=

= Rω(U1)× . . .×Rω(Um) = 1× . . .× 1 = 1.

Аналогично Opi(Di2) = 1 и Rω(V ) = 1. Кроме того,

A/Cpi(A) ∈ cωn−1form(R1 ∪R2) =

= cωn−1form(Di1, Di2) = cωn−1form(Ai1, Ai2).

Пусть Zpi — группа порядка pi, Wi1 = Zpi ≀ Di1, Wi2 = Zpi ≀ Di2.
Покажем, что Wi1 ∈ F1. Пусть K — база регулярного сплетения Wi1.
Тогда по лемме 1.2.34

Wi1/K = Wi1/Opi(Wi1)
∼= Di1 ∈ f1(pi) ∩ F1,

где pi ∈ ω ∩ π(Com(A)). Значит, по лемме 1.2.35 Wi1 ∈ F1. Анало-
гично доказывается, что Wi2 ∈ F2.

Поскольку T1 ∈ f1(ω
′) и f1 является внутренним ω-композици-

онным спутником формации F1, то T1 ∈ F1. Значит, Ux ∈ F1 для
всех x = 1, . . . , m. Аналогично убеждаемся, что Vz ∈ F2 для всех
z = 1, . . . , q.

Пусть A1 = W11 ×W21 × . . .×Wt1 × U и A2 = W12 ×W22 × . . .
. . .×Wt2 × V. Тогда A1 ∈ F1 и A2 ∈ F2. Пусть

F = (cωnformA1) ∨
ω
n(c

ω
nformA2).

Покажем, что A ∈ F. Для этого достаточно установить, что
A/Rω(A) ∈ f(ω′) и A/Cpi(A) ∈ f(pi), где f — минимальный ω-ком-
позиционный cωn−1-значный спутник формации F. Ясно, что Wi1 ∈ F.
Следовательно, по лемме 1.2.34

Di1
∼= Wi1/K = Wi1/C

pi(Wi1) ∈ f(pi).
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Аналогично доказывается, что Di2 ∈ f(pi). Тогда

A/Cpi(A) ∈ cωn−1form(Di1, Di2) ⊆ f(pi).

Кроме того, U, V ∈ F. Следовательно, по следствию 1.6.11

T1
∼= T1/Rω(T1) ∈ f(ω′) = cωn−1form(G/Rω(G) | G ∈ F).

Аналогично, T2 ∈ f(ω′). Тогда

A/Rω(A) ∈ cωn−1form(T1, T2) ⊆ f(ω′).

Итак, A ∈ F. Лемма доказана.

Докажем следующую теорему, играющую существенную роль
при доказательстве основных результатов данного параграфа.

4.7.7 Теорема ([57, лемма 7]; [58, предложение]). Решетка всех

n-кратно разрешимо ω-насыщенных формаций G-отделима при

любом целом неотрицательном n.

Доказательство. Пусть ξ(x1, . . . , xm) — терм сигнатуры
{∩,∨ω

n}, F1, . . . ,Fm — произвольные n-кратно разрешимо ω-насы-
щенные формации и

A ∈ ξ(F1, . . . ,Fm).

Индукцией по числу r вхождений символов из {∩,∨ω
n} в терм ξ по-

кажем, что найдутся такие группы Ai ∈ Fi (i = 1, . . . , m), что

A ∈ ξ(cωnformA1, . . . , c
ω
nformAm).

При r = 0, очевидно, A ∈ cωnformA.
Докажем, что утверждение верно при r = 1. Существует две воз-

можности: либо A ∈ F1 ∩ F2, либо

A ∈ F1 ∨
ω
nF2 = cωnform(F1 ∪ F2).

В первом случае A ∈ cωnformA∩ cωnformA. Во втором случае по лем-
ме 4.7.6 найдутся такие группы Ai ∈ Fi (i = 1, 2), что

A ∈ (cωnformA1) ∨
ω
n(c

ω
nformA2).

Итак, утверждение при r = 1 доказано.
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Пусть теперь терм ξ имеет r > 1 вхождений символов из
{∩,∨ω

n} и для термов с меньшим числом вхождений доказываемое
утверждение верно. Пусть терм ξ имеет вид

ξ1(xi1, . . . , xia)△ξ2(xj1, . . . , xjb),

где △ ∈ {∩,∨ω
n}, и

{xi1, . . . , xia} ∪ {xj1, . . . , xjb} = {x1, . . . , xm}.

Обозначим через H1 формацию ξ1(Fi1, . . . ,Fia), а через H2 — форма-
цию ξ2(Fj1, . . . ,Fjb). Тогда найдутся такие группы A1 ∈ H1, A2 ∈ H2,
что

A ∈ cωnformA1△cωnformA2.

С другой стороны, по индукции найдутся такие группы B1, . . ., Ba,
C1, . . . , Cb, что Bk ∈ Fik , Ck ∈ Fjk ,

A1 ∈ ξ1(c
ω
nformB1, . . . , c

ω
nformBa),

A2 ∈ ξ2(c
ω
nformC1, . . . , c

ω
nformCb).

Пусть переменные xi1, . . . , xit не входят в слово ξ2, а все перемен-
ные xit+1

, . . . , xia в это слово входят. Пусть Dik = Bk, если k < t+ 1;
Dik = Bk × Cq, где q такое, что xik = xjq при всех k > t + 1. Пусть
Djk = Ck, если xjk 6∈ {xit+1

, . . . , xia}. Обозначим через Rp формацию
cωnformDip, а через Xc — формацию cωnformDjc, p = 1, . . . , a; c = 1, . . .
. . . , b. Тогда

A1 ∈ ξ1(R1, . . . ,Ra), A2 ∈ ξ2(X1, . . . ,Xb).

Следовательно, найдутся такие формации

L1 = cωnformL1, . . . , Lm = cωnformLm,

что
A ∈ ξ1(Li1, . . . ,Lia)△ξ2(Lj1, . . . ,Ljb) = ξ(L1, . . . ,Lm),

где Li ∈ Fi, i = 1, . . . , m. Таким образом, решетка cωn является G-от-
делимой. Теорема доказана.

В случае n = 1 получаем

4.7.8 Следствие. Решетка всех разрешимо ω-насыщенных фор-

маций G-отделима.

Учитывая [209, замечание 3], мы получаем
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4.7.9 Следствие. Решетка всех n-кратно L-композиционных фо-

рмаций G-отделима при любом целом неотрицательном n.

В случае ω = P имеем

4.7.10 Следствие. Решетка всех n-кратно разрешимо насыщен-

ных формаций G-отделима при любом целом неотрицательном n.

При n = 1 и ω = P получим

4.7.11 Следствие. Решетка всех разрешимо насыщенных форма-

ций G-отделима.

Для всякого терма ξ сигнатуры {∩,∨ω
n} через ξ будем обозначать

терм сигнатуры {∩,∨ω
n−1}, получаемый из терма ξ, заменой каждого

вхождения символа ∨ω
n на символ ∨ω

n−1.

4.7.12 Лемма ([57, лемма 8]; [58, лемма 16]). Пусть ξ(xi1, . . . , xim)
— терм сигнатуры {∩,∨ω

n}, fi — внутренний ω-композиционный

cωn−1-значный спутник формации Fi, где i = 1, . . . , m; n > 1. Тогда

ξ(F1, . . . ,Fm) = CFω

(

ξ(f1, . . . , fm)
)

.

Доказательство. Проведем индукцию по числу r вхождений в
терм ξ символов из {∩,∨ω

n}.
Основание индукции (случай r = 1) вытекает из лемм 1.2.32

и 4.7.4.
Предположим теперь, что терм ξ имеет r > 1 вхождений симво-

лов из △ ∈ {∩,∨ω
n}. Пусть терм ξ имеет вид

ξ(x1, . . . , xm) = ξ1(xi1, . . . , xia)△ξ2(xj1, . . . , xjb),

где △ ∈ {∩,∨ω
n},

{xi1, . . . , xia} ∪ {xj1, . . . , xjb} = {x1, . . . , xm}

и лемма для термов ξ1 и ξ2 выполняется. Тогда

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = CFω

(

ξ1(fi1, . . . , fia)
)

,

ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) = CFω

(

ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

.

Понятно, что оба спутника ξ1(fi1, . . . , fia) и ξ2(fj1, . . . , fjb) внутрен-
ние. Значит, по индукции,

ξ(F1, . . . ,Fm) = ξ1(Fi1, . . . ,Fia)△ ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) =
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= CFω

(

ξ1(fi1, . . . , fia)△ ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

= CFω

(

ξ(f1, . . . , fm)
)

,

где △ = ∩, если △ = ∩ и △ = ∨ω
n−1, если △ = ∨ω

n. Лемма доказана.

4.7.13 Теорема ([57, теорема 1]; [58, теорема 1]). Пусть n > 1. То-

гда всякое тождество, справедливое в решетке всех формаций cω0 ,
выполняется и в решетке всех n-кратно разрешимо ω-насыщенных

формаций cωn .

Доказательство. Зафиксируем некоторое тождество

ξ1(xi1, . . . , xia) = ξ2(xj1, . . . , xjb) (4.10)

сигнатуры {∩,∨ω
n}. И пусть

ξ1(xi1, . . . , xia) = ξ2(xj1, . . . , xjb) (4.11)

— то же самое тождество, но уже в сигнатуре {∩,∨ω
n−1}.

Предположим, что тождество (4.11) выполняется в решетке cωn−1.
Пусть

Fi1, . . . ,Fia;Fj1, . . . ,Fjb

— произвольные n-кратно разрешимо ω-насыщенные формации. До-
кажем, что

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = ξ2(Fj1, . . . ,Fjb).

Пусть fic — минимальный ω-композиционный cωn−1-значный спутник
формации Fic (где c = 1, . . . , a), fjd — минимальный ω-композици-
онный cωn−1-значный спутник формации Fjd (где d = 1, . . . , b). Тогда
по лемме 4.7.12

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = CFω

(

ξ1(fi1, . . . , fia)
)

,

ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) = CFω

(

ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

.

Кроме того, ввиду следствия 1.6.11 формации

fi1(ω
′), . . . , fia(ω

′); fj1(ω
′), . . . , fjb(ω

′)

и формации
fi1(p), . . . , fia(p); fj1(p), . . . , fjb(p)

для произвольного простого числа p ∈ ω принадлежат решетке cωn−1.
Значит, по индукции

ξ1
(

fi1, . . . , fia
)

(p) = ξ1
(

fi1(p), . . . , fia(p)
)

=
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= ξ2
(

fj1(p), . . . , fjb(p)
)

= ξ2
(

fj1, . . . , fjb
)

(p)

и
ξ1
(

fi1, . . . , fia
)

(ω′) = ξ1
(

fi1(ω
′), . . . , fia(ω

′)
)

=

= ξ2
(

fj1(ω
′), . . . , fjb(ω

′)
)

= ξ2
(

fj1, . . . , fjb
)

(ω′).

Следовательно,

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = ξ2(Fj1, . . . ,Fjb).

Таким образом, тождество (4.10) выполняется в решетке cωn. Отсюда
вытекает требуемое утверждение. Теорема доказана.

4.7.14 Следствие ([58, следствие 5]). Решетка всех n-кратно раз-

решимо ω-насыщенных формаций cωn модулярна, но не является

дистрибутивной при любом целом неотрицательном n.

Доказательство. Согласно лемме 4.1.14 решетка всех форма-
ций cω0 модулярна. Применяя теперь теорему 4.7.13, видим, что при
любом целом неотрицательном n решетка cωn модулярна.

Для доказательства недистрибутивности решетки cωn достаточно
показать, что в решетке cω0 имеется недистрибутивная подрешетка.
Пусть M — класс локально конечных групп, экспоненты которых де-
лят данное простое число p 6= 2. Согласно [111], M — многообразие.
Пусть L(M) — решетка его подмногообразий. Тогда ввиду результа-
тов Г. Хигмана [285] (см. также [128, параграф 54.24]) решетка L(M)
не является дистрибутивной. Согласно лемме 4.1.17 решетка L(M)
вкладывается в решетку cω0 , а значит, и в решетку cω0 , поскольку фор-
мация fin(M) нильпотентна. Следовательно, ввиду теоремы 4.7.13,
решетка cωn не является дистрибутивной. Следствие доказано.

4.7.15 Лемма ([57, лемма 9]; [58, лемма 17]). Пусть Θ — X-от-

делимая решетка формаций, η — такая ее подрешетка, которая

со всякой своей формацией F содержит и все ее однопорожденные

Θ-подформации вида ΘformA, где A ∈ X. Тогда тождество ξ1 = ξ2
сигнатуры {∩,∨Θ} истинно в η, если оно выполняется для всех

однопорожденных Θ-формаций из η.

Доказательство. Пусть xi1, . . . , xia — переменные, входящие в
терм ξ1; xj1, . . . , xjb — переменные, входящие в терм ξ2; и пусть

Fi1, . . . ,Fia;Fj1, . . . ,Fjb ∈ η.

Покажем, что

F = ξ1(Fi1, . . . ,Fia) ⊆ ξ2(Fj1, . . . ,Fjb) = M.
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Не теряя общности, можем считать, что

xj1, . . . , xjt ∈ {xi1, . . . , xia},

но
{xjt+1

, . . . , xjb} ∩ {xi1, . . . , xia} = ∅.

Пусть A ∈ F. Тогда по условию найдутся такие X-группы Ai1, . . .
. . . , Aia, что Aik ∈ Fik (где k = 1, . . . , a) и

A ∈ ξ1(ΘformAi1, . . . ,ΘformAia).

Пусть Hik = ΘformAik, и пусть

Hjk =



















Hic, где xjk = xic, для некоторого c ∈ {1, . . . , a}

для всех k ∈ {1, . . . , t},

ΘformBjk для некоторой группы Bjk ∈ Fjk

для каждого k > t.

По условию
ξ1(Hi1, . . . ,Hia) = ξ2(Hj1, . . . ,Hjb).

Однако ξ2(Hj1, . . . ,Hjb) ⊆ M. Значит, A ∈ M. Таким образом, F ⊆
⊆ M. Аналогично доказывается обратное включение. Следователь-
но, F = M. Лемма доказана.

4.7.16 Теорема ( [57, теорема 2]; [58, теорема 2]). Пусть n >

1. Тогда если ω — бесконечное множество, то системы тож-

деств решеток всех формаций cω0 и всех n-кратно разрешимо ω-

насыщенных формаций cωn совпадают.

Доказательство. Зафиксируем некоторое тождество

ξ1(xi1, . . . , xia) = ξ2(xj1, . . . , xjb) (4.12)

сигнатуры {∩,∨ω
n}. Пусть

ξ1(xi1, . . . , xia) = ξ2(xj1, . . . , xjb) (4.13)

— то же самое тождество, но уже в сигнатуре {∩,∨ω
n−1}.

Предположим, что тождество (4.12) выполняется в решетке cωn.
Покажем, что тождество (4.13) выполняется в решетке cωn−1. Для
этого ввиду леммы 4.7.15 и теоремы 4.7.7 достаточно установить,
что если

Fi1, . . . ,Fia;Fj1, . . . ,Fjb
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— произвольные однопорожденные (n− 1)-кратно разрешимо ω-на-
сыщенные формации, то

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = ξ2(Fj1, . . . ,Fjb).

Пусть
Fi1 = cωn−1formAi1, . . . ,Fia = cωn−1formAia;

Fj1 = cωn−1formAj1, . . . ,Fjb = cωn−1formAjb.

Выберем такое простое число p ∈ ω, что p /∈ π(Ai1, . . . , Aia, Aj1, . . .
. . . , Ajb). Пусть

Bi1 = Zp ≀Ai1, . . . , Bia = Zp ≀ Aia;

Bj1 = Zp ≀ Aj1, . . . , Bjb = Zp ≀ Ajb,

где Zp — группа простого порядка p. Поскольку формации

Mi1 = cωnformBi1, . . . ,Mia = cωnformBia;

Mj1 = cωnformBj1, . . . ,Mjb = cωnformBjb

принадлежат решетке cωn , то F = M, где

F = ξ1(Mi1, . . . ,Mia) и M = ξ2(Mj1, . . . ,Mjb).

Пусть fic — минимальный ω-композиционный cωn−1-значный спутник
формации Mic (где c = 1, . . . , a); fjd — минимальный ω-композици-
онный cωn−1-значный спутник формации Mjd (где d = 1, . . . , b). Тогда
ввиду леммы 4.7.12

ξ1(Mi1, . . . ,Mia) = CFω

(

ξ1(fi1, . . . , fia)
)

,

ξ2(Mj1, . . . ,Mjb) = CFω

(

ξ2(fj1, . . . , fjb)
)

.

Пусть f и m — минимальные ω-композиционные cωn−1-значные спут-
ники формаций F и M соответственно. Тогда по следствию 1.6.11 и
согласно лемме 4.7.3

f(p) = ξ1
(

fi1, . . . , fia
)

(p) = ξ1
(

fi1(p), . . . , fia(p)
)

и
m(p) = ξ2

(

fj1, . . . , fjb
)

(p) = ξ2
(

fj1(p), . . . , fjb(p)
)

.

Значит,
ξ1
(

fi1(p), . . . , fia(p)
)

= ξ2
(

fj1(p), . . . , fjb(p)
)

.
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Так как Op(Aic) = 1, то, ввиду следствия 1.6.11 fic(p) = Fic, где
c = 1, . . . , a. Аналогично, fjd(p) = Fjd, где d = 1, . . . , b.

Следовательно,

ξ1(Fi1, . . . ,Fia) = ξ2(Fj1, . . . ,Fjb),

т. е. тождество (4.13) истинно в решетке cωn−1. Таким образом, каж-
дое тождество решетки cωn выполняется в решетке всех формаций
cω0 . Отсюда ввиду теоремы 4.7.13 вытекает требуемое утверждение.
Теорема доказана.

4.7.17 Следствие ([58, следствие 6]). Пусть ω — бесконечное мно-

жество. Тогда для любых целых неотрицательных m и n решетки

cωm и cωn имеют одну и ту же систему тождеств.

Доказательство. Пусть некоторое тождество выполняется в ре-
шетке cωn. Тогда по теореме 4.7.16 оно выполняется в решетке cω0 .
Значит, согласно теореме 4.7.13 это же тождество выполняется в
решетке cωm. Следствие доказано.

В случае ω = P получаем следующее утверждение.

4.7.18 Следствие. При любых целых неотрицательных m и n си-

стемы тождеств решеток cm и cn совпадают.

4.8 О вложимости разрешимо ω-насыщенных формаций
в компактные элементы решетки всех разрешимо

ω-насыщенных формаций

4.8.1 Лемма. Если решетка формаций Θ является алгебраичес-

кой, то ее компактными элементами являются в точности одно-

порожденные формации из Θ.

Доказательство. Пусть Θ — алгебраическая решетка форма-
ций. Понятно, что любая формация из Θ есть решеточное объеди-
нение своих однопорожденных подформаций из Θ, т. е.

R = ∨Θ(ΘformGi | i ∈ I),

где ΘformGi — подформация формации R, i ∈ I.
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Тогда, в силу компактности элемента R, найдутся такие i1, . . .
. . . , it ∈ I, что

R = ΘformGi1 ∨Θ . . . ∨ΘΘformGit = Θform(Gi1 × . . .×Git).

Лемма доказана.

4.8.2 Лемма. Пусть N1 × . . .×Nt = Soc(G), где Ni — минималь-

ная нормальная подгруппа группы G (i = 1, . . . , t), t > 1 и Rω(G) =
= 1. Пусть Mi — наибольшая нормальная в G подгруппа, содер-

жащая N1 × . . . × Ni−1 × Ni+1 × . . . × Nt, но не содержащая Ni

(i = 1, . . . , t). Тогда справедливы следующие утверждения:
1) для любого i ∈ {1, . . . , t} фактор-группа G/Mi монолитична

и ее монолит NiMi/Mi G-изоморфен Ni и Rω(G/Mi) = 1;
2) M1 ∩ . . . ∩Mt = 1.

Доказательство. Допустим, что группа G/Mi не монолитична
и T/Mi — минимальная нормальная в G/Mi подгруппа, отличная от
NiMi/Mi. Тогда Ni 6⊆ T и N1× . . .×Ni−1×Ni+1× . . .×Nt ⊆ Mi ⊆ T.
Значит, согласно определению подгруппы Mi, имеет место T ⊆ Mi.
Следовательно, T = Mi. Противоречие. Итак, фактор-группа G/Mi

монолитична и NiMi/Mi = Soc(G/Mi). Так как Mi ∩ Ni = 1, то
имеет место G-изоморфизм:

NiMi/Mi
∼= Ni/(Ni ∩Mi) = Ni/1 ∼= Ni.

Из последнего, в частности, вытекает, что Rω(G/Mi) = 1, поскольку
по условию Rω(G) = 1.

Покажем, что M1∩ . . .∩Mt = 1. Предположим противное. Пусть
R — минимальная нормальная подгруппа группы G, входящая в
M1∩. . .∩Mt. Тогда, очевидно, R 6= Ni для всех i = 1, . . . , t. Понятно,
что

t
⋂

i=1

(N1 × . . .×Ni−1 ×Ni+1 × . . .×Nt) = 1.

Значит, найдется такое i0 ∈ {1, . . . , t}, что

R 6⊆ K = N1 × . . .×Ni0−1 ×Ni0+1 × . . .×Nt.

Следовательно, RK = Soc(G) ⊆ Mi0. Тогда Ni0 ⊆ Mi0. Полученное
противоречие показывает, что M1 ∩ . . . ∩Mt = 1. Лемма доказана.

Основным результатом данного параграфа является следующая
теорема.
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4.8.3 Теорема Всякая разрешимо ω-насыщенная формация, вло-

жимая в компактный элемент решетки всех ω-насыщенных фор-

маций, вкладывается также в некоторый компактный элемент

решетки всех разрешимо ω-насыщенных формаций.

Доказательство. Пусть F — разрешимо ω-насыщенная форма-
ция и пусть для некоторой группы G справедливо включение F ⊆
⊆ lωformG. Пусть H = lωformG и пусть π = ω∩π(Com(G)) = {p1, . . .
. . . , pt}. Пусть K = cωformG∗, где

G∗ = G× (Zp1 ≀ (G/Op1(G)))× . . .× (Zpt ≀ (G/Opt(G))).

Для доказательства теоремы достаточно показать, что F ⊆ K.
Пусть f и k — минимальные ω-композиционные спутники фор-

маций F и K соответственно и пусть h — минимальный ω-локальный
спутник формации H. Для доказательства включения F ⊆ K доста-
точно показать, что f 6 k, т. е. f(ω′) ⊆ k(ω′) и f(p) ⊆ k(p) для
любого p ∈ ω.

Покажем сначала, что f(ω′) ⊆ k(ω′). Согласно лемме 1.6.13

f(ω′) = form(A | A ∈ f(ω′) и Rω(A) = 1)

и
k(ω′) = form(G∗/Rω(G

∗)).

Пусть A ∈ F и Rω(A) = 1. Заметим, что поскольку Rω(A/Rω(A)) =
= 1, то по лемме 4.7.2, чтобы показать, что A ∈ k(ω′) необходимо
лишь установить, что A ∈ formG∗. Согласно лемме 1.5.14

h(p) = form(G/Fp(G))

для всех p ∈ ω ∩ π(G).
Пусть Soc(A) = N1× . . .×Nk, где Ni — минимальная нормальная

подгруппа группы A (i = 1, . . . , k), t > 1 и пусть Mi — наибольшая
нормальная в A подгруппа, содержащая N1 × . . . × Ni−1 × Ni+1 ×
× . . . × Nt, но не содержащая Ni (i = 1, . . . , k). Так как A ∈ F, то
A/Mi ∈ F ⊆ H (i = 1, . . . , k). Согласно лемме 4.8.2 A/Mi — моно-
литическая группа с монолитом NiMi/Mi. Пусть p ∈ π(NiMi/Mi).
Поскольку Rω(A) = 1, т. е. монолит NiMi/Mi неабелев, то

A/Mi
∼= A/Mi/1 = (A/Mi)/Fp(A/Mi) ∈ h(p) =

= form(G/Fp(G)) ⊆ formG.
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Значит, по лемме 4.8.2

A ∼= A/1 = A/(M1 ∩ . . . ∩Mk) ∈ formG ⊆ formG∗.

Следовательно, A ∈ k(ω′). Итак, f(ω′) ⊆ k(ω′).
Покажем теперь, что f(p) ⊆ k(p) для любого p ∈ ω. Если f(p) =

= ∅, то включение очевидно.
Пусть f(p) 6= ∅. Докажем, что p ∈ π. Пусть M — класс всех

таких групп A, что ω ∩ π(Com(A)) ⊆ π. Тогда M — формация.
Действительно, если K ∈ M и N EK, то K/N ∈ M, так как ω ∩

∩ π(Com(K/N)) ⊆ ω ∩ π(Com(K)) ⊆ π. Пусть K/Ni ∈ M (i = 1, 2)
и пусть D = N1 ∩N2. Поскольку

(N1/D)(N2/D)/(N2/D) ⊆ (K/D)/(N2/D) ∼= K/N2 ∈ M,

то

(N1/D)(N2/D)/(N2/D) = (N1N2/D)/(N2/D) ∼= N1N2/N2 ∈ M.

Значит,
N1N2/N2

∼= N1/(N1 ∩N2) = N1/D ∈ M.

Рассмотрим главный ряд

1 ⊆ . . . ⊆ D ⊆ . . . ⊆ N1 ⊆ . . . ⊆ K.

Так как K/N1 ∈ M, то на участке главного ряда от N1 до K все ком-
позиционные факторы принадлежат классу M, а поскольку N1/D ∈
∈ M, то на участке главного ряда от D до N1 все композиционные
факторы также принадлежат классу M. Следовательно, K/D ∈ M.

Пусть m — такая формационная функция, что

m(a) =











M, если a = p ∈ π,

∅, если a = p ∈ ω \ π(Com(G)),

M, если a = ω′.

Тогда M = CFω(m).
Действительно, если L ∈ M, то L/Rω(L) ∈ M = m(ω′) и

L/Fp(L) ∈ M = m(p) для всех p ∈ ω ∩ π(Com(L)). Значит, L ∈
∈ CFω(m). Следовательно, M ⊆ CFω(m).

Предположим, что обратное включение неверно и пусть L — груп-
па минимального порядка из CFω(m)\M с монолитом R = LM. Если
Rω(L) 6= 1, то R ⊆ Rω(L). Значит, ω ∩ π(Com(R)) ⊆ π. Следова-
тельно, L ∈ M. Значит, Rω(L) = 1. Поэтому

L/Rω(L) = L/1 ∼= L ∈ m(ω′) = M.
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Полученное противоречие показывает, что CFω(m) ⊆ M. Таким об-
разом, M = CFω(m).

Значит, M — разрешимо ω-насыщенная формация, содержащая
группу G. Поэтому π ⊆ ω∩π(Com(M)). Кроме того, по определению
класса M для всех групп A ∈ M имеет место ω ∩ π(Com(A)) ⊆ π.
Поэтому ω ∩ π(Com(M)) ⊆ π. Итак, ω ∩ π(Com(M)) = π. Кроме
того, справедливо включение

ω ∩ π(Com(F)) ⊆ ω ∩ π(Com(G)) = π = ω ∩ π(Com(M)).

Следовательно, ω∩π(Com(F)) ⊆ π и, тем самым, p ∈ π. Тогда p = pi
для некоторого i ∈ {1, . . . , t}. Согласно лемме 1.6.13

f(p) = form(A | A ∈ f(p) и Op(A) = 1) и k(p) = form(G∗/Cp(G∗)).

Пусть A ∈ F и Op(A) = 1. Пусть A = A/Cp(A). Заметим, что
поскольку Op(A) = 1, то по лемме 4.7.2, чтобы показать, что A ∈
∈ form(G/Op(G)) необходимо лишь установить, что A ∈ formG.

Так как Fp(A) ⊆ Cp(A), то

A = A/Cp(A) ∈ q(A/Fp(A)).

Поскольку A ∈ F ⊆ H, то

A/Fp(A) ∈ h(p) = form(G/Fp(G)).

Значит,
A ∈ h(p) = form(G/Fp(G)) ⊆ formG

и поэтому A ∈ form(G/Op(G)). Заметим, что так как

T = Zp ≀ (G/Op(G)) = K ⋋ (G/Op(G)) ∈ K,

где K — база регулярного сплетения T, то согласно лемме 1.2.34

G/Op(G) ∼= T/K = T/Cp(T ) ∈ k(p).

Таким образом,

A = A/Cp(A) ∈ form(G/Op(G)) ⊆ k(p),

т. е. A = A/Cp(A) ∈ k(p). Следовательно, f(p) ⊆ k(p).
Итак, f(ω′) ⊆ k(ω′) и f(p) ⊆ k(p) для любого p ∈ ω. Следова-

тельно, F ⊆ K. Теорема доказана.
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Глава 5

КРАТКИЙ ОБЗОР РЕЗУЛЬТАТОВ
ПО АЛГЕБРЕ КЛАССОВ

Напомним, что частично упорядоченное множество, в котором
для любых двух элементов существуют точная нижняя и точная
верхняя грани, называется решеткой. Широкий спектр примене-
ния теории решеток в математике и смежных областях продемон-
стрирован в книге Биркгофа [13]. Методы общей теории решеток
нашли широкое применение и были развиты в теории многообра-
зий и квазимногообразий [222], в теории полугрупп и подполугрупп
[130, 220, 221, 293, 323, 338], в теории формаций [203, 230, 246, 275] и
классов Фиттинга [264].

В первом разделе остановимся на обзоре основных результатов,
относящихся к решеткам многообразий.

5.1 Решетки многообразий

Одним из основных направлений теории многообразий полугрупп
является изучение решеток полугрупповых многообразий. Значи-
тельное внимание в этой области уделяется рассмотрению тождеств
и близких к ним условий в таких решетках. Вплоть до недавне-
го времени почти все работы здесь были посвящены трем наиболее
известным решеточным тождествам — дистрибутивности, модуляр-
ности и дезарговости. В этом направлении был получен ряд глубо-
ких результатов. М.В. Волковым [37] были полностью описаны мно-
гобразия полугрупп с модулярной решеткой подмногообразий (чем
решена проблема Эванса [265]). В работах [332] и [334] описаны, со-
ответственно, коммутативные многообразия и многообразия ниль-
полугрупп с дистрибутивной решеткой подмногообразий (чем для
указанных классов многообразий решена проблема Шеврина [169,
задача 2.60]); более простое и короткое доказательство упомянутого
результата работы [334] опубликовано в [329]. В работах [303,304] до-
казана дезарговость решетки вполне регулярных многообразий по-
лугрупп.

Напомним, что многообразие полугрупп, заданное системой тож-
деств Σ, обозначается varΣ. Приведем обозначения для нескольких
конкретных многообразий полугрупп, которые будут неоднократно
встречаться в дальнейшем:

SEM — многообразие всех полугрупп;
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COM = var{xy = yx} — многообразие всех коммутативных по-
лугрупп;

An = var{xny = y, xy = yx} — многообразие всех абелевых групп
экспоненты, делящей n;

SL = var{x2 = x, xy = yx} — многообразие всех полурешеток;
LZ = var{xy = x} — многообразие всех полугрупп левых нулей;
RZ = var{xy = y} — многообразие всех полугрупп правых нулей;
ZM = var{xy = 0} — многообразие всех полугрупп с нулевым

умножением.
Через L(K) обозначается решетка всех многообразий, содержащихся
в классе алгебраических систем K. Решетка L(SEM) будет всюду
обозначаться SEM. Всякое многообразие полугрупп либо являет-
ся периодическим, т. е. состоит из периодических полугрупп, либо
надкоммутативно, т. е. содержит многообразие всех коммутативных
полугрупп COM. Как совокупность всех периодических многооб-
разий Per, так и совокупность всех надкоммутативных многообра-
зий образует подрешетку решетки всех многообразий полугрупп.
Решетку подмногообразий многообразия полугрупп V обозначают
через L(V) (см. [31]). Если V — надкоммутативное многообразие,
то решетка его надкоммутативных подмногообразий, т. е. интервал
[COM,V ] решетки L(V), обозначается через LOC(V).

Решетка SEM обладает всеми хрестоматийными свойствами ре-
шеток подмногообразий многообразий универсальных алгебр: она
полна, атомарна и коалгебраична, причем ее кокомпактными эле-
ментами являются в точности конечно базируемые многообразия.
Еще в 1955 году в работе Калицкого и Скотта [294] были описа-
ны атомы решетки SEM: это многообразия Ap для всех простых
p,LZ,RZ,SL,ZM и только они. Коатомов в решетке SEM нет.
Вцелом решетка SEM устроена чрезвычайно сложно (см. [222] и
рисунок). Достаточно упомянуть, что она содержит интервал, анти-
изоморфный решетке разбиений счетного множества [259, 292]. Ре-
шетка SEM континуальна.

Отметим наиболее важные подрешетки решетки SEM. Прежде
всего, SEM разбивается на две большие подрешетки с существенно
различными свойствами: коидеал OC всех надкоммутативных мно-
гообразий (т. е. многообразий, содержащих COM) и идеал Per всех
периодических многообразий.

Решетка OC допускает относительно простое и прозрачное опи-
сание в терминах решеток конгруэнций унарных алгебр некоторого
специального типа. В работе [335] показано, что решетка OC разла-
гается в подпрямое произведение некоторых своих интервалов, каж-
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дый из которых антиизоморфен решетке конгруэнций некоторого
G-множества. Таким образом, наиболее сложной частью решетки
SEM является решетка Per.

Надкоммутативные
многообразия

Периодические многообразия

Нильмногообрази
я

Многообразия

периодических групп

Вполне регулярные
многообразия

Комбинаторные
многообразия

Много-
образия

полугрупп
идемпо-
тентов

Рисунок — Решетка всех полугрупповых многообразий

В решетке Per можно выделить два обширных идеала с весьма
различными свойствами: идеал CR всех периодических вполне ре-
гулярных многообразий и идеал Comb всех комбинаторных много-
образий (т. е. многообразий, в которых все группы одноэлементны).
Их пересечением является решетка I всех многообразий полугрупп
идемпотентов, которая полностью описана независимо А.П. Бирю-
ковым [14], Фенмором [266] и Герхардом [272]. Другое доказатель-
ство этого результата опубликовано в работе Герхарда и Петри-
ча [273]. Решетка I счетна и дистрибутивна.

Говоря о решетке CR, следует отметить, что ее можно рассмат-
ривать как подрешетку решетки всех многообразий унарных вполне
регулярных полугрупп UCR, что перекликается с обозначением че-
рез CR решетки всех вполне регулярных многообразий полугрупп.
Решетка CR, будучи подрешеткой в Per, может рассматриваться
как подрешетка решетки UCR. Поэтому все свойства последней,
наследуемые подрешетками, сохраняются и для решетки CR. Прак-
тически вся информация, известная на сегодняшний день о решетке
CR, является «проекцией» на SEM результатов о решетке UCR.
Последняя была предметом интенсивного изучения в 1980-е годы, и
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на сегодняшний день ее строение изучено достаточно хорошо. При-
ведем один из ключевых результатов, относящихся к этой решетке:

5.1.1 Теорема ([302, Пастейн], [304, Петрич и Райли]). Решетка

UCR модулярна и, более того, дезаргова.

О строении решетки Comb известно существенно меньше. Упо-
мянутые выше результаты работ [259, 292] относятся фактически
именно к этой решетке, и потому можно утверждать, что решет-
ка Comb устроена в некотором смысле столь же сложно, как и вся
решетка SEM. То же самое можно сказать об идеале Nil решетки
Comb, состоящем из всех нильмногообразий. Вместе с тем, решетка
Nil, как и решетка OC, может быть некоторым образом охаракте-
ризована в терминах решеток конгруэнций унарных алгебр специ-
ального типа (см. [32, 328]).

Изучению многообразий полугрупп с различными типами решет-
ки их подмногообразий посвящено значительное число работ. Наи-
большее внимание при этом уделялось двум типам ограничений на
решетку подмногообразий — условиям конечности (т. е. условиям,
выполненным в любой конечной решетке) и тождествам. При рас-
смотрении тождеств естественно возникает интерес к многообрази-
ям, решетки подмногообразий которых содержат «большие» подре-
шетки, заведомо не удовлетворяющие никаким нетривиальным тож-
дествам.

Задача описания многообразий полугрупп с модулярной решет-
кой подмногообразий была отмечена в работе [265]. Она была реше-
на М.В. Волковым:

5.1.2 Теорема ([36, М.В. Волков]). Если многообразие полугрупп V
имеет модулярную решетку подмногообразий, то выполнено одно

из следующих условий:
1) V — многообразие ступени 6 2;
2) V ⊆ An ∨ C ∨ N для некоторого n, где C = var{x2 = x3, xy =

= yx}, а в многообразии N выполнены тождества x2y = xyx =
= yx2 = 0 и некоторое перестановочное тождество длины 4;

3) V ⊆ SL ∨ N , где N есть нильмногообразие, в котором вы-

полнено некоторое перестановочное тождество длины 4.

Следующая задача была поставлена Л.Н. Шевриным более трид-
цати лет назад и до сих пор в полном объеме не решена.

5.1.3 Проблема ([169, задача 2.60 а)]). Описать многообразия по-

лугрупп с дистрибутивной решеткой подмногообразий.
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Наибольшие продвижения в этом направлении получены в рабо-
тах [36, 38, 39, 334]. В [36] показано, что для многообразий с дис-
трибутивной решеткой подмногообразий справедливо утверждение,
аналогичное теореме 5.1.2, в [38] описаны многообразия с дистри-
бутивной решеткой подмногообразий, удовлетворяющие условию 2)
теоремы 5.1.2. В работе [39] получен аналогичный результат для
многообразий, в которых выполнено одно из требований: xy = xn+1y
и xy = xyn+1 (в этом случае описание дано по «модулю групп»). В
работе [332] полностью описаны нильмногообразия полугрупп с дис-
трибутивной решеткой подмногообразий.

В работе [333] была доказана дезарговость решетки подмногооб-
разий произвольного многообразия полугрупп с вполне регулярным
квадратом. Этот факт перекрывается следующим утверждением.

5.1.4 Теорема ([33,34,40, Б.М. Верников, М.В. Волков]). Для мно-

гообразия полугрупп V следующие условия эквивалентны:
1) решетка L(V) дезаргова;
2) решетка L(V) модулярна;
3) решетка L(V) полумодулярна вверх;
4) решетка L(V) слабо полумодулярна вверх.

Эта теорема дает полное описание многообразий полугрупп с дез-
арговой или [слабо] полумодулярной вверх решеткой подмногообра-
зий. Многообразия полугрупп, решетка подмногообразий которых
[слабо] полумодулярна вниз, также полностью описаны в [33,34,40].
Условия полумодулярности вниз и слабой полумодулярности вниз в
решетках многообразий полугрупп оказались эквивалентными меж-
ду собой, но не эквивалентными модулярности.

Основной целью второго раздела является обзор некоторых ре-
зультатов по решеткам формаций и классов Фиттинга.

5.2 Решетки формаций и классов Фиттинга

Относительно включения ⊆ множество всех формаций и множе-
ство всех классов Фиттинга являются полными решетками. Приме-
нение решеточных подходов в теории классов групп было впервые
осуществлено в рамках теории многообразий групп [128]. Если M —
локально конечное многообразие групп, то, как было показано в ра-
боте А.Н. Скибы [189], отображение fin, сопоставляющее каждому
подмногообразию F из M класс всех конечных F-групп finF, являет-
ся изоморфизмом решетки подмногообразий из M на решетку всех
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наследственных подформаций из M. Это обстоятельство позволя-
ет интерпретировать многие результаты о решетках локально ко-
нечных многообразий как результаты о решетках наследственных
формаций (см. подробнее работы А.Н. Скибы [190, 191]).

Как следует из результатов работы А.Н. Скибы [191], решетка
всех формаций не является дистрибутивной. Поэтому ряд исследо-
ваний был связан с поиском дистрибутивных решеток формаций.
Так, в работе Блессеноля и Брюстера [255] (в классе конечных раз-
решимых групп) была установлена дистрибутивность решетки всех
формаций, заключенных между F и NF, где F — формация, а NF —
класс всех тех групп, у которых F-корадикал не содержит фратти-
ниевых главных факторов. Позднее этот результат был доказан и в
классе всех групп [186]. Серия наследственных формаций с дистри-
бутивной решеткой наследственных подформаций найдена в работе
А.Н. Скибы [190].

В теории формаций решеточные методы впервые были приме-
нены А.Н. Скибой [192]. При этом существенную роль играет тот
установленный им факт, что решетка всех (насыщенных) формаций
модулярна. Впоследствии этот факт нашел много приложений при
исследовании структуры насыщенных формаций (см. главу 4 кни-
ги [230]; главы 4, 5 книги [203] и главу 4 книги [275]). В частности,
в монографии Л.А. Шеметкова и А.Н. Скибы [230] было доказа-
но, что решетка всех n-кратно насыщенных формаций модулярна.
Позднее Баллестер-Болинше и Л.А. Шеметков [241] установили мо-
дулярность решетки всех p-насыщенных формаций. В это же время
в монографии [203] было доказано, что решетка всех τ -замкнутых
n-кратно насыщенных формаций модулярна, но не дистрибутивна, а
решетка всех разрешимых тотально насыщенных формаций дистри-
бутивна. А.Н. Скиба и Л.А. Шеметков [206, 209] установили моду-
лярность решеток всех n-кратно ω-насыщенных формаций и всех
n-кратно L-композиционных формаций. Впоследствии И.П. Ша-
балина [219] установила модулярность решетки всех τ -замкнутых
n-кратно ω-насыщенных формаций, а М.В. Задорожнюк [100] —
модулярность решетки всех τ -замкнутых ω-композиционных фор-
маций. В.Г. Сафоновым была доказана модулярность, а затем и
дистрибутивность решетки всех тотально насыщенных формаций
[153, 310, 311]; а П.А. Жизневским [94] и, независимо, Н.Н. Воробь-
евым и А.А. Царевым [54] была установлена модулярность решетки
всех τ -замкнутых n-кратно ω-композиционных формаций.

В работе А.Н. Скибы и Е.А. Таргонского [195] были описаны на-
сыщенные формации F, у которых решетка всех насыщенных под-
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формаций, заключенных между F и N ∩ F, конечна и ее длина не
превосходит 2. Позднее этот результат был развит многими автора-
ми (см. подробнее главу 5 книги А.Н. Скибы [203]). В частности,
в работе Го Вэньбиня и К.П. Шама [277] были описаны нениль-
потентные тотально насыщенные формации F с булевой решеткой
F/∞F∩N всех тотально насыщенных формаций, заключенных меж-
ду F и F ∩ N, а в работе Го Вэньбиня [77] описаны τ -замкнутые
n-кратно насыщенные формации F с булевой решеткой F/τnF ∩ N

всех τ -замкнутых n-кратно насыщенных формаций, заключенных
между F и F ∩N.

В работе А.Н. Скибы [192] были описаны элементы высоты 6 4
решетки всех разрешимых насыщенных формаций. Отметим, что
при решении такой задачи А.Н. Скибой была дана (в неявном ви-
де) классификация элементов высоты 6 2 решетки всех формаций
(последний результат был передоказан другими методами В.А. Ве-
дерниковым [25] и частично доказан М.И. Эйдиновым [239]).

Пусть Θ — полная модулярная решетка формаций конечных
групп, 0Θ — нуль решетки Θ. Говорят, что Θ-формация F 6= 0Θ име-
ет Θ-длину lΘ(F), равную n, если существует такая совокупность
Θ-формаций F0, F1, . . . , Fn, что Fn = F, F0 = 0Θ и Fi — максималь-
ная Θ-подформация формации Fi, i = 1, . . . , n. В работе [27] дано
полное описание строения композиционных формаций c-длины 3.

В работе А.Н. Скибы [199] описаны n-кратно насыщенные фор-
мации, у которых решетка n-кратно насыщенных подформаций бу-
лева. В работе Го Вэньбиня [274] были описаны насыщенные фор-
мации с булевой решеткой насыщенных подформаций. В дальней-
шем [88, 89] были описаны ω-насыщенные формации, у которых ре-
шетка ω-насыщенных подформаций булева.

Изучение тождеств решетки n-кратно насыщенных формаций
восходит к работе А.Н. Скибы [194], где было отмечено, что при
любых целых неотрицательных m и n системы тождеств решеток
ln и lm совпадают (см. подробнее главу II книги [230]). Позднее Го
Вэньбинь и А.Н. Скиба [76] показали, что для любого бесконечного
множества простых чисел ω и при любых различных натуральных m
и n системы тождеств решетки всех m-кратно ω-насыщенных фор-
маций и решетки всех n-кратно ω-насыщенных формаций совпада-
ют, а в работе Л.А. Шеметкова, А.Н. Скибы и Н.Н. Воробьева [320]
этот результат был распространен на решетки функторно замкну-
тых n-кратно ω-насыщенных формаций.

Существенным вкладом в теорию решеток формаций конечных
групп явилась монография А.Н. Скибы „Алгебра формаций” [203].
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Многие идеи и конструкции этой монографии носят универсальный
характер и успешно используются при дальнейшей разработке тео-
рий не только насыщенных, но и композиционных и p-насыщенных
формаций.

В серии работ В.А. Ведерникова и его учеников (см., например,
[26, 28–30, 183, 184]) аналогичные вопросы исследовались в рамках
оригинальной теории расслоенных формаций.

В работе [26, 28] В.А. Ведерниковым предложен новый функци-
ональный подход к исследованию классов групп, позволивший на
языке функций описать все формации и классы Фит-
тинга конечных групп. Построены Ω-расслоенные формации
ΩF (f, ϕ) и Ω-расслоенные классы Фиттинга ΩF (f, ϕ) со спутником
f и направлением ϕ. Каждому спутнику f соответствует бесконеч-
ное множество различных направлений ϕ. На этом пути получе-
ны Ω-канонические и Ω-свободные формации и классы Фиттинга.
При фиксированном направлении ϕ найдено строение минимально-
го спутника f. В работе [26] описано строение максимальных спут-
ников расслоенных формаций и классов Фиттинга, а также уста-
новлена многогранность класса Ω-расслоенных формаций и классов
Фиттинга, что включает в себя новые Ω-канонические, Ω-компози-
ционные, Ω-биканонические и другие формации и классы Фиттинга.

Рассмотрим концепцию Ω-расслоенных формаций В.А. Ведерни-
кова. Пусть I — класс всех конечных простых групп, Ω — непустой
подкласс класса I. Функция

f : Ω ∪ {Ω′} → {формации групп},

принимающая одинаковые значения на изоморфных группах из Ω,
называется Ω-формационной функцией или, коротко, ΩF -функцией

[28]. Функция
g : I → {формации групп},

принимающая одинаковые значения на изоморфных группах из
I, называется формационной функцией или, коротко, F -функцией.
Функция

ϕ : I → {непустые формации Фиттинга},

принимающая одинаковые значения на изоморфных группах из I,
называется формационно-радикальной функцией или, коротко, FR-

функцией.
Пусть f — ΩF -функция, ϕ — FR-функция и

ΩF (f, ϕ) = (G | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) и G/Gϕ(A) ∈ f(A)
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для всех A ∈ Ω ∩ K(G)),

где K(G) — класс всех простых групп, изоморфных композицион-
ным факторам группы G, OΩ(G) = Oω(G).

Пусть f — F -функция, ϕ — FR-функция и

F (f, ϕ) = (G | G/Gϕ(A) ∈ f(A) для всех A ∈ K(G)).

В работе [28] показано, что классы ΩF (f, ϕ), F (f, ϕ) являются фор-
мациями. Формация F называется Ω-расслоенной [28], если F =
= ΩF (f, ϕ), где f и ϕ — некоторые ΩF -функция и ΩR-функция
соответственно. Функцию f называют ΩF -спутником, а функцию
ϕ — направлением Ω-расслоенной формации F.

Пусть f — F -функция. Формация F = F (f, ϕ) называется рассло-

енной формацией с направлением ϕ, а f называется F -спутником
формации F. В частности, при ϕ(A) = ScA мы получаем Ω-ком-
позиционную формацию. Формация F = ΩF (f, ϕ) является Ω-ком-

позиционной или, коротко, ΩC-формацией, если ϕ(A) = ScA для
любого A ∈ I, в этом случае пишут

F = ΩCF (f, ϕ) = (G | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) и

G/FA(G) ∈ f(A) для всех A ∈ Ω ∩ K(G)),

а f называют ΩC-спутником формации F.
В случае, когда функция f является формационной, получаем

определение композиционной формации

F = CF (f) = (G | G/FA(G) ∈ f(A) для всех A ∈ K(G))

c C-спутником f.
Всякая формация считается 0-кратно Ω-расслоенной с произ-

вольным направлением ϕ. Формация F называется n-кратно Ω-рас-
слоенной с направлением ϕ, если F имеет хотя бы один Ω-спут-
ник, все непустые значения которого являются (n − 1)-кратно Ω-
расслоенными формациями с тем же направлением ϕ.

Символом ΩF ϕ
n обозначается множество всех n-кратно Ω-рассло-

енных формаций с направлением ϕ. В работе Ю.А. Скачковой [184]
изучены n-кратно Ω-расслоенные формации с r-направлением ϕ та-
ким, что ϕ0 6 ϕ, ϕ(A) ⊆ GA′GA для всех A ∈ I, у которых решетка
всех n-кратно Ω-расслоенных подформаций с направлением ϕ явля-
ется булевой.

Формация F = ΩF (f, ϕ) называется Ω-канонической или, корот-
ко, ΩK-формацией, если ϕ(A) = GA′GA для любого A ∈ I и пишут

F = ΩKF (f) = (G | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) и
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G/OA′,A(G) ∈ f(A) для всех A ∈ Ω ∩ K(G)),

а f называют ΩK-спутником формации F.
Пусть f — F -функция. Формация

F = KF (f) = (G | G/OA′,A(G) ∈ f(A) для всех A ∈ K(G))

называется канонической формацией с K-спутником f.
В работе [183] исследуются решетки всех n-кратно Ω-каноничес-

ких и n-кратно Ω-биканонических формаций. Основные результаты
работы представляют следующие две теоремы.

5.2.1 Теорема ( [183, Ю.А. Скачкова]). Решетка всех n-кратно

Ω-канонических формаций индуктивна и модулярна.

5.2.2 Теорема ( [183, Ю.А. Скачкова]). Решетка всех n-кратно

Ω-биканонических формаций индуктивна и модулярна.

В работе [86] исследуются решетки ΩKn и Kn соответственно всех
n-кратно Ω-канонических и n-кратно канонических формаций. В
частности, доказаны следующие утверждения

5.2.3 Теорема ([86, Ю.А. Еловикова]). Решетка ΩKn G-отдели-

ма.

5.2.4 Теорема ([86, Ю.А. Еловикова]). При различных целых не-

отрицательных m и n системы тождеств решеток Km и Kn сов-

падают.

Аддитивная группа G с нулевым элементом 0 называется муль-

тиоператорной T -группой, если в G задана некоторая система n-ар-
ных алгебраических операций T при некоторых n, удовлетворяющих
условию n > 0, причем для всех t ∈ T должно выполняться условие
t(0, . . . , 0) = 0, где слева элемент 0 стоит n раз, если операция t
n-арна. Частными случаями мультиоператорных T -групп являются
группы, модули, кольца и мультикольца.

Пусть E — класс всех T -групп с конечными композиционными ря-
дами. Пусть Θ — полная решетка E-формаций. Обозначают ∆0 = Θ
и ∆n = ΩΘϕ

n для любого целого неотрицательного n. В частности,
если Θ = F — множество всех E-формаций, то ∆n = ΩFϕ

n, а ∆0 = F.
Если Ω = I, то ∆n = Θϕ

n и ∆0 = Θ.
В работе [30] определены и построены различные типы Ω-рассло-

енных формаций мультиоператорных T -групп, обладающих компо-
зиционными рядами. В частности, доказана следующая
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5.2.5 Теорема ([30, теорема 4]). Пусть X — непустой E-класс, Θ
— полная решетка E-формаций. Тогда для любого n > 0 и любого

направления ϕ справедливы утверждения:
1) ∆n = ΩΘϕ

n является полной решеткой формаций;
2) ∆n является модулярной решеткой;
3) ∆n = ΩFϕ

n является полной и модулярной решеткой.

Рассмотрим концепцию Ω-расслоенных классов Фиттинга [28].
Функция

f : Ω ∪ {Ω′} → {классы Фиттинга},

принимающая одинаковые значения на изоморфных группах из
Ω, называется [28] Ω-радикальной функцией или, коротко, ΩR-

функцией. Пусть f — ΩR-функция, ϕ — FR-функция и

ΩR(f, ϕ) = (G | OΩ(G) ∈ f(Ω′) и Gϕ(A) ∈ f(A)

для всех A ∈ Ω ∩ K(G)).

В работе [28] показано, что ΩR(f, ϕ) — класс Фиттинга.
Класс Фиттинга F называется Ω-расслоенным [28], если F =

= ΩR(f, ϕ), где f и ϕ — некоторые ΩR-функция и FR-функция
соответственно. Функцию f называют ΩR-спутником, а функцию
ϕ — направлением Ω-расслоенного класса Фиттинга F.

Всякий класс Фиттинга считается 0-кратно Ω-расслоенным с про-
извольным направлением ϕ. Класс Фиттинга F называется n-кратно
Ω-расслоенным с направлением ϕ, если F имеет хотя бы один Ω-спут-
ник, все непустые значения которого являются (n − 1)-кратно Ω-
расслоенными классами Фиттинга с тем же направлением ϕ.

Класс Фиттинга F = ΩR(f, ϕ) называется Ω-композиционным

или, коротко, ΩC-классом Фиттинга, если ϕ(A) = ScA для любого
A ∈ I, и пишут

F = ΩCR(f) = (G | OΩ(G) ∈ f(Ω′) и FA(G) ∈ f(A)

для всех A ∈ Ω ∩ K(G)),

а f называется ΩC-спутником класса Фиттинга F.
Класс Фиттинга F = ΩR(f, ϕ) называется Ω-каноническим или,

коротко, ΩK-классом Фиттинга, если ϕ(A) = GAGA′ для любого
A ∈ I, и пишут

F = ΩKR(f) = (G | OΩ(G) ∈ f(Ω′) и OA,A′

(G) ∈ f(A)

для всех A ∈ Ω ∩ K(G)),
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а ΩR-функцию f называют ΩK-спутником класса Фиттинга F.
Класс Фиттинга F = ΩR(f, ϕ) называется Ω-биканоническим

или, коротко, ΩB-классом Фиттинга, если ϕ(A) = GA′ для любой
неабелевой группы A ∈ I и ϕ(A) = GAGA′ для любой абелевой
группы A ∈ I. Пусть F — произвольный n-кратно ΩB-класс Фит-
тинга. Тогда через Bn

Ω(F) обозначают решетку всех его n-кратно
ΩB-подклассов Фиттинга.

О.В. Камозиной [102] описаны n-кратно Ω-биканонические клас-
сы Фиттинга с булевой решеткой подклассов Фиттинга. В частно-
сти, показано, что в этом случае класс Фиттинга прямо разложим с
помощью набора всех атомов своей решетки. Изучены прямые раз-
ложения классов Фиттинга, при этом рассмотрены Ω-расслоенные
классы Фиттинга с более общими направлениями.

В работе [104] изучены решетки всех классов Фиттинга, всех
n-кратно Ω-расслоенных классов Фиттинга с направлением ϕ и ре-
шетка всех тотально канонических классов Фиттинга. Показано, что
данные решетки являются алгебраическими.

В работе [29] В.А. Ведерниковым и М.М. Сорокиной введено по-
нятие ω-веерной формации и ω-веерного класса Фиттинга с направ-
лением ϕ. Направление ϕ определяется как отображение множества
всех простых чисел во множество всех непустых формаций Фит-
тинга. Существование бесконечного множества таких отображений
приводит к возможности построения для фиксированного множе-
ства ω новых видов формаций и классов Фиттинга. В частности,
ω-насыщенная формация представляет собой ω-веерную формацию
с таким направлением ϕ, что ϕ(p) = Gp′Np для любого простого чис-
ла p. В работе [29] изучены основные свойства ω-веерных формаций
и ω-веерных классов Фиттинга с направлением ϕ, а при фиксиро-
ванном ϕ получено строение их минимальных спутников. Отметим
следующее утверждение работы [29].

5.2.6 Теорема ([29, теорема 2]). Следующие условия эквивалент-

ны:
1) формация F является ωd-насыщенной;
2) формация F является ω-насыщенной.

Еще один общий подход к исследованию решеток формаций вос-
ходит к фундаментальной работе О.В. Мельникова [125], из резуль-
татов которой, в частности, вытекает, что решетка всех формаций
антиизоморфна решетке всех характеристических подгрупп подхо-
дящей свободной проконечной группы счетного ранга. Отметим на-
конец, что, как показано в работе [289], множество всех формаций
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решеточно упорядоченных групп образует полную брауэрову решет-
ку. В работе [297] рассмотрена полная алгебраическая решетка всех
формаций решеток и описаны атомы и коатомы такой решетки.

5.3 Произведения формаций

Полугруппа формаций и ее идемпотенты. Множество всех
формаций групп, рассматриваемое вместе с операцией произведения
формаций, которая ассоциативна (см. В. Гашюц [264, гл. IV; тео-
рема 1.8 a), c)]), является полугруппой. Эта полугруппа содержит
идемпотенты, т. е. такие формации F, для которых выполняется ра-
венство F = FF = F2. Идемпотентом, например, является класс Np

всех p-групп для любого простого числа p. Легко видеть, что такая
формация является идемпотентом.

Пусть F — формация. Идемпотент F называется минимальным,
если в нем не содержится ни одного неединичного отличного от него
идемпотента. Идемпотент F называется неразложимым, если из ра-
венства F = XY, где X и Y — подформации из F, всегда следует
{X, Y} ⊆ {(1), F}.

В 1984 г. на Всесоюзном коллоквиуме по теории групп А.И. Ста-
ростиным была поставлена задача описания всех идемпотентов по-
лугруппы формаций. Такая задача оказалась весьма сложной —
она остается открытой до настоящего времени. В монографии [230]
поставлена следующая задача: разлагается ли нормально наслед-

ственная формация F = FF в произведение двух формаций нетри-

виальным образом?
Для формации Np А.Н. Скибой и Л.А. Шеметковым (см. [196])

получен отрицательный ответ на этот вопрос. В частности, получен
следующий результат.

5.3.1 Теорема ([196, следствие 4]). Формация Np неразложима в

произведение двух своих нетривиальных подформаций.

Теорема 5.3.1 дает ответ на вопрос 10.72 из [112].
В дальнейшем анализировалась задача, состоящая в перечисле-

нии неразложимых нормально наследственных идемпотентов полу-
группы всех формаций.

5.3.2 Теорема ([106, теорема 1]). Если нормально наследственный

идемпотент полугруппы всех формаций содержит две неизоморф-

ные простые группы, то он разложим.
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5.3.3 Теорема ([106, теорема 2]). Пусть M — формация всех тех

групп, все композиционные факторы которых изоморфны простой

неабелевой группе T. Если H, F — непустые формации и M ⊆ HF,
то либо M ⊆ F, либо M ⊆ snH.

Заметим, что непустой нормально наследственный идемпотент
F 6= (1) полугруппы всех формаций полностью определяется зада-
нием класса всех простых групп, принадлежащих F. Действительно,
если X — класс всех простых групп, принадлежащих F, то F совпа-
дает с классом всех групп, все композиционные факторы которых
принадлежат X.

В дальнейшем О.В. Мельниковым [127] получен более общий ре-
зультат.

Пусть S — конечная простая группа. Через Ns обозначают класс
групп, все композиционные факторы которых изоморфны S. Оче-
видно, что такая формация является идемпотентом.

5.3.4 Теорема ([127, теорема]). Если Ns представлена в виде про-

изведения Ns = HF двух своих подформаций, то либо F, либо H

совпадает с Ns.

В случае, когда S — циклическая группа порядка p, утвержде-
ние теоремы 5.3.4 получено А.Н. Скибой и Л.А. Шеметковым [196].
Использование результатов о свободных проконечных группах из
[125,126] уточняет основной результат С.Ф. Каморникова и Л.А. Ше-
меткова [106].

Спутники произведений формаций

В работе [227] (см. также [230, § 7]) Л.А. Шеметков описал спут-
ники произведений насыщенных формаций.

5.3.5 Теорема ([227, теорема 1]). Пусть F = MH, m — локаль-

ный спутник формации M и h — внутренний локальный спутник

формации H. Тогда F = LF (f), где

f(p) =











m(p)H при p ∈ π(M),

h(p) при p ∈ π(F) \ π(M),

∅ при p ∈ P \ π(F).

5.3.6 Теорема ( [227, теорема 2]). Пусть F = MH, где π(H) ⊆
⊆ π(M) и формация M насыщена. Тогда формация F также насы-

щена и если M = LF (m), то F = LF (f), где
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f(p) =

{

m(p)H при p ∈ π(M),

∅ при p ∈ P \ π(M).

В дальнейшем эти две теоремы получили развитие в классах
ω-насыщенных и разрешимо ω-насыщенных формаций.

5.3.7 Теорема ( [206, теорема 7]). Пусть F = MH, где M =
= LFω(m), H = LFω(h) и спутники m и h являются внутренними.

Тогда F — ω-насыщенная формация и F = LFω(f), где

f(a) =











F, если a = ω′,

m(p)H, если a = p ∈ ω ∩ π(M),

h(p), если a = p ∈ ω \ π(M).

5.3.8 Теорема ([206, теорема 8]). Пусть F = MH, где M и H —

формации, причем M = LFp(m) для некоторого внутреннего спут-

ника m. Тогда формация F в том и только в том случае является

p-локальной, когда либо p ∈ π(M), либо p-локальна формация H.
Более того, при выполнении этих условий F = LFp(f), где

f(a) =











m(p′)H, если a = p′,

m(p)H, если a = p ∈ π(M),

h(p), если a = p /∈ π(M),

где h — внутренний p-локальный спутник формации H.

5.3.9 Теорема ([209, теорема 6]). Пусть формация F = MH, где

M = CFω(m), H = CFω(h) и спутники h и m являются внутрен-

ними. Тогда, если Nπ(M) ⊆ M, то F = CFω(f), где

f(a) =











F, если a = ω′,

m(p)H, если a = p ∈ ω ∩ π(Com(M)),

h(p), если a = p ∈ ω \ π(Com(M)).

В серии работ В.А. Ведерникова и его учеников (см., напри-
мер, [26,30,82,84,85]) аналогичные вопросы исследовались в рамках
оригинальной теории расслоенных формаций.

В работе [26] описаны спутники произведений Ω-расслоенных
формаций (в частности, Ω-канонических, Ω-биканонических форма-
ций и др.).
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5.3.10 Теорема ([26, лемма 3]). Пусть M и H — ΩF -формации

с r-направлением ϕ, m и h — внутренние Ω-спутники формаций

M и H соответственно. Если F1 = ΩF (f, ϕ) с Ω-спутником f
таким, что f(Ω′) = MH, f(A) = m(A)H для всех A ∈ Ω ∩ K(M)
и f(A) = h(A) для всех A ∈ Ω \ K(M), то MH ⊆ F1 и f является

внутренним Ω-спутником формации F1.

Формация F = ΩF (f, ϕ) называется Ω-канонической или, корот-
ко, ΩK-формацией, если ϕ(A) = GA′GA для любого A ∈ I, и пишут

F = ΩKF (f) = (G | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) и

G/OA′,A(G) ∈ f(A) для всех A ∈ Ω ∩ K(G)),

а f называют ΩK-спутником формации F. Пусть f — F -функция.
Формация

F = ΩKF (f) = (G | G/OA′,A(G) ∈ f(A) для всех A ∈ K(G))

называется канонической формацией [26, 28] с K-спутником f.

5.3.11 Теорема ( [26, лемма 8]). Пусть m и h — внутренние

Ω-спутники ΩK-формаций M и H соответственно. Тогда форма-

ция F = MH является ΩK-формацией с внутренним Ω-спутником

f таким, что f(Ω′) = F, f(A) = m(A)H для всех A ∈ Ω ∩ K(M) и

f(A) = h(A) для всех A ∈ Ω \ K(M).

Отметим, что теорема 5.3.11 независимо доказана Ю.А. Скачко-
вой.

Формация F = ΩF (f, ϕ) называется Ω-биканонической, или, ко-
ротко, ΩB-формацией [26], если ϕ(A) = GA′ для любой неабелевой
группы A ∈ I и ϕ(A) = GA′GA для любой абелевой группы A ∈ I и
обозначается

F = ΩBF (f) = (G | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′), G/OA′(G) ∈ f(A)

для всех A ∈ (Ω \ A) ∩ K(G) и

G/OA′,A(G) ∈ f(A) для всех A ∈ Ω ∩ A ∩ K(G)).

5.3.12 Теорема ([26, лемма 10]). Пусть m и h — внутренние

Ω-спутники ΩB-формаций M и H соответственно. Тогда форма-

ция F = MH является ΩB-формацией с внутренним Ω-спутником

f таким, что f(Ω′) = F, f(A) = m(A)H для всех A ∈ Ω ∩ K(M) и

f(A) = h(A) для всех A ∈ Ω \ K(M).
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Пусть E — класс всех T -групп с конечными композиционными
рядами. В дальнейшем будем считать, что все рассматриваемые
T -группы принадлежат классу E.

Следуя [26,28] в работе [30] определяются Ω-расслоенные форма-
ции мультиоператорных T -групп и описываются спутники произве-
дений таких формаций.

В частности, доказана следующая

5.3.13 Теорема ([26, теорема 7]). Пусть m и h — внутренние

Ω-спутники Ω-расслоенных E-формаций M и H соответственно с

r-направлением ϕ 6 ϕ2. Тогда формация F = MH является Ω-рас-

слоенной E-формацией с направлением ϕ и с внутренним Ω-спут-

ником f таким, что f(Ω′) = F, f(A) = m(A)H для всех A ∈ Ω ∩
∩ K(M) и f(A) = h(A) для всех A ∈ Ω \ K(M).

Произведения X-локальных формаций. Пусть X — такой
класс простых групп, что Char(X) = π(X). Рассмотрим отображение

f : π(X) ∪ {X′} → { формации групп},

не различающее никакие две неединичные изоморфные группы.
Обозначим через LFX(f) класс всех групп G, удовлетворяющих сле-
дующим условиям:

1) если H/K — главный eX-фактор группы G, то G/CG(H/K)
принадлежит f(p) для любого p ∈ π(H/K);

2) если G/L — монолитическая фактор-группа группы G и
Soc(G/L) ∈ e(X′), то G/L ∈ f(S), где S ∈ Com(Soc(G/L)).

Класс LFX(f) является формацией, она называется X-локальной

формацией [10].
Основной задачей теории произведений X-локальных формаций

является следующая проблема: каковы точные условия для двух X-

локальных формаций M и H, при которых их произведение MH

является X-локальной формацией?
Анализу такой задачи были посвящены работы [242–245] и первые

результаты в этом направлении были связаны с описанием форма-
ционных функций произведений X-локальных формаций [243, 244].

Упомянутая выше проблема А.Н. Скибы и Л.А. Шеметкова о су-
ществовании насыщенных произведений ненасыщенных формаций в
теории X-локальных формаций приобретает следующий вид: суще-

ствует ли X-локальное произведение не X-локальных формаций?
Ответ на этот вопрос был получен в работе [242]. Точные условия

для двух X-локальных формаций M и H, при которых их произведе-
ние MH является X-локальной формацией, впервые были найдены
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в работе [245]. В этой же работе были разработаны новые методы ис-
следования произведений формаций, которые позволили дать новое
решение упомянутой выше проблемы А.Н. Скибы и Л.А. Шеметкова
о существовании у формации всех p-групп нетривиальных факто-
ризаций. В частности, был доказан следующий красивый результат:
предположим, что F = MH, где M и H — непустые формации и

F p-насыщена. Если M ⊆ Np и M 6= Np, то F = H.
Этот результат получил развитие в работах А.Н. Скибы [188,

196, 325], В.Н. Рыжик и А.Н. Скибы [204], Т.Р. Вишневской [330],
Т.Р. Вишневской и А.Н. Скибы [331].

В работе Л.А. Шеметкова [234] была доказана следующая тео-
рема: формация F является разрешимо ω-насыщенной в том и

только в том случае когда она является X-локальной при ω =
= π(Com(X)).

Этот принципиальный факт позволяет применять при исследова-
нии X-локальных формаций результаты и методы теории разрешимо
ω-насыщенных формаций.

Произведения ω-насыщенных и разрешимо ω-насыщен-
ных формаций. Если

F = F1F2 . . .Ft (5.1)

произведение формаций F1,F2, . . . ,Ft и

F 6= F1 . . .Fi−1Fi+1 . . .Ft

для всех i = 1, 2, . . . , t, тогда (5.1) называется несократимой фак-

торизацией формации F.
В работе А.Н. Скибы и Л.А. Шеметкова [209] под номером 21

сформулирована следующая проблема.

5.3.14 Проблема. Описать несократимые факторизации однопо-

рожденной разрешимо ω-насыщенной формации.

Отметим, что данная проблема восходит к работам многих авто-
ров, первым из которых является А.Л. Шмелькин. Напомним, что
А.Л. Шмелькин [235] доказал следующий результат: произведение

MH нетривиальных многообразий M и H порождается одной ко-

нечной группой тогда и только тогда, когда M — нильпотентное

многообразие, H — абелево многообразие, а M и H имеют взаимно

простые экспоненты.
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Так как всякое нильпотентное многообразие неразложимо (см.
[128, предложение 24.34]), этот результат дает описание для всех воз-
можных факторизаций многообразий, порожденных одной конечной
группой. Позже этот результат был развит в работах [188, 196, 325],
где было получено описание всех возможных факторизаций одно-
порожденных насыщенных формаций. Используя такое описание,
А.Н. Скибой [188] было дано новое доказательство теоремы Шмель-
кина.

Известно, что произведение любых двух ω-насыщенных форма-
ций само является ω-насыщенной формацией при любом непустом
множестве простых чисел ω (см. теорему 6 работы А.Н. Скибы
и Л.А. Шеметкова [206]). Обратное утверждение о общем случае
неверно, даже если ω = P. Отметим, что первые примеры, пока-
зывающие, что существуют насыщенные произведения ненасыщен-
ных формаций, были построены независимо В.А. Ведерниковым [24]
и Н.Т. Воробьевым [70]. Дальнейшие примеры в этом направлении
были построены в работах [188, 242, 243].

В связи со всеми этими результатами следует отметить следую-
щий результат работы А.Н. Скибы [325]: если F = MH — однопо-

рожденная насыщенная формация и H 6= F, то M является насы-

щенной формацией.

Этот замечательный результат дал толчок большому числу ис-
следований, связанных с нахождением условий, при которых в про-
изведении MH двух неединичных формаций M и H первый со-
множитель является ω-насыщенной формацией для различных ω
[204, 205, 245, 276, 291, 330].

Итоговая открытая задача в данном направлении была сформу-
лирована А.Н. Скибой и Л.А. Шеметковым под номером 19 в рабо-
те [209].

5.3.15 Проблема. Пусть F = MH — однопорожденная разреши-

мо ω-насыщенная формация. Является ли формация M разрешимо

ω-насыщенной, если H 6= F?

В предельном случае, когда F = MH = Np — формация всех
p-групп, где p ∈ ω, эта проблема является другой формулировкой
следующей известной задачи Л.А. Шеметкова (Коуровская тетрадь,
вопрос 10.72 [113]): доказать неразложимость формации Np в про-

изведение двух нетривиальных подформаций.

Решение такой задачи, как известно, было достигнуто в работе
Л.А. Шеметкова и А.Н. Скибы [196]. Отметим, что другими мето-
дами эта задача была решена в более поздней работе [245]. Некото-
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рые результаты, касающиеся проблемы 5.3.14 можно найти в рабо-
тах [11, 75, 82, 205, 243–245, 276, 279, 291, 336].

Хорошо известен следующий результат Б.Х. Неймана, Х. Ней-
ман, П.М. Неймана, А.Л. Шмелькина: если M = M1M2 . . .Mt, где

M1, M2, . . . ,Mt — неразложимые многообразия групп, тогда все

факторы Mi однозначно определены (см. [128, теорема 23.32]). От-
носительно формаций групп, аналогичный результат не доказан (см.
вопрос 10.58 в „Коуровской тетради” [113]).

В частности, долгое время открытой оставалась следующая про-
блема.

5.3.16 Проблема. Пусть F = F1F2 . . .Ft — произведение неразло-

жимых формаций F1, F2, . . . ,Ft. Верно ли, что все сомножители

такой факторизации формации F однозначно определены, при усло-

вии, что F — ограниченная разрешимо ω-насыщенная формация?

Решение проблемы 5.3.16 дает следующая

5.3.17 Теорема ([280, теорема 7.4]). Пусть F = F1F2 . . .Ft — прои-

зведение неразложимых формаций F1,F2, . . . ,Ft. Если F — ограни-

ченная разрешимо ω-насыщенная формация, тогда все сомножи-

тели такой факторизации формации F однозначно определены.
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ПЕРЕЧЕНЬ ОСНОВНЫХ

ОПРЕДЕЛЕНИЙ И ОБОЗНАЧЕНИЙ

N — множество всех натуральных чисел;
P — множество всех простых чисел;
|G| — порядок группы G;
1 — единичный элемент и единичная группа;
π(G) — множество всех различных простых делителей порядка

группы G;
π(X) — объединение множеств π(G) для всех групп G из X;
p–группа — группа G, для которой π(G) = {p};
ω — некоторое непустое множество простых чисел;
ω′ — дополнение к множеству простых чисел ω во множестве всех

простых чисел;
Φ(G) — подгруппа Фраттини неединичной группы G, т. е. пере-

сечение всех максимальных подгрупп группы G;
F (G) — подгруппа Фиттинга группы G, т. е. произведение всех

нормальных нильпотентных подгрупп группы G;
Fp(G) — наибольшая нормальная p-нильпотентная подгруппа

группы G;
Op(G) — наибольшая нормальная p-подгруппа группы G;
Gp — силовская p–подгруппа группы G;
Gp′ — дополнение к силовской p–подгруппе в группе G;
H 6 G — H является подгруппой группы G;
H < G — H является собственной подгруппой группы G;
H E G — H является нормальной подгруппой группы G;
H EE G — H является субнормальной подгруппой группы G;
|G : H| — индекс подгруппы H в группе G;
< ... > — подгруппа, порожденная некоторым множеством эле-

ментов;
CG(H) — централизатор подгруппы H в группе G;
Zp — циклическая группа порядка p;
A×B — прямое произведение групп A и B;
[A]B, A⋋B — полупрямое произведение групп A и B;
A ≀B — регулярное сплетение группы A с группой B;
C♮ = {(c1, . . . , cn) | ci ∈ C} 6 K, где A ≀B — регулярное сплетение

группы A с группой B, K — база сплетения A ≀ B и C 6 A;
A ∼= B — группы A и B изоморфны;
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A
G
∼= B — группы A и B G-изоморфны.

Минимальная нормальная подгруппа группы G 6= 1 — неединич-
ная нормальная подгруппа группы G, не содержащая собственных
неединичных нормальных подгрупп группы G.

Монолитическая группа — неединичная группа, имеющая един-
ственную минимальную нормальную подгруппу.

Soc(G) — цоколь группы G — произведение всех минимальных
нормальных подгрупп группы G.

Монолит — цоколь монолитической группы.
Комонолитическая группа — такая группа G, в которой имеется

нормальная подгруппа M (комонолит группы G), что G/M — про-
стая группа и любая собственная нормальная подгруппа N группы
G содержится в M.

τ — подгрупповой функтор (в терминологии А.Н. Скибы).
Подгрупповой функтор τ сопоставляет каждой группе G такую

систему ее подгрупп τ(G), что
1) G ∈ τ(G) для любой группы G;
2) для любого эпиморфизма ϕ : A 7→ B и для любых групп H ∈

∈ τ(A) и T ∈ τ(B) имеет место Hϕ ∈ τ(B) и T ϕ−1

∈ τ(A).
τ -подгруппа H группы G — это такая подгруппа, что H ∈ τ(G).

Если τ(G) = {G}, то функтор τ называется тривиальным.
Подгрупповой функтор τ называется замкнутым, если для лю-

бых двух групп G и H, где H ∈ τ(G) имеет место τ(H) ⊆ τ(G).

Для любой совокупности подгрупповых функторов {τi | i ∈ I} их
пересечение τ = ∩i∈Iτi определяется следующим образом:

τ(G) =
⋂

i∈I

τi(G)

для любой группы G.
Частичный порядок на множестве всех подгрупповых функторов

вводится следующим образом:
τ1 6 τ2 имеет место в том и только в том случае, когда для любой

группы G справедливо τ1(G) ⊆ τ2(G);
τ — замыкание функтора τ, т. е. пересечение всех таких замкну-

тых функторов τi, для которых τ 6 τi;
sτX — множество всех таких групп H, что H ∈ τ (G) для некото-

рой группы G ∈ X.
Fr — поле из r элементов.
Класс групп — совокупность групп, содержащая с каждой своей

группой G и все ей изоморфные группы.

273

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



X-группа — группа, принадлежащая классу групп X.
∅ — пустой класс групп и пустое множество;
(1) — класс всех единичных групп;
(X) — класс групп, порожденный совокупностью групп X;
e(T) — класс всех таких групп, у которых все композиционные

факторы принадлежат (T), где T — произвольное множество про-
стых групп;

A — класс всех абелевых групп;
G — класс всех групп;
Gp′ — класс всех p′-групп;
Gπ — класс всех π-групп;
Gπ′ — класс всех π′-групп;
Gω′ — класс всех ω′-групп;
Gωd — класс всех единичных и таких неединичных групп, у кото-

рых каждый композиционный фактор A таков, что ω ∩ π(A) 6= ∅;
Gcp — класс всех таких групп, у которых все главные p-факторы

центральны;
I — класс всех простых групп;
N — класс всех нильпотентных групп;
Np — класс всех p–групп;
Np′ — класс всех нильпотентных p′-групп;
Nπ — класс всех нильпотентных π-групп;
N∗ — класс всех квазинильпотентных групп;
S — класс всех разрешимых групп;
Sp′ — класс всех разрешимых p′-групп;
Sπ — класс всех разрешимых π-групп;
Sωd — класс всех единичных и таких неединичных разрешимых

групп, у которых каждый композиционный фактор A таков, что ω∩
∩ π(A) 6= ∅;

U — класс всех сверхразрешимых групп.
Главный p-фактор группы G — это главный фактор группы G,

имеющий порядок, который делится на простое число p.
Всякое отображение множества всех классов групп в себя на-

зывается операцией на классах групп. Результат операции c, при-
мененной к классу X, обозначается через cX. Степень операции c
определяется так: c1 = c, cn+1X = cn(cX). Произведение операций
определяется равенствами:

c1c2X = c1(c2X), c1c2 . . .ctX = c1(c2 . . .ctX).
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Операции s, sn, sF , q, n0, r0, d0 определяются следующим обра-
зом:

q(X) — класс всех гомоморфных образов групп из X;
r0(X) — класс всех таких групп G, что в G имеется система нор-

мальных подгрупп N1, N2, . . . , Nt со свойствами N1∩N2∩. . .∩Nt = 1
и G/Ni ∈ X, i = 1, 2, . . . , t;

n0(X) — класс всех таких групп G, что в G имеется система суб-
нормальных подгрупп K1, K2, . . . , Kt со свойствами G = 〈K1, K2, . . .
. . . , Kt〉 и Ki ∈ X, i = 1, 2, . . . , t;

d0(X) — класс всех таких групп G, что G = G1 × G2 × . . .× Gt,
где Gi ∈ X, i = 1, 2, . . . , t;

sn(X) = (G | G ⊳ ⊳H для некоторой H ∈ X);
sFX = (G | G 6 H ∈ X и GN E H);
s(X) = (G | G 6 H для некоторой H ∈ X).
Класс групп X называется наследственным или s-замкнутым,

если X = s(X).
Com(G) — класс всех абелевых простых групп A таких, что A ∼=

∼= H/K для некоторого композиционного фактора H/K группы G;
Com(X) — класс всех простых абелевых групп A таких, что A ∼=

∼= H/K для некоторого композиционного фактора H/K группы G ∈
∈ X.

Cp(G) — пересечение централизаторов всех тех главных факто-
ров группы G, у которых композиционные факторы имеют порядок
p (если таких факторов у группы G нет, то полагают Cp(G) = G).

Формация — класс групп F, который одновременно является
q-замкнутым и r0-замкнутым, т. е. класс групп F является фор-
мацией, если F обладает следующими свойствами:

1) если G ∈ F и N ⊳ G, то G/N ∈ F;
2) если G/N1 ∈ F и G/N2 ∈ F, то G/(N1 ∩N2) ∈ F.
Класс Фиттинга — класс групп F, который одновременно яв-

ляется sn-замкнутым и n0-замкнутым, т. е. класс групп F является
классом Фиттинга, если F обладает следующими свойствами:

1) если G ∈ F и N ⊳ G, то N ∈ F;
2) если N1, N2 ∈ F, N1 ⊳ G,N2 ⊳ G и G = N1N2 то G ∈ F.
Подгруппа V группы G называется F-инъектором группы G, ес-

ли V ∩N является максимальной подгруппой группы N среди под-
групп, входящих в F для любой субнормальной подгруппы N груп-
пы G.

F-радикал GF — произведение всех нормальных F-подгрупп груп-
пы G;
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F-корадикал GF группы G — пересечение всех тех нормальных
подгрупп M из G, для которых G/M ∈ F;

Op(G) = GNp
;

Op(G) = GNp;
Fp(G) = GGp′Np

;

F p(G) = GNpGp′ ;
Oω(G) = GGω

;
Oω(G) = GGω ;
Gωd = GGωd

;
Gωd = GGωd;
Rω(G) — Sω-радикал группы G, т. е. произведение всех таких ее

разрешимых нормальных подгрупп, чьи порядки являются ω-груп-
пами.

MH — произведение классов групп M и H, т. е. класс групп

(G | G обладает нормальной подгруппой N ∈ M, G/N ∈ H).

M◦H — формационное произведение или произведение формаций

M и H, т. е. класс групп (G | G/GH ∈ M).
Если

F = F1 ◦ F2 ◦ . . . ◦ Ft (1)

произведение формаций F1, F2, . . . ,Ft и

F 6= F1 ◦ F2 ◦ . . . ◦ Fi−1 ◦ Fi+1 ◦ . . . ◦ Ft

для всех i = 1, 2, . . . , t, тогда (1) называется несократимой факто-

ризацией формации F.
M ⋄ H — фиттингово произведение M и H, т. е. класс групп

(G | G/GM ∈ H).
Полуформация — такой класс групп F, что F = q(F).
Насыщенная формация — такая формация F, что для любой

группы G с G/Φ(G) ∈ F всегда следует G ∈ F.
ω-Насыщенная формация — такая формация F, что для любого

простого числа p ∈ ω формация F содержит всякую группу G с
G/Op(Φ(G)) ∈ F.

Разрешимо ω-насыщенная формация — такая формация F, что
для любого простого числа p ∈ ω формация F содержит всякую
группу G с G/Φ(Op(G)) ∈ F.

Разрешимо насыщенная формация — разрешимо P-насыщенная
формация.
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Решетка формаций — такая непустая совокупность формаций
Ω, что для любых формаций M, H ∈ Ω обе формации M ∨ H =
= form(M ∪ H), M ∩ H принадлежат Ω.

Пусть ω — некоторое непустое множество простых чисел, ω′ = P\
\ ω и пусть f — произвольная функция вида

f : ω ∪ {ω′} → {формации групп}.

Функции f сопоставляют два класса групп

LFω(f) =
(

G | G/Gωd ∈ f(ω′) и G/Fp(G) ∈ f(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(G)
)

и
CFω(f) =

(

G | G/Rω(G) ∈ f(ω′) и

G/Cp(G) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(Com(G))
)

.

Если формация F такова, что F = LFω(f) для некоторой функции
f, то F называется ω-насыщенной или ω-локальной формацией с
ω-локальным спутником f. Если же формация F такова, что F =
= CFω(f) для некоторой функции f, то F называется разрешимо

ω-насыщенной или ω-композиционной формацией с ω-композици-

онным спутником f.
Внутренний спутник формации F — такой спутник f, что все

его значения лежат в F.
Минимальный ω-локальный спутник формации F — такой ω-ло-

кальный спутник f, что f =
⋂

i∈I

fi, где {fi | i ∈ I} — совокупность

всех ω-локальных спутников формации F.
Любое множество ω-локальных спутников считают частично упо-

рядоченным с отношением 6, которое задается следующим образом:
f 6 h, если f(a) ⊆ h(a) для всех a ∈ ω ∪ {ω′}, где f и h — ω-ло-
кальные спутники.

Для произвольной совокупности групп X полагают

X(Fp) =

{

form(G/Fp(G) | G ∈ X), если p ∈ π(X);

∅, если p /∈ π(X).

Канонический спутник ω-насыщенной формации F — такой ее
внутренний спутник f, что f(ω′) = F и f(p) = NpF(Fp), для всех
p ∈ ω.

Всякая формация считается 0-кратно ω-насыщенной, а при n > 0
формация F называется n-кратно ω-насыщенной, если F = LFω(f),
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где все непустые значения функции f являются (n−1)-кратно ω-на-
сыщенными формациями.

lωn-значный спутник — такой ω-локальный спутник, все значения
которого являются n-кратно ω-насыщенными формациями.

τ -замкнутая формация F — формация со свойством τ(G) ⊆ F

для всех групп G ∈ F.
τ -значный ω-локальный спутник — такой ω-локальный спутник,

все значения которого являются τ -замкнутыми формациями.
lτωn

-значный спутник — такой ω-локальный спутник, все зна-
чения которого являются τ -замкнутыми n-кратно ω-насыщенными
формациями.

Пусть ω — некоторое непустое множество простых чисел, ω′ = P\
\ ω и пусть f — произвольная функция вида

f : ω ∪ {ω′} → {формации групп}.

Функции f сопоставляют класс групп

LFω〈f〉 =
(

G | G/Oω(G) ∈ f(ω′) и G/Fp(G) ∈ f(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(G)
)

.

Если формация F такова, что F = LFω〈f〉 для некоторой функция
f, то F называется ω-насыщенной формацией с ω-локальным V -

спутником f.
Внутренний ω-локальный V -спутник формации F — такой ω-ло-

кальный V -спутник f, что все его значения лежат в F.
Минимальный ω-локальный V -спутник формации F — такой

ω-локальный V -спутник f, что f =
⋂

i∈I
fi, где {fi | i ∈ I} — со-

вокупность всех ω-локальных V -спутников формации F.
Канонический ω-локальный V -спутник формации F — такой

спутник F, что F = LFω〈F 〉, где F (ω′) = F и F (p) = NpF(Fp) для
всех p ∈ ω.

Минимальный ω-композиционный спутник формации F — такой
ω-композиционный спутник f, что f =

⋂

i∈I

fi, где {fi | i ∈ I} —

совокупность всех ω-композиционных спутников формации F.
Любое множество ω-композиционных спутников считают частич-

но упорядоченным с отношением 6, которое задается следующим
образом: f 6 h, если f(a) ⊆ h(a) для всех a ∈ ω ∪ {ω′}, где f и h —
ω-композиционные спутники.
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Для произвольной совокупности групп X полагают

X(Cp) =

{

form(G/Cp(G) | G ∈ X), если p ∈ π(Com(X));

∅, если p /∈ π(Com(X)).

Канонический спутник разрешимо ω-насыщенной формации F —
такой ее внутренний спутник f, что f(ω′) = F и f(p) = NpF(C

p),
для всех p ∈ ω.

Всякая формация считается 0-кратно разрешимо ω-насыщенной,
а при n > 0 формация F называется n-кратно разрешимо ω-насы-

щенной, если F = CFω(f), где все непустые значения функции f
являются (n− 1)-кратно разрешимо ω-насыщенными формациями.

cωn-значный спутник — такой ω-композиционный спутник, все
значения которого являются n-кратно разрешимо ω-насыщенными
формациями.

τ -значный ω-композиционный спутник — такой ω-композицион-
ный спутник, все значения которого являются τ -замкнутыми фор-
мациями.

cτωn
-значный спутник — такой ω-композиционный спутник, все

значения которого являются τ -замкнутыми n-кратно разрешимо
ω-насыщенными формациями.

Пусть ω — некоторое непустое множество простых чисел, ω′ = P\
\ ω и пусть f — произвольная функция вида

f : ω ∪ {ω′} → {классы Фиттинга}.

Функции f сопоставляют класс групп

LRω(f) =
(

G | Gωd ∈ f(ω′) и F p(G) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(G)
)

.

Если класс Фиттинга F таков, что F = LRω(f) для некоторой функ-
ции f, то F называется ω-локальным классом Фиттинга с ω-ло-

кальной H-функцией f.
Если в приведенном определении ω = P, то символ ω опускается,

и мы получаем определение локального класса Фиттинга.
Supp(f) = {a ∈ ω ∪ {ω′} | f(a) 6= ∅} — носитель ω-локальной

H-функции f.
В 2002 году профессором В.А. Ведерниковым предложен следу-

ющий подход к определению ω-локального класса Фиттинга. Пусть
ω — некоторое непустое множество простых чисел, ω′ = P\ω и пусть
f — произвольная функция вида

f : ω ∪ {ω′} → {классы Фиттинга}.
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Функции f сопоставляют класс групп

LRω〈f〉 =
(

G | Oω(G) ∈ f(ω′) и F p(G) ∈ f(p)

для всех p ∈ ω ∩ π(G)
)

.

Если класс Фиттинга F таков, что F = LRω〈f〉 для некоторой функ-
ции f, то F называется ω-локальным классом Фиттинга с ω-ло-

кальной H-функцией f.
Внутренняя (приведенная) ω-локальная H-функция класса Фи-

ттинга F — такая ω-локальная H-функция f, что f(a) ⊆ F для
всех a ∈ ω ∪ {ω′}.

Минимальная ω-локальная H-функция класса Фиттинга F —
такая ω-локальная H-функция f, что f =

⋂

i∈I

fi, где {fi | i ∈ I} —

совокупность всех ω-локальных H-функций класса Фиттинга F.
Для произвольной совокупности групп X полагают

X(F p) =

{

fit(F p(G) | G ∈ X), если p ∈ π(X);

∅, если p /∈ π(X).

Каноническая ω-локальная H-функция класса Фиттинга F — та-
кая H-функция f класса F, что f(ω′) = F и f(p) = (f(p))∗Np для
всех p ∈ ω, где f — внутренняя ω-локальная H-функция класса
Фиттинга F.

Θ-Каноническая ω-локальная H-функция класса Фиттинга F —
такая H-функция F класса F, что F (ω′) = F и F (p) = Θfit(F(F p))Np

для всех p ∈ ω.
Всякий класс Фиттинга считается 0-кратно ω-локальным, а при

n > 1 класс Фиттинга F называется n-кратно ω-локальным, если
F = LRω(f), где все непустые значения H-функции f являются
(n− 1)-кратно ω-локальными классами Фиттинга.

Тотально ω-локальный класс Фиттинга — класс Фиттинга, ко-
торый n-кратно ω-локален для всех натуральных n.

F∗ — максимальный элемент секции Локетта класса Фиттинга
F, т. е. наименьший (по включению) класс Фиттинга, содержащий
класс Фиттинга F и такой, что для любых групп G и H справедливо
равенство (G×H)F∗ = GF∗ ×HF∗.

Класс Локетта — такой класс Фиттинга F, для которого имеет
место F = F∗.

f ∗ — такая H-функция, что f ∗(p) = (f(p))∗ для всех p ∈ P.
F∗ — минимальный элемент секции Локетта класса Фиттинга F.
Locksec(F) — секция Локетта класса Фиттинга F.
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Полная решетка классов Θ — такая непустая совокупность клас-
сов групп, что пересечение любой совокупности классов из Θ снова
принадлежит Θ, и во множестве Θ имеется такой класс F, что H ⊆ F

для любого другого класса H ∈ Θ.
l(G) — нильпотентная длина разрешимой группы G;
l, l1 — полная решетка всех насыщенных формаций;
ln — полная решетка всех n-кратно насыщенных формаций;
lτn — полная решетка всех τ -замкнутых n-кратно насыщенных

формаций;
l∞ — полная решетка всех тотально насыщенных формаций;
lτ∞ — полная решетка всех τ -замкнутых тотально насыщенных

формаций;
lω — полная решетка всех ω-насыщенных формаций;
lωn — полная решетка всех n-кратно ω-насыщенных формаций;
lτω — полная решетка всех τ -замкнутых ω-насыщенных формаций;
lτωn

— полная решетка всех τ -замкнутых n-кратно ω-насыщенных
формаций;

c — полная решетка всех разрешимо насыщенных формаций;
cn — полная решетка всех n-кратно разрешимо насыщенных фор-

маций;
cτn — полная решетка всех τ -замкнутых n-кратно разрешимо на-

сыщенных формаций;
c∞ — полная решетка всех тотально разрешимо насыщенных фор-

маций;
cτ∞ — полная решетка всех τ -замкнутых тотально разрешимо на-

сыщенных формаций;
cω — полная решетка всех разрешимо ω-насыщенных формаций;
cωn — полная решетка всех n-кратно разрешимо ω-насыщенных

формаций;
cτω — полная решетка всех τ -замкнутых разрешимо ω-насыщен-

ных формаций;
cτωn

— полная решетка всех τ -замкнутых n-кратно разрешимо
ω-насыщенных формаций;

l, l1 — полная решетка всех локальных классов Фиттинга;
ln — полная решетка всех n-кратно локальных классов Фиттинга;
lω — полная решетка всех ω-локальных классов Фиттинга;
lnω — полная решетка всех n-кратно ω-локальных классов Фит-

тинга;
l∞ — полная решетка всех тотально локальных классов Фиттинга;
l∞ω — полная решетка всех тотально ω-локальных классов Фит-

тинга.
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Ln(F) — решетка всех n-кратно насыщенных формаций, содер-
жащихся в F ∈ ln;

Lτ
n(F) — решетка всех τ -замкнутых n-кратно насыщенных фор-

маций, содержащихся в F ∈ lτn;
Lω
n(F) — решетка всех n-кратно ω-насыщенных формаций, содер-

жащихся в F ∈ lωn ;
L∞(F) — решетка всех тотально насыщенных формаций, содер-

жащихся в F ∈ l∞;
Lτ
∞(F) — решетка всех τ -замкнутых тотально насыщенных фор-

маций, содержащихся в F ∈ lτ∞;
Lω
∞(F) — решетка всех тотально ω-насыщенных формаций, содер-

жащихся в F ∈ lω∞;
Ln(F) — решетка всех n-кратно локальных классов Фиттинга, со-

держащихся в F ∈ ln;
Ln
ω(F) — решетка всех n-кратно ω-локальных классов Фиттинга,

содержащихся в F ∈ lnω;
L∞(F) — решетка всех тотально локальных классов Фиттинга,

содержащихся в F ∈ l∞.
L(F,H), F/H — решетка всех классов Фиттинга, заключенных

между F и H, где F и H — классы Фиттинга таковы, что H ⊆ F;
M/∞H — решетка всех тотально локальных классов Фиттинга,

заключенных между M и H, где M и H — такие тотально локальные
классы Фиттинга, что H ⊆ M;

M/∞H — решетка всех тотально насыщенных формаций, заклю-
ченных между M и H, где M и H — такие тотально насыщенные
формации, что H ⊆ M;

M/τnH — решетка всех τ -замкнутых n-кратно насыщенных фор-
маций, заключенных между M и H, где M и H — такие τ -замкнутые
n-кратно насыщенные формации, что H ⊆ M;

M/ωnH — решетка всех n-кратно ω-насыщенных формаций, за-
ключенных между M и H, где M и H — такие n-кратно ω-насыщен-
ные формации, что H ⊆ M.

ΘformX — пересечение всех тех формаций из полной решетки Θ,
которые содержат совокупность групп X;

formX — пересечение всех тех формаций, которые содержат со-
вокупность групп X;

τ formX — пересечение всех тех τ -замкнутых формаций, которые
содержат совокупность групп X;

sformX — пересечение всех тех наследственных формаций, кото-
рые содержат совокупность групп X;

lformX — пересечение всех тех насыщенных формаций, которые
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содержат совокупность групп X;
lsformX — пересечение всех тех наследственных насыщенных

формаций, которые содержат совокупность групп X;
lnformX — пересечение всех тех n-кратно насыщенных формаций,

которые содержат совокупность групп X;
lτnformX — пересечение всех тех τ -замкнутых n-кратно насыщен-

ных формаций, которые содержат совокупность групп X;
l∞formX — пересечение всех тех тотально насыщенных форма-

ций, которые содержат совокупность групп X;
lτ∞formX — пересечение всех тех τ -замкнутых тотально насыщен-

ных формаций, которые содержат совокупность групп X;
lωformX — пересечение всех тех ω-насыщенных формаций, кото-

рые содержат совокупность групп X;
lωn formX — пересечение всех тех n-кратно ω-насыщенных форма-

ций, которые содержат совокупность групп X;
lτωformX — пересечение всех тех τ -замкнутых ω-насыщенных фор-

маций, которые содержат совокупность групп X;
lτωn

formX — пересечение всех тех τ -замкнутых n-кратно ω-насы-
щенных формаций, которые содержат совокупность групп X;

cformX — пересечение всех тех разрешимо насыщенных форма-
ций, которые содержат совокупность групп X;

cnformX — пересечение всех тех n-кратно разрешимо насыщен-
ных формаций, которые содержат совокупность групп X;

cτnformX — пересечение всех тех τ -замкнутых n-кратно разреши-
мо насыщенных формаций, которые содержат совокупность групп
X;

c∞formX — пересечение всех тех тотально разрешимо насыщен-
ных формаций, которые содержат совокупность групп X;

cτ∞formX — пересечение всех тех τ -замкнутых тотально разреши-
мо насыщенных формаций, которые содержат совокупность групп
X;

cωformX — пересечение всех тех разрешимо ω-насыщенных фор-
маций, которые содержат совокупность групп X;

cωnformX — пересечение всех тех n-кратно разрешимо ω-насыщен-
ных формаций, которые содержат совокупность групп X;

cτωformX — пересечение всех тех τ -замкнутых разрешимо ω-насы-
щенных формаций, которые содержат совокупность групп X;

cτωn
formX — пересечение всех тех τ -замкнутых n-кратно разреши-

мо ω-насыщенных формаций, которые содержат совокупность групп
X;
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ΘfitX — пересечение всех тех классов Фиттинга из полной решет-
ки Θ, которые содержат совокупность групп X;

fitX — пересечение всех тех классов Фиттинга, которые содержат
совокупность групп X;

lfitX — пересечение всех тех локальных классов Фиттинга, кото-
рые содержат совокупность групп X;

sfitX — пересечение всех тех наследственных классов Фиттинга,
которые содержат совокупность групп X;

lnfitX — пересечение всех тех n-кратно локальных классов Фит-
тинга, которые содержат совокупность групп X;

lωfitX — пересечение всех тех ω-локальных классов Фиттинга, ко-
торые содержат совокупность групп X;

lnωfitX — пересечение всех тех n-кратно ω-локальных классов Фит-
тинга, которые содержат совокупность групп X;

l∞fitX — пересечение всех тех тотально локальных классов Фит-
тинга, которые содержат совокупность групп X;

l∞ω fitX — пересечение всех тех тотально ω-локальных классов
Фиттинга, которые содержат совокупность групп X.

Пусть Θ — полная решетка формаций. Тогда если M, H ∈ Θ,
то M ∩ H — нижняя грань для {M,H} в Θ. Символом M ∨ ΘH

обозначается верхняя грань для {M,H} в Θ.
Спутник f называется Θ-значным, если все его значения принад-

лежат решетке Θ.
Θωl — совокупность всех таких формаций, которые обладают

ω-локальным Θ-значным спутником;
Θωc — совокупность всех таких формаций, которые обладают

ω-композиционным Θ-значным спутником.
Пусть Θ — полная решетка формаций. Для произвольной сово-

купности формаций {Fi | i ∈ I} из Θ полагают

∨Θ(Fi | i ∈ I) = Θform

(

⋃

i∈I

Fi

)

.

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность Θ-значных спутников.
Тогда через ∨Θ(fi | i ∈ I) обозначают такой спутник f, что f(a) =

= Θform
(

⋃

i∈I

fi(a)
)

для всех a ∈ ω ∪ {ω′}.

Полная решетка формаций Θωl называется индуктивной, если
для любого набора {Fi | i ∈ I} формаций Fi ∈ Θωl и для всякого
набора {fi | i ∈ I} внутренних Θ-значных ω-локальных спутников
fi, где fi — ω-локальный спутник формации Fi, имеет место

∨Θωl(Fi | i ∈ I) = LFω

(

∨Θ(fi | i ∈ I)
)

.
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Полная решетка формаций Θωc называется индуктивной, если
для любого набора {Fi | i ∈ I} формаций Fi ∈ Θωc и для всякого
набора {fi | i ∈ I} внутренних Θ-значных ω-композиционных спут-
ников fi, где fi — ω-композиционный спутник формации Fi, имеет
место

∨Θωc(Fi | i ∈ I) = CFω

(

∨Θ(fi | i ∈ I)
)

.

Пусть Θ — полная решетка классов Фиттинга. Тогда если M, H ∈
∈ Θ, то M∩H — нижняя грань для {M,H} в Θ. Символом M∨ ΘH

обозначается верхняя грань для {M,H} в Θ.
H-Функция f называется Θ-значной, если все ее значения при-

надлежат решетке Θ.
Θω — совокупность всех таких классов Фиттинга, которые обла-

дают ω-локальной Θ-значной H-функцией.
Пусть Θ — полная классов Фиттинга. Для произвольной совокуп-

ности классов Фиттинга {Fi | i ∈ I} из Θ полагают

∨Θ(Fi | i ∈ I) = Θfit

(

⋃

i∈I

Fi

)

.

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность Θ-значных H-функций.
Тогда через ∨Θ(fi | i ∈ I) обозначают такую H-функцию f, что

f(a) = Θfit
(

⋃

i∈I

fi(a)
)

для всех a ∈ ω ∪ {ω′}.

Полная решетка классов Фиттинга Θω называется индуктивной,
если для любого набора {Fi | i ∈ I} классов Фиттинга Fi ∈ Θω и
для всякого набора {fi | i ∈ I} внутренних Θ-значных ω-локальных
H-функций fi, где fi — ω-локальная H-функция класса Фиттинга
Fi, имеет место

∨Θω(Fi | i ∈ I) = LRω

(

∨Θ(fi | i ∈ I)
)

.

Однопорожденная формация F — такая формация, что для неко-
торой группы G имеет место F = formG.

Однопорожденная наследственная формация F — такая форма-
ция, что для некоторой группы G имеет место F = sform(G).

Однопорожденная насыщенная формация F — такая формация,
что для некоторой группы G имеет место F = lform(G).

Однопорожденная наследственная насыщенная формация F —
такая формация, что для некоторой группы G имеет место F =
= lsform(G).
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Однопорожденная ω-насыщенная формация F — такая форма-
ция, что для некоторой группы G имеет место F = lωform(G).

Однопорожденная τ -замкнутая ω-насыщенная формация F —
такая формация, что для некоторой группы G имеет место F =
= lτωform(G).

Однопорожденная разрешимо ω-насыщенная формация F — та-
кая формация, что для некоторой группы G имеет место F =
= cωform(G).

Пусть X — некоторый непустой класс групп. Полная решет-
ка формаций Θ называется X-отделимой, если для любого терма
ξ(x1, . . . , xm) сигнатуры {∩,∨Θ}, любых формаций F1, . . . ,Fm из
Θ и любой группы A ∈ X ∩ ξ(F1, . . . ,Fm) найдутся такие X-
группы A1 ∈ F1, . . . , Am ∈ Fm, что A ∈ ξ(ΘformA1, . . . ,ΘformAm).

Однопорожденный класс Фиттинга F — такой класс Фиттинга,
что для некоторой группы G имеет место F = fitG.

Пусть X — некоторый непустой класс групп. Полная решетка
классов Фиттинга Θ называется X-отделимой, если для любого тер-
ма ξ(x1, . . . , xm) сигнатуры {∩,∨Θ}, любых классов Фиттинга
F1, . . . ,Fm из Θ и любой группы A ∈ X ∩ ξ(F1, . . . ,Fm) най-
дутся такие X-группы A1 ∈ F1, . . . , Am ∈ Fm, что A ∈ ξ(ΘfitA1, . . .
. . . ,ΘfitAm).

Полная решетка формаций (классов Фиттинга) Θ называется ча-

стичной алгеброй формаций (классов Фиттинга), если для любого
простого числа p и для любой формации (любого класса Фиттинга)
F ∈ Θ имеет место NpF ∈ Θ (соответственно, имеет место FNp ∈ Θ).

Компактный элемент — такой элемент c полной решетки L, что
для любого подмножества X ⊆ L из неравенства c 6 supLX вы-
текает существование такого конечного подмножества X0 ⊆ X, что
c 6 supLX0.

Алгебраическая решетка — такая полная решетка, что любой ее
элемент является решеточным объединением компактных элемен-
тов.

Модулярная решетка — такая решетка L, что для любых x, y,
z ∈ L таких, что x 6 y, выполняется равенство

x ∨ (y ∧ z) = y ∧ (x ∨ z),

называемое модулярным законом.
Дистрибутивная решетка — такая решетка L, что для любых
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x, y, z ∈ L выполняется тождество

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),

называемое дистрибутивным законом.
Элемент a решетки L называется атомом, если для любого x ∈ L

из 0 < x 6 a следует, что x = a (т. е. если a покрывает наименьший
элемент 0).

Ортогональная система классов — такая совокупность {Fi | i ∈
∈ I} непустых классов групп Fi, что

1) либо |I| = 1, либо |I| > 1 и
2) Fi

⋂

Fj = (1) для любых двух различных i, j ∈ I.
Для любой ортогональной системы классов {Fi | i ∈ I} символом

⊗
i∈I

Fi (или иначе F1⊗F2⊗ . . .⊗Fn в случае, когда I = {1, . . . , n})

обозначают совокупность всех групп вида A1 × A2 × . . . × At, где
A1 ∈ Fi1, A2 ∈ Fi2, . . . , At ∈ Fit для некоторого натурального t и
i1, i2, . . . , it ∈ I.

Если |I| = 1 и Fi = F, то полагают F = ⊗
i∈I

Fi.

Пусть F — непустой класс групп. Говорят, что F является прямым

произведением классов {Fi | i ∈ I}, если совокупность {Fi | i ∈ I}
является ортогональной системой классов, и F = ⊗

i∈I
Fi.

Пусть L — решетка классов групп и F ∈ L. Класс F называет-
сяпрямо разложимым в решетке L, если F является прямым про-
изведением некоторых неединичных классов {Fi | i ∈ I} ⊆ L. В
противном случае F называется прямо неразложимым в решетке L.

Алфавитом называется произвольная совокупность попарно
различных символов. Произвольная конечная последовательность
букв, каждая из которых воспроизводит тот или иной символ алфа-
вита, называются словом в данном алфавите. Слова вида

(x∆ . . .∆) = (x∆m) = xm (m = 0, 1, . . .),

(∆ . . .∆F∆ . . .∆) = (∆mF∆n) = F (n)
m (m,n = 0, 1, . . .),

(∆ . . .∆P∆ . . .∆) = (∆mP∆n) = P (n)
m (m,n = 0, 1, . . .)

называются соответственно предметными, функциональными и
предикатными переменными. Число m называется номером пере-
менного, а число n — арностью соответственного предикатного или
функционального переменного.
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Полагают: 1) каждое слово вида xi или F
(0)
i есть терм; 2) если

α1, . . . , αn — термы, то слово F
(n)
i (α1, . . . , αn) также терм; 3) слово

называется термом, если оно является термом в силу условий 1, 2.
Тождеством называется формула вида

(∀x1 . . . xn)(f = g), (∀x1 . . . xn)P (α1, . . . , αm),

где f , g, α1, . . . , αm — термы от x1, . . . , xn, P — сигнатурный преди-
катный символ.
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271. Gaschütz, W. Lectures on subgroups of Sylow type in
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