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В данной статье рассматривается задача о свободных локализованных колебаниях шарнирно опертой слоистой 

цилиндрической вязкоупругой оболочки, находящейся под действием давления. В качестве исходных уравнений использо-

ваны уравнения уточненной теории слоистых оболочек, учитывающие поперечные сдвиги. Для решения данной задачи 

предложена методика, использующая асимптотический комплексный ВКБ-метод, согласно которой  исходная началь-

но-краевая задача сведена к последовательности одномерных краевых задач. Последовательное рассмотрение краевых 

задач позволяет найти искомую частоту колебаний и соответствующую моду, локализованную вблизи образующей.  

Для автоматизации расчетов частот собственных колебаний, а также решения задачи оптимального проектиро-

вания слоистых оболочек разработано приложение на языке программирования C++ в среде разработки C++ Builder, 

позволяющее вычислять при заданных физических и геометрических параметрах оболочки частоты собственных коле-

баний, критические нагрузки, а также оптимальные толщины заполнителя.  

Ключевые слова: слоистые вязкоупругие цилиндрические оболочки, частота колебаний, асимптотический комплекс-

ный ВКБ-метод. 
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The problem of free localized vibrations of pivotally hinged layered cylindrical viscoelastic shell being under pressure is  

considered in this article. The equations of refined theory of laminated shells, which take into account lateral shifts, were used as 

the initial equations. The methodology of using the asymptotic complex WKB-method according to which the initial boundary 

value problem is reduced to a sequence of one-dimensional boundary value problems has been proposed to solve this problem.  

Consistent consideration of boundary value problems allows finding sought-for frequency of oscillation and the corresponding 

mode, localized near the generator. 

The application in the programming language C++ development environment C++ Builder which allows to calculate  

natural vibration frequencies, critical loads and the optimal thickness of the filler under given physical and geometrical  

parameters of the shell was designed for automation of calculation of natural frequencies and solution of the problem of optimal 

design of laminated shells. 
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овременная техника широко использует 

тонкостенные оболочки, изготовленные из 

вязкоупругих композитных материалов. При-

менение композитов в элементах ответственных 

инженерных конструкций, используемых в 

авиакосмической технике, судостроении, энер-

гетическом и химическом машиностроении, 

приводит к необходимости развития и пополне-

ния математических моделей расчета колебаний 

композитных оболочек и методов. Среди мно-

гочисленных конструкций, выполненных из 

композитов, цилиндрические оболочки зани-

мают особое место.  

В упругой постановке и, как правило, в рам-

ках классической теории Кирхгофа–Лява вы-

полнено большое число работ, посвященных 

свободным и вынужденным колебаниям компо-

зитных оболочек. Значительно меньше иссле-
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дованы эти задачи с позиций неклассических 

теорий, учитывающих деформации поперечно-

го сдвига и сложность физико-механических 

свойств материала. Так, задача о собственных 

колебаниях слоистых композитных цилиндриче-

ских оболочек в рамках теории типа Тимошенко 

рассматривалась в [1]. Здесь для свободно опер-

тых торцов решение получено в форме двойных 

тригонометрических рядов. Исследуется влияние 

угла намотки на фундаментальную частоту. От-

мечается возможность повышения значений час-

тот при изменении характеристик намотки воло-

кон. Вибрационный изгиб вязкоупругих пласти-

нок и оболочек с учетом поперечных сдвигов рас-

смотрен в [2]. В [3] модальное демпфирование 

колебаний анизотропных слоистых пластин ис-

следовалось с помощью метода Релея–Ритца.  

В работах [4–5] для исследования слоистых вяз-

коупругих оболочек используются уравнения 

слоистых оболочек, учитывающие параметры 

поперечных сдвигов. Результаты исследования 

трехслойной балки, содержащей магнитореологи-

ческий эластомер, представлены в [6].  

В работе рассматриваются локальные формы 

колебаний слоистых вязкоупругих оболочек 

под действием статических нагрузок. Природа 

локализации свободных колебаний и форм по-

тери устойчивости оболочек хорошо изучена. 

Переменность физических и геометрических 

характеристик материала, из которого изготов-

лена оболочка, неоднородность напряженно-

деформированного состояния оболочки, вы-

званного характером статической нагрузки, мо-

гут быть причиной появления на поверхности 

оболочки «наиболее слабых» областей, которые 

приводят к сильной локализации форм колеба-

ний и форм потери устойчивости. 

Существует немало приближенных методов, 

используемых в теории оболочек: методы, ос-

нованные на представлении решений в виде 

рядов, вариационные методы, метод сеток и т.д. 

Но эти методы несовершенны, так как  при ре-

шении конкретных задач они предполагают 

фиксирование параметров, а также их примене-

ние связано с большими вычислительными 

трудностями. Использование точных аналити-

ческих методов также сопровождается матема-

тическими сложностями. Так как колебания 

происходят в окрестности некоторых линий, то 

наиболее эффективными в этом случае могут 

быть асимптотические методы, которые соче-

тают в себе простоту и точность. 

В работе используются уравнения слоистых 

оболочек, учитывающие параметры попереч- 

 

ных сдвигов, полученные  Э.И. Григолюком и 

Г.М. Куликовым с применением обобщенной 

кинематической гипотезы Тимошенко. Для ис-

следования свободных колебаний здесь исполь-

зуется асимптотический метод П.Е. Товстика, 

согласно которому, благодаря локализации 

форм колебаний в окрестности некоторой обра-

зующей φ = φ0, двумерные уравнения, описы-

вающие состояние слоистых оболочек, можно 

свести к последовательности одномерных крае-

вых задач. В работе этот метод распространяет-

ся на случай многослойных оболочек. 

Цель работы – разработка методики по-

строения форм локализованных собственных 

колебаний и определения соответствующих 

собственных частот слоистой цилиндрической 

вязкоупругой оболочки, находящейся под дей-

ствием внешнего давления,  с учетом попереч-

ных сдвигов и наличия на поверхности оболоч-

ки «слабой» образующей.  

Материал и методы. Рассмотрим тонкую 

круговую цилиндрическую оболочку длины L, 

состоящую из N вязкоупругих слоев, характери-

зующихся толщиной kh , модулем Юнга kE , 

плотностью k  и коэффициентом Пуассона k , 

k 1, 2, ,N . В качестве исходной поверхно-

сти примем срединную поверхность какого-

либо k-ого слоя, которую отнесем к криволи-

нейным ортогональным координатам Rs1 , 

 R2  (рис.). Здесь R – радиус цилиндра ис-

ходной поверхности, φ и s – окружная и про-

дольная координаты соответственно. Пусть  

k  – расстояние между исходной поверхностью 

и верхней границей k-ого слоя, iu , w  – танген-

циальные и нормальное (прогиб) перемещения 

точек исходной поверхности,  k
iu  – тангенци-

альные перемещения точек k-ого слоя,  θi – углы 

поворота нормали n к поверхности оболочки 

вокруг векторов  ei, где i=1, 2. 

В качестве исходных используем уравнения, 

основанные на гипотезах, которые сформулиро-

ваны Э.И. Григолюком и Г.М. Куликовым [7] и 

отличаются от классических уравнений полубез-

моментной теории тонких оболочек наличием 

дополнительных слагаемых, учитывающих попе-

речные сдвиги слоев. Отбрасывание последних 

приводит к уравнениям для изотропной оболочки 

с физическими характеристиками, равными ос-

редненным по толщине параметрам слоистой вяз-

коупругой исходной оболочки, и может давать 

существенные погрешности при расчетах. 
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Рис. Система координат в слоистой цилиндрической оболочке. 
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Здесь – оператор Лапласа в криволиней-

ной системе координат 1 , 2 ; E,  ,  – ос-

редненные модуль Юнга, коэффициент Пуассо-

на и плотность материала соответственно; 
F , 

 – функции напряжений и перемещений;  

W – нормальный прогиб;   – частота собст-

венных колебаний; 0
2T – усилие, возникающее в 

результате давления; 3 ,  , b – параметры, 

учитывающие поперечные сдвиги и вязкоупру-

гие свойства материала, определяемые по фор-

мулам [8]. 

В качестве граничных условий на краях рас-

смотрим условия шарнирного опирания  
 

02  FF , при s=0, l.  (2) 

Уравнения (1) отличаются от классических 

уравнений полубезмоментной теории тонких 

оболочек наличием дополнительных слагаемых, 

пропорциональных параметрам bb ,1 , и учи-

тывающих поперечные сдвиги слоев. Отбрасыва-

ние последних приводит к уравнениям для изо-

тропной оболочки с физическими характеристи-

ками, равными осредненным по толщине пара-

метрам слоистой вязкоупругой исходной оболоч-

ки. Их влияние на собственные частоты колеба-

ний зависит как от физических и геометрических 

параметров слоев, так и от характера нагружения.  

Уравнения (1) описывают состояние оболоч-

ки в окрестности безмоментного напряженно-

деформированного состояния, характеризую-

щегося давлением 
2T . 

В уравнениях  (1) перейдем к безразмерной 

системе координат s, : 

,, 212   Ra  

    .0,1 RLlsRas    (3) 

При таком выборе координат первая квадра-

тичная форма срединной поверхности имеет вид 







  2222  ddsRd , 

а радиус кривизны – 

 1

2

 RkR . (4) 

Переменность физических и геометрических 

характеристик материала, из которого изготов-

лена оболочка, непостоянство радиуса кривиз-

ны (4), зависимость длины оболочки от окруж-

ной координаты (3) являются причиной появле-

ния на поверхности оболочки «наиболее сла-

бых» областей, которые приводят к сильной 

локализации форм колебаний.  

Положим 

 22 K ,      32 K ,      

 , ~1  при 0 ,  (5) 

где  222 bRhK  , а     22
3

28 112   Rh   

малый параметр. 

Уравнения (1) перепишутся в виде: 
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Здесь  

fEhT 60
2 )(   ,     

2
2

4 
E

R
 ,       

RLl  ,  R , FEhRF 24 . 

В качестве граничных условий на краях рас-

смотрим условия шарнирного опирания  

02  FF ,  при s=0, l.    (7) 

Напряженно-деформированное состояние 

оболочки часто представляет собой сумму ос-

новного напряженного состояния и краевых 

эффектов. Первое из них распространяется на 

всю оболочку, а вторые имеют местный харак-

тер и локализуются вблизи определенных кри-

вых – линий искажения напряженно-

деформированного состояния (края оболочки, 

линии излома срединной поверхности и т.п.). 

В качестве приближенного подхода к реше-

нию задач теории оболочек может быть исполь-

зован следующий метод: на первых этапах рас-

чета основное напряженное состояние и крае-

вые эффекты строятся раздельно и рассматри-

ваются совместно только для выполнения гра-

ничных условий. В работе рассмотрено лишь 

основное напряженное состояние, которое по-

зволяет построить решение с точностью до ве-

личины О(ε
2
). Здесь и ниже запись  )( O  

означает существование не зависящей от  по-

стоянной  е > 0 такой, что  е . 

Положим  i , где  – безразмерная 

собственная частота колебаний,  – безразмер-

ный декремент колебаний. 

Разложим параметры, характеризующие соб-

ственную частоту колебаний, декремент и па-

раметры поперечных сдвигов по степеням ма-

лого параметра ε (5): 

...2
2

10   ,  ...2
2

1   , 

i
i

r
   , 

i
i

r
  . (8) 

Задача состоит в определении наименьшего 

значения 0 , для которого краевая задача 

(6), (7) имеет ненулевое решение.  

Считаем, что колебания происходят в окре-

стности некоторой образующей 0  , назы-

ваемой «слабой образующей». Для расчетов 

введем растяжение масштаба в окрестности 

этой образующей: 

 2
1

0
 . (9) 

Согласно [9] для решения задачи (6) пред-

ставим функции ),(  s , ),( sF  в виде: 
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12
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s
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(10) 

 








































 2

2

12
1

exp,

0

2),(  aqis
j

F

j

j

sF

,

(11) 

где  sj , ,  sF j ,  – полиномы по  , число q  

вещественно и определяет изменяемость формы 

потери устойчивости в направлении  , обра-

зующая 0   – наиболее слабая, а параметр a
характеризует скорость уменьшения глубины 

вмятин при удалении от нее. Положим 

.0Im a  (12) 

Неравенство  (12) гарантирует убывание ам-

плитуды волн вдали от линии 0  . Разложим 

функцию  k  в ряд в окрестности этой обра-

зующей: 

         2
000

2

1
2

1

 kkkk
   

(13) 

Для решения необходимо подставить значения 

(9–13) в систему (6) и граничные условия (7).  

Для определения неизвестных функций  

),( sf j , ),(  sj  и чисел q, a, φ0, nn  ,  при-

равняем к нулю коэффициенты при одинаковых 

степенях 2/1 . Результатом исследования явля-

ется рекуррентная последовательность диффе-

ренциальных уравнений 

...1,0,0
0




 jXH

j

k

kjk   (14) 

и последовательность соответствующих гра-

ничных условий 

 

lsjiXГ

j

k

kj
i
k ,0...1,01,0,0

0




 . (15) 

Здесь 

 

    

42
2 0

0 0 04 4

4 2 2 2

0 0

1

1 1

r

r r

q
H k

q s

q fq q q


 

   

  
  

 

    

. 

А операторы kH  и i
kГ  при 1k выражаются 

через производные по q  и 0   [9]. 




































 00

0
0

00
01

q

H
i

H

q

H
aH , 
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2 2 2
2 20 0 0

2 0 02 2

0 0

1
2

2

H H H
H a a

q q
  

 

   
    

    
 

2 2

0 0 0

2

0

H H
i a

q q




 

   
   

    
 

2 2 2

0 0 0
0 0 02 2 2

1
.

2 2

H Hi
ia H

q q


  



   
    

   
 

В случае шарнирного опирания одного из 

краев оболочки граничные условия для первых 

трех приближений примут вид: 

0
2

0
2

0 
s


 ,   00

1 





s
s


  ,  

2

1
2

s


 + 

3

0
3

s
s




   = 0,                

0
2

0

2

0
2

2
2

1
2 

























s
s

s
s

s
s






 ,               

3 42 3 2
20 02 1

2 3 3 42
s s s

s s s s

       


   

 
      

 
 

3

0

3

4
0

is

q s

 
 


. 

В случае, если на каком-то крае задано усло-

вие жесткой заделки, граничные условия для 

первых трех приближений на соответствующем 

крае s = 0  или  s =  l  имеют вид: 

00
0 

s


 ,  00

1 





s
s


  ,  

  
s

1  + 
2
0

2

s
s




   = 0, 

0
2

0
2
0

2
2

2
1

2 
























s
s

s
s

s
s






 , 

0
2 3

0
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2

2
0

22

2
1

2
2 














s
s

s
s

s
s

s 















. 

Рассмотрим краевую задачу, возникающую в 

нулевом приближении: 

 
42

2 0
04 4

1 rq k
q s




  
 

 
 

    4 2 2 2

0 01 1 0r rq fq q q         , 

0
2
0

2

0 





s


     при  0s ,  ls  .      (16) 

Очевидно, что наименьшей частоте колеба-

ний оболочки соответствует наименьшее поло-

жительное собственное значение краевой зада-

чи (16). Из (16)  следует, что ),( 000 q .  

Положим  

 0
0

0
000

,

0
0 ,),(min

0




qq
q

 ,      (17) 

где параметры 0q , 0
0  будут определяться из 

соотношений: 

0
0

00 









q
 при 0qq  , 0

0  .    (18) 

Решением краевой задачи (16)  будет функция 

)()(),( 0
000 sPs   ,     (19) 

где s(0
0 ) – собственная функция задачи (16) 

при условиях (17)–(18), )(0 P  – пока неопреде-

ленная функция.  

При  1j  имеем тождественное равенство.  

Решение уравнения, полученного  в первом 

приближении, можно представить в виде [19]: 

  qq
d

dP
iaPPs 


 

0
0

0
011 )(),(  ,  (20) 

где  q ,   – решения задач, полученных при 

дифференцировании  задачи (16)  по парамет-

рам q и φ0  при 0
00   , а функция )(1 P  еще 

не определена. 

Во втором приближении имеем уравнение, 

из которого получаем условие существования 

решения 2 : 

 

2

0 0

2

2

1 1 0

1

2

1
0

2

qq

d P dP

d d

i c P

 
 

    

  

 
      
 

,  (21) 

где 

)(  qqqai  ,  

  qqq aaс 22 2 , (22) 

4

0
0

4

2

0
220

00
246 )()(

ds

d

q

kiqqifqiq iiir 



 . (23) 

Условие  с=0 необходимо для существования 

решения уравнения (21) в виде полинома [9]. Из 

квадратного уравнения  с=0 находим единст-

венную величину а такую, что 0Im a : 
21

0

0
















qq

ia




.
     (24) 

При 0с  

 







 ni

2

1
11 ,  ,0, 1n  , (25) 

уравнение (21) имеет решение     nHP 0 , 

где  nH  – полином Эрмита n-ой степени. Ве-
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личина 11  i   минимальна при 0n . И в 

этом случае   1nH . Тогда наименьшая час-

тота колебаний и декремент колебаний  будут: 

 








 

2

1
Re0

1 ,  








 

2

1
Im0

1 . 

Найденная здесь поправка учитывает нали-

чие поперечных сдвигов (зависимость от пара-

метров   и  ). 

Для автоматизации расчетов частот собст-

венных колебаний, а также решения задачи оп-

тимального проектирования слоистых оболочек 

разработано приложение на языке программи-

рования C++ в среде разработки C++ Builder, 

позволяющее вычислять при заданных физиче-

ских и геометрических параметрах оболочки 

частоты собственных колебаний, критические 

нагрузки, а также оптимальные толщины за-

полнителя.  

В режиме работы «оптимальное проектиро-

вание» приложение рассчитывает толщины 

слоев заполнителя автоматически, исходя из 

условия постоянства массы оболочки и макси-

мальной критической нагрузки, которую спо-

собна выдержать оболочка, а также учитывая 

допуски погрешности, установленные пользо-

вателем. 

Заключение. Результаты работы позволяют 

избежать проведения дорогостоящих лабора-

торных экспериментов и связанных с ними 

энергетических и материальных затрат при оп-

ределении критических нагрузок реальных кон-

струкций, оценки технико-эксплуатационных 

свойств промышленных изделий и сооружений. 
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