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В статье на множестве AJ всех отображений произвольного множества J в произвольный группоид A определяется 

l-арная операция [ ]l, , J, где  – подстановка множества J, и изучается перестановочность элементов в полученном  

l-арном группоиде. В частности, установлена неабелевость этого l-арного группоида для нетождественной подста-

новки  и  группоида A, содержащего единицу  и элемент, отличный от нее. Кроме того, в работе определены шесть 

 l-арных аналогов центра группоида: левый центр; малый левый центр; большой левый центр; правый центр; малый 

правый центр; большой правый центр и найдены достаточные условия пустоты этих аналогов для l-арного группоида 

< AJ, [ ]l, , J >. Отдельно рассматривается случай, когда   –  цикл длины l – 1. Сформулированы следствия из основных 

результатов для множеств J = N, J = Z и J = {1, 2, , k}. 
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The paper defines an l-ar operation [ ]l, , J on the set AJ of all mappings of the set J into the groupoid A, where  is a  

substitution of the set J. It also studies the permutability of elements in the obtained l-ar groupoid. In particular, the paper  

establishes the non-commutativity of the l-ar groupoid for non-identity substitution  and the groupoid A containing a unity and 

an element different from it. Besides, 6 l-ar analogues of the groupoid center: the left center; smaller left center; bigger left  

center; right center; smaller right center; bigger right center are established in the article; sufficient conditions of the emptiness 

of these analogues for l-ar groupoid of < AJ, [ ]l, , J > are found. Separately the case of - cycle of l-1 length is considered.  

Findings of basic results for the multitude of J = N, J = Z и J = {1, 2, , k} are formulated.  

Key words: l-ar group, substitution, l-ar groupoid. 

 

1. Введение. В [1] для любого целого l  2, 

произвольного множества J, любой подстанов-

ки  множества J и любого группоида A на 

множестве A
J
 всех отображений множества J в 

группоид A была определена l-арная операция 

[ ]l, , J. Если J = {1, 2, , k}, то l-арная операция 

[ ]l, , J совпадает с l-арной операцией [ ]l, , k, ко-

торая была определена в [2] и подробному изу-

чению свойств которой посвящена [3]. 

В [4] автор определил шесть l-арных анало-

гов центра группоида и нашел достаточные ус-

ловия пустоты этих аналогов для l-арного груп-

поида < A
k
, [ ]l, , k >. В настоящей статье эти ре-

зультаты обобщаются для l-арного группоида 

[ ]l, , J. 

Определения большинства понятий, исполь-

зуемых в этой работе, можно найти в [3]. На-

помним только, что l-арным группоидом назы-

вают универсальную алгебру с одной основной 

l-арной операцией. 

Будем использовать стандартные обозначе-

ния: SJ – множество всех биекций множества J 

на себя; A
J
 – множество всех отображений 

множества J во множество A. Элементы множе-

ства SJ называют подстановками. Необходимую 

информацию о подстановках множеств произ-

вольной мощности можно найти в [5–6]. Если 

J = {1, 2, , k}, то полагают SJ = Sk. Если мно-

жество J совпадает с одним из множеств 

{1, 2, , k},  N = {1, 2, },   

Z = {, –2, –1, 0, 1, 2, }, 

то значение функции x  A
J
 в точке j  J  

удобно обозначать символом xj: x(j) = xj. В связи 

с этим, если x принадлежит одному из  

множеств A
{1, 2, , k}

, A
N
 или A

Z
, то соответствен-

но полагают 

x = (x1, x2, …, xk), x = (x1, x2, …),  

x = (…, x–2, x–1, x0, x1, x2, …). 

2. Предварительные результаты. Опреде-

ление 2.1 [1].  Пусть A – группоид, l  2, J – 
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произвольное множество,  – подстановка из SJ. 

Определим на A
J
 вначале бинарную операцию 

x 


  y, полагая 

(x 


  y)(j) = x(j)y((j)), j = 1, 2, , k, (2.1) 

а затем l-арную операцию 

[x1x2 … xl]l, , J = 

= x1 


  (x2 


  ( … (xl–2 


  (xl–1 


  xl)) … )). (2.2) 

Понятно, что операция [ ]2, , J совпадает с 

операцией 


 . 

Замечание 2.1. Если J = {1, 2, , k}, то 

операции 


  и [ ]l, , J = [ ]l, , k определены на k-ой 

декартовой степени A
k
 [2–3]. При этом (2.1) 

может быть записано в виде 

x 


  y = (x1y(1), x2y(2), …,  xky(k)), 

где 

x = (x1, x2, …, xk), y = (y1, y2, …, yk). 

Теорема 2.1  [1].  Пусть A – группоид, 

x1, x2, , xl  A
J
,   SJ. Тогда 

[x1x2  xl]l, , J(j) = x1(j)(x2((j))   

 (  (xl–1(
l–2

(j))xl(
l–1

(j)))  )), j  J. 

Заменяя в теореме 2.1 группоид полугруп-

пой, получим 

Следствие 2.1  [1].  Пусть A – полугруппа, 

x1, x2, , xl  A
J
,   SJ. Тогда 

[x1x2  xl]l, , J(j) =  

= x1(j)x2((j))  xl–1(
l–2

(j))xl(
l–1

(j)), j  J. 

Полагая в следствии 2.1 J = {1, 2, , k}, по-

лучим 

Следствие 2.2 [3].  Пусть A – полугруппа, 

l  2, k  2,   Sk, 

xi = (xi1, xi2, , xik)  A
k
, i = 1, 2, , l. 

Тогда 

[x1x2  xl]l, , k = (y1, y2, , yk), 

где 

yj = 
j)ljljj ll xxxx

()(1)(21 12   )( , j = 1, 2, , k. 

 

3. Основные результаты. Многие утвер-

ждения из [1] об операции [ ]l, , k, определенной 

на множестве A
k
, могут быть обобщены на слу-

чай операции [ ]l, , J, определенной на множест-

ве A
J
. Например, следующие две леммы, яв-

ляющиеся следствиями определения 2.1, обоб-

щают соответственно леммы 2.2.4 и 2.2.5 из [3]. 

Лемма 3.1.  Пусть A – группоид, 

m  {1, …, l – 2},   SJ, x1, …, xl  A
J
. Тогда  

 

[x1x2 … xl]l, , J =  

= [x1 … xm[xm+1 … xl]l–m, , J]m+1, , J, 

в частности, 

[x1 … xl]l, , J = x1 


  [x2 … xl]l–1, , J, 

[x1 … xl]l, , J = [x1 … xl–2(xl–1 


  xl)]l–1, , J. 

Лемма 3.2. Пусть A – группоид, содержа-

щий единицу 1, m  {1, …, l – 1},   SJ, 

x1, …, xm, e  A
J
, где e(j) = 1 для любого j  J. 

Тогда 

[
l

ee ]l, , J = e; [x1 … xm 


ml

ee ]l, , J = 

= [x1 … xm]m, , J. 

Теорема 3.1.  Пусть  –  нетождественная 

подстановка из SJ ,  группоид A содержит еди-

ницу 1 и элемент a, отличный от нее. Тогда l-

арный группоид < A
J
, [ ]l, , J > неабелев. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как  – нетожде-

ственная подстановка, то найдется такое j  J, 

что (j)  j. Положив e(s) = 1 для любого s  J, 

a(j) = a, a(s) = 1 для любого s  j, s  J, и, при-

менив лемму 2.3.2, получим 

aeea 



J,l,

l

][

1


 , 

JJl

l

,,2,,

2

][][ 



 eaeeae

  = e 



  a, 

откуда 

J,l,

l





][

1


eea (j) = a(j) = a, Jl

l

,,

2

][ 




eeae (j) = 

= e(j)a((j)) = 1·1 = 1. 

Следовательно, 

J,l,

l





][

1


eea   J,l,

l





][

2


eeae , 

то есть l-арный группоид < A
J
, [ ]l, , J > не явля-

ется абелевым. Теорема доказана. 

Если в теореме 3.1 положить J = {1, 2, , k}, 

 = (12  k), то получим предложение 2.8.1 [3]. 

Если в теореме 3.1 в качестве группоида A 

взять полугруппу и положить J = {1, 2, , k}, 

то получим предложение 3.5.1 [3]. 

Полагая в теореме 3.1 J = N, получим 

Следствие 3.1.  Пусть   –  нетождествен-

ная подстановка из SN,  группоид A содержит 

единицу и элемент a, отличный от нее. Тогда  

l-арный группоид < A
N
, [ ]l, , N > неабелев. 

Полагая в теореме 3.1 J = Z, получим 

Следствие 3.2.  Пусть   –  нетождествен-

ная подстановка из SZ,  группоид A содержит 

единицу и элемент a, отличный от нее. Тогда  

l-арный группоид < A
Z
, [ ]l, , Z > неабелев. 

Утверждение теоремы 3.1 можно усилить, 

если потребовать, чтобы в группоиде A выпол-

нялась сократимость слева (справа). 

Определим для l-арного группоида < A, [ ] > 
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шесть аналогов центра группоида: левый центр 

ZL(A, [ ]) = {z  A  [zxy1  yl–2] =  

= [xzy1  yl–2],  x, yi  A}; 

малый левый центр 

KZL(A, [ ]) = {z  A  ][

2




l

yyzx  =  

= ][

2




l

yyxz ,  x, y  A}; 

большой левый центр 

GZL(A, [ ]) = {z  A  ][

1




l

xxz  =  

= ][

2




l

xxxz ,  x  A}; 

правый центр 

ZR(A, [ ]) = {z  A  [y1  yl–2xz] = 

= [y1  yl–2zx],  x, yi  A}; 

малый правый центр 

KZR(A, [ ]) = {z  A  ][

2

xzyy

l






 =  

= ][

2

zxyy

l






,  x, y  A}; 

большой правый центр 

GZR(A, [ ]) = {z  A  ][

1

zxx

l






 =  

= ][

2

zxxx

l






,  x  A}. 

При  l = 2 все шесть аналогов совпадают с 

центром Z(A) группоида A. 

Ясно, что 
 

ZL(A, [ ]) ⊆ KZL(A, [ ]) ⊆ GZL(A, [ ]), 

 

ZR(A, [ ]) ⊆ KZR(A, [ ]) ⊆ GZR(A, [ ]). 
 

В случаях, когда не возникает разночтений, 

символ [ ] l-арной операции в обозначениях 

всех шести аналогов указывать не будем, то 

есть полагаем 
 

ZL(A, [ ]) = ZL(A), KZL(A, [ ]) =  

= KZL(A), GZL(A, [ ]) = GZL(A), 
 

ZR(A, [ ]) = ZR(A), KZR(A, [ ]) =  

= KZR(A), GZR(A, [ ]) = GZR(A). 
 

Для l-арной группы < A, [ ] > все шесть ана-

логов совпадают с ее центром Z(A, [ ]) = Z(A). 

Представляет интерес следующая 

Лемма 3.3.  Справедливы следующие ут-

верждения:  

1) если A – полугруппа с правым сокращени-

ем, то 
 

ZL(A
J
, [ ]l, , J) = KZL(A

J
, [ ]l, , J) = GZL(A

J
, [ ]l, , J); 

2) если A – полугруппа с левым сокращени-

ем, то 

 

ZR(A
J
, [ ]l, , J) = KZR(A

J
, [ ]l, , J) =  

= GZR(A
J
, [ ]l, , J); 

 

3) если A – полугруппа с двусторонним со-

кращением, то верны все равенства из 1) и 2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем утвержде-

ние 1). Выше отмечалось, что имеют место 

включения 
 

ZL(A
J
) ⊆ KZL(A

J
) ⊆ GZL(A

J
). 

 

Пусть z  GZL(A
J
), то есть 

[z



1l

xx ]l, , J = [xz



2l

xx ]l, , J 

для любого x  A
J
. Тогда 

[z



1l

xx ]l, , J(j) = [xz



2l

xx ]l, , J(j) 

для любого j  J, откуда, согласно  

следствию 2.1, 

z(j)x((j))x(
2
(j))  x(

l–2
(j))x(

l–1
(j)) = 

= x(j)z((j))x(
2
(j))  x(

l–2
(j))x(

l–1
(j)). 

Используя сокращение справа в полугруппе 

A, из последнего равенства получим 
 

                       z(j)x((j)) = x(j)z((j)). (3.1) 
 

Если y, y1, , yl–2 – произвольные элементы 

из A
J
, то из (3.1) следует 

z(j)x((j))y1(
2
(j))  yl–2(

l–1
(j)) = 

= x(j)z((j))y1(
2
(j))  yl–2(

l–1
(j)), j  J, 

z(j)x((j))y(
2
(j))  y(

l–1
(j)) = 

= x(j)z((j))y(
2
(j))  y(

l–1
(j)), j  J, 

откуда, согласно следствию 2.1, 

[zxy1  yl–2]l, , J(j) = [xzy1  yl–2]l, , J(j), 

Jl

l

,,

2

][ 




 yyzx (j) = Jl

l

,,

2

][ 




 yyxz (j), 

то есть 

[zxy1  yl–2]l, , J = [xzy1  yl–2]l, , J, 

Jl

l

,,

2

][ 




 yyzx  = Jl

l

,,

2

][ 




 yyxz . 

Следовательно, z  ZL(A
J
), z  KZL(A

J
), от-

куда 

GZL(A
J
) ⊆ ZL(A

J
), GZL(A

J
) ⊆ KZL(A

J
). 

Учитывая приведенные выше включения, 

получаем 

GZL(A
J
) = ZL(A

J
), GZL(A

J
) = KZL(A

J
). 

Докажем утверждение 2). Выше отмечалось, 

что имеют место включения 

ZR(A
J
) ⊆ KZR(A

J
) ⊆ GZR(A

J
). 
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Пусть z  GZR(A
J
), то есть 

[



1l

xx z]l, , J = [



2l

xx zx]l, , J 

для любого x  A
J
. Тогда 

[



1l

xx z]l, , J(j) = [



2l

xx zx]l, , J(j) 

для любого j  J, откуда, согласно следствию 2.1, 

x(j)x((j))  x(
l–3

(j))x(
l–2

(j))z(
l–1

(j)) = 

= x(j)x((j))  x(
l–3

(j))z(
l–2

(j))x(
l–1

(j)). 

Используя сокращение слева, из последнего 

равенства получим 

x(
l–2

(j))z(
l–1

(j)) = z(
l–2

(j))x(
l–1

(j)). (3.2) 

Если y, y1, , yl–2 – произвольные элементы 

из A
J
, то из (3.2) следует 

 

y1(j)y2((j))  yl–2(
l–3

(j))x(
l–2

(j))z(
l–1

(j)) = 

= y1(j)y2((j))  yl–2(
l–3

(j))z(
l–2

(j))x(
l–1

(j)), 

j  J, 

y(j)y((j))  y(
l–3

(j))x(
l–2

(j))z(
l–1

(j)) = 

= y(j)y((j))  y(
l–3

(j))z(
l–2

(j))x(
l–1

(j)), j  J, 

откуда, согласно следствию 2.1, 

[y1  yl–2xz]l, , J(j) = [y1  yl–2zx]l, , J(j),  

Jl

l

,,

2

][ 



xzyy

 (j) = Jl

l

,,

2

][ 



zxyy

 (j). 

[y1  yl–2xz]l, , J = [y1  yl–2zx]l, , J, 

Jl

l

,,

2

][ 



xzyy

  = Jl

l

,,

2

][ 



zxyy

 . 

Следовательно, z  ZR(A
J
), z  KZR(A

J
), откуда 

GZR(A
J
) ⊆ ZR(A

J
), GZR(A

J
) ⊆ KZR(A

J
). 

Учитывая приведенные выше включения, полу-

чаем 

GZR(A
J
) = ZR(A

J
), GZR(A

J
) = KZR(A

J
). 

Теперь 3) следует из 1) и 2). Лемма доказана. 

Теорема 3.2.  Пусть  –  нетождественная 

подстановка из SJ, полугруппа A содержит 

единицу и элемент, отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
J
, [ ]l, , J) = KZL(A

J
, [ ]l, , J) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
J
, [ ]l, , J) = KZR(A

J
, [ ]l, , J) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то 

ZL(A
J
, [ ]l, , J) = KZL(A

J
, [ ]l, , J) =  

= GZL(A
J
, [ ]l, , J) = ZR(A

J
, [ ]l, , J) =  

= KZR(A
J
, [ ]l, , J) = GZR(A

J
, [ ]l, , J) = . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как  – нетожде-

ственная подстановка, то найдется такое j  J, 

что (j)  j. Зафиксируем элемент a  A, отлич-

ный от единицы 1 полугруппы A. 

Докажем утверждение 1). Если z  KZL(A
J
), 

то определим функции e, x  A
J
 так, что e(s) = 1 

для любого s  J, x(j) = 1, x((j)) = a. Тогда 

[z



1l

ee ]l, , J = [ez



2l

ee ]l, , J, 

 [zx



2l

ee ]l, , J = [xz



2l

ee ]l, , J, 

в частности, 

[z



1l

ee ]l, , J(j) = [ez



2l

ee ]l, , J(j),  

[zx



2l

ee ]l, , J(j) = [xz



2l

ee ]l, , J(j), 

откуда 

z(j)e((j))e(
2
(j))  e(

l–2
(j))e(

l–1
(j)) = 

= e(j)z((j))e(
2
(j))  e(

l–2
(j))e(

l–1
(j)), 

z(j)x((j))e(
2
(j))  e(

l–2
(j))e(

l–1
(j)) = 

= x(j)z((j))e(
2
(j))  e(

l–2
(j))e(

l–1
(j)). 

Из этих равенств, учитывая определение 

функций e и x, получаем 

z(j)
1

11

l

  = 1z((j))
2

11

l

 ,  

z(j)a
2

11

l

  = 1z((j))
2

11

l

 , 

то есть 

z(j) = z((j)), z(j)a = z((j)), 

откуда z(j) = z(j)a. Так как A – полугруппа с ле-

вым сокращением, то a = 1, что невозможно, 

ввиду выбора элемента a  1. Следовательно, 

KZL(A
J
) = . 

Так как ZL(A
J
) ⊆ KZL(A

J
), то ZL(A

J
) = . 

Докажем утверждение 2). Если z  KZR(A
J
), 

то определим функции e, x  A
J
 так, что e(s) = 1 

для любого s  J, x(j) = a, x((j)) = 1. Положим 

также t = (
–1

)
l–2

(j). Тогда 

[



1l

ee z]l, , J = [



2l

ee ze]l, , J,  

[



2l

ee xz]l, , J = [



2l

ee zx]l, , J, 

в частности, 

[



1l

ee z]l, , J(t) = [



2l

ee ze]l, , J(t),  

[



2l

ee xz]l, , J(t) = [



2l

ee zx]l, , J(t), 

Откуда 
 

e(t)e((t))  e(
l–3

(t))e(
l–2

(t))z(
l–1

(t)) =  

= e(t)e((t))  e(
l–3

(t))z(
l–2

(t))e(
l–1

(t)), 

e(t)e((t))  e(
l–3

(t))x(
l–2

(t))z(
l–1

(t)) =  

= e(t)e((t))  e(
l–3

(t))z(
l–2

(t))x(
l–1

(t)). 
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Из этих равенств, учитывая определение 

функций e и x, получаем 


1

11

l

 z(
l–1

(t)) = 
2

11

l

 z(
l–2

(t))1, 


2

11

l

 x(
l–2

(t))z(
l–1

(t)) =  

=
2

11

l

 z(
l–2

(t))x(
l–1

(t)), 

то есть 

z(
l–1

(t)) = z(
l–2

(t)), (3.3) 

x(
l–2

(t))z(
l–1

(t)) = z(
l–2

(t))x(
l–1

(t)). (3.4) 

Из (3.4), учитывая равенства 

x(j) = a, x((j)) = 1, t = (
–1

)
l–2

(j), 

последовательно получаем 

x(
l–2

((
–1

)
l–2

(j)))z(
l–1

(t)) =  

= z(
l–2

(t))x(
l–1

((
–1

)
l–2

(j))), 

x(j)z(
l–1

(t)) = z(
l–2

(t))x((j)), 

az(
l–1

(t)) = z(
l–2

(t)). 

В последнем равенстве и в (3.3) правые час-

ти равны, поэтому 

az(
l–1

(t)) = z(
l–1

(t)). 

Так как A – полугруппа с правым сокраще-

нием, то a = 1, что невозможно ввиду выбора 

элемента a  1. Следовательно, KZR(A
J
) = .  

Так как ZR(A
J
) ⊆ KZR(A), то ZR(A

J
) = . 

Утверждение 3) следует из утверждений  

1) и 2) данной теоремы и утверждения 3)  

леммы 2.3.3. Теорема доказана. 

Замечание 3.1.  Легко проверяется, что если 

  –  тождественная подстановка из SJ, полу-

группа A содержит единицу, то 

ZL(A
J
, [ ]l, ε, J) = KZL(A

J
, [ ]l, ε, J) = 

= ZR(A
J
, [ ]l, ε, J) = KZR(A

J
, [ ]l, ε, J) = Z(A

J
), 

где Z(A
J
) – центр группоида A

J
, с операцией 

(xy)(j) = x(j)y(j), j  J. 

В частности, если полугруппа A коммута-

тивна, то 

ZL(A
J
, [ ]l, ε, J) = KZL(A

J
, [ ]l, ε, J) = 

= ZR(A
J
, [ ]l, ε, J) = KZR(A

J
, [ ]l, ε, J) = A

J
. 

Полагая в теореме 3.2 J = {1, 2, , k}, получим 

Следствие 3.3 [4]. Пусть  – нетождествен-

ная подстановка из Sk, полугруппа A содержит 

единицу и элемент, отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
k
, [ ]l, , k) = KZL(A

k
, [ ]l, , k) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
k
, [ ]l, , k) = KZR(A

k
, [ ]l, , k) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то 

ZL(A
k
, [ ]l, , k) = KZL(A

k
, [ ]l, , k) =  

GZL(A
k
, [ ]l, , k) = ZR(A

k
, [ ]l, , k) =  

= KZR(A
k
, [ ]l, , k) = GZR(A

k
, [ ]l, , k) = . 

Полагая в теореме 3.2 J = N, получим 

Следствие 3.4.  Пусть   –  нетождествен-

ная подстановка из SN, полугруппа A содержит 

единицу и элемент, отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
N
, [ ]l, , N) = KZL(A

N
, [ ]l, , N) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
N
, [ ]l, , N) = KZR(A

N
, [ ]l, , N) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то 

ZL(A
N
, [ ]l, , N) = KZL(A

N
, [ ]l, , N) =  

=GZL(A
N
, [ ]l, , N) =  ZR(A

N
, [ ]l, , N) =  

= KZR(A
N
, [ ]l, , N) = GZR(A

N
, [ ]l, , N) = . 

Полагая в теореме 3.2 J = Z, получим 

Следствие 3.5.  Пусть   –  нетождествен-

ная подстановка из SZ, полугруппа A содержит 

единицу и элемент, отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
Z
, [ ]l, , Z) = KZL(A

Z
, [ ]l, , Z) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
Z
, [ ]l, , Z) = KZR(A

Z
, [ ]l, , Z) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то 

ZL(A
Z
, [ ]l, , Z) = KZL(A

Z
, [ ]l, , Z) =  

= GZL(A
Z
, [ ]l, , Z) = ZR(A

Z
, [ ]l, , Z) =  

= KZR(A
Z
, [ ]l, , Z) = GZR(A

Z
, [ ]l, , Z) = . 

Считая в теореме 3.2 и следствиях из нее, 

что A является группой, получим еще четыре 

утверждения. 

Теорема 3.3.  Пусть  –  нетождественная 

подстановка из SJ, группа A содержит более 

одного элемента. Тогда 

ZL(A
J
, [ ]l, , J) = KZL(A

J
, [ ]l, , J) =  

= GZL(A
J
, [ ]l, , J) = ZR(A

J
, [ ]l, , J) =  

= KZR(A
J
, [ ]l, , J) = GZR(A

J
, [ ]l, , J) = . 

Полагая в теореме 3.3 J = {1, 2, , k}, получим 

Следствие 3.6 [3].  Пусть  –  нетожде-

ственная подстановка из Sk, группа A содер-

жит более одного элемента. Тогда 

ZL(A
k
, [ ]l, , k) = KZL(A

k
, [ ]l, , k) =  

= GZL(A
k
, [ ]l, , k) = ZR(A

k
, [ ]l, , k) =  

= KZR(A
k
, [ ]l, , k) = GZR(A

k
, [ ]l, , k) = . 

Полагая в теореме 3.3 J = N, получим 
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Следствие 3.7.  Пусть   –  нетождествен-

ная подстановка из SN, группа A содержит бо-

лее одного элемента. Тогда 

ZL(A
N
, [ ]l, , N) = KZL(A

N
, [ ]l, , N) =  

= GZL(A
N
, [ ]l, , N) = ZR(A

N
, [ ]l, , N) =  

= KZR(A
N
, [ ]l, , N) = GZR(A

N
, [ ]l, , N) = . 

Полагая в теореме 3.3 J = Z, получим 

Следствие 3.8.  Пусть   –  нетождествен-

ная подстановка из SZ, группа A содержит бо-

лее одного элемента. Тогда 

ZL(A
Z
, [ ]l, , Z) = KZL(A

Z
, [ ]l, , Z) =  

= GZL(A
Z
, [ ]l, , Z) = ZR(A

Z
, [ ]l, , Z) =  

= KZR(A
Z
, [ ]l, , Z) = GZR(A

Z
, [ ]l, , Z) = . 

Покажем, что если в условии теоремы 3.2  

в качестве нетождественной подстановки  

взять цикл длины l – 1  2, то в утверждениях  

1) и 2 этой теоремы пустота малых центров 

KZL(A) и KZR(A) распространяется соответст-

венно на большие центры GZL(A) и GR(A). 

Теорема 3.4.  Пусть   –  цикл длины  

l – 1  2 из SJ, полугруппа A содержит единицу 

и элемент, отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
J
, [ ]l, , J) = KZL(A

J
, [ ]l, , J) =  

= GZL(A
J
, [ ]l, , J) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
J
, [ ]l, , J) = KZR(A

J
, [ ]l, , J) =  

= GZR(A
J
, [ ]l, , J) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то верны все равенства из 1) и 2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как  – нетожде-

ственная подстановка, то найдется такое j  J, 

что (j)  j. Зафиксируем элемент a  A, отлич-

ный от единицы 1 полугруппы A. 

Докажем утверждение 1). Ввиду теоремы 3.2 

достаточно доказать равенство  

GZL(A
J
, [ ]l, , J) = . 

Если z  GZL(A
J
), то определим функции e, 

x  A
J
 так, что e(s) = 1 для любого s  J, 

x((j)) = a, x(j) = x(
2
(j)) =  = 

= x(
l–2

(j)) = x(
l–1

(j)) = 1. 

Такое определение функции x возможно, так 

как все значения 

j, (j), 
2
(j), , 

l–2
(j) 

различны и, кроме того, 
l–1

(j) = j. Тогда 

[z



1l

ee ]l, , J = [ez



2l

ee ]l, , J, 

 [z



1l

xx ]l, , J = [xz



2l

xx ]l, , J, 

в частности, 

[z



1l

ee ]l, , J(j) = [ez



2l

ee ]l, , J(j), 

[z



1l

xx ]l, , J(j) = [xz



2l

xx ]l, , J(j). 

Из этих равенств, учитывая определение 

функций e и x, получаем 

z(j)
1

11

l

  = 1z((j))
2

11

l

 , 

z(j)a
2

11

l

  = 1z((j))
2

11

l

 , 

то есть 

z(j) = z((j)), z(j)a = z((j)), 

откуда z(j) = z(j)a. Так как A – полугруппа с ле-

вым сокращением, то a = 1, что невозможно 

ввиду выбора элемента a  1. Следовательно, 

GZL(A
J
) = . 

Докажем утверждение 2). Ввиду теоремы 3.2 

достаточно доказать равенство 

GZR(A
J
, [ ]l, , J) = . 

Если z  GZR(A
J
), то положим t = (j) и оп-

ределим функции e, x  A
J
 так, что e(s) = 1 для 

любого s  J,  

x(j) = x(
l–1

(j)) = a, x((j)) =  

= x(
2
(j)) =  = x(

l–2
(j)) = 1. 

Тогда 

[



1l

ee z]l, , J = [



2l

ee ze]l, , J,  

[



1l

xx z]l, , J = [



2l

xx zx]l, , J, 

в частности, 

[



1l

ee z]l, , J(t) = [



2l

ee ze]l, , J(t), 

[



1l

xx z]l, , J(t) = [



2l

xx zx]l, , J(t), 

Из этих равенств, учитывая определение 

функции e, равенство t = (j), а также тождест-

венность подстановки 
l–1

, получаем вначале 


1

11

l

 z(t) = 
2

11

l

 z(
l–2

(t))1, 

x(t)x((t))  x(
l–3

(t))x(
l–2

(t))z(
l–1

(t)) = 

= x(t)x((t))  x(
l–3

(t))z(
l–2

(t))x(
l–1

(t)), 

а затем 

z(t) = z(
l–2

(t)), (3.5) 

x((j))x(((j)))  x(
l–3

((j)))x(
l–2

((j)))z(t) = 

= x((j))x(((j)))  x(
l–3

((j)))z(
l–2

(t))x(t). 

Последнее равенство принимает вид 

x((j))x(
2
(j))  x(

l–2
(j))x(j)z(t) = 

= x((j))x(
2
(j))x(

3
(j))  x(

l–2
(j)) 

 z(
l–2

(t))x((j)), 

откуда, учитывая определение функции x, по-

лучаем az(t) = z(
l–2

(t)). В последнем равенстве 

и в (3.5) правые части равны, поэтому 
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az(t) = z(t). Так как A – полугруппа с правым 

сокращением, то a = 1, что невозможно ввиду 

выбора элемента a  1. Следовательно, 

GZR(A
J
) = . 

Утверждение 3) следует как из утверждения 

3) теоремы 3.2, так и из утверждений 1) и 2) 

данной теоремы. Теорема доказана. 

Полагая в теореме 3.4 J = {1, 2, , k}, получим 

Следствие 3.9.  Пусть  –  цикл длины  

l – 1  2 из Sk, полугруппа A содержит единицу 

и элемент, отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
k
, [ ]l, , k) = KZL(A

k
, [ ]l, , k) = 

= GZL(A
k
, [ ]l, , k) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
k
, [ ]l, , k) = KZR(A

k
, [ ]l, , k) = 

= GZR(A
k
, [ ]l, , k) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то верны все равенства из 1) и 2). 

Если в следствии 3.9 положить l = k + 1, то 

получится 

Следствие 3.10.  Пусть  –  цикл длины 

k  2 из Sk, полугруппа A содержит единицу и 

элемент, отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
k
, [ ]k+1, , k) = KZL(A

k
, [ ]k+1, , k) = 

= GZL(A
k
, [ ]k+1, , k) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
k
, [ ]k+1, , k) = KZR(A

k
, [ ]k+1, , k) =  

= GZR(A
k
, [ ]k+1, , k) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то верны все равенства из 1) и 2). 

Полагая в следствии 3.10  = (12  k), по-

лучим 

Следствие 3.11.  Пусть  = (12  k)  Sk, 

полугруппа A содержит единицу и элемент, 

отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
k
, [ ]k+1, (12  k), k) = KZL(A

k
, [ ]k+1, (12  k), k) = 

= GZL(A
k
, [ ]k+1, (12  k), k) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
k
, [ ]k+1, (12  k), k) = KZR(A

k
, [ ]k+1, (12  k), k) = 

= GZR(A
k
, [ ]k+1, (12  k), k) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то верны все равенства из 1) и 2). 

Полагая в теореме 3.4 J = N, получим 

Следствие 3.12.  Пусть  –  цикл длины  

l – 1  2 из SN, полугруппа A содержит единицу 

и элемент, отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
N
, [ ]l, , N) = KZL(A

N
, [ ]l, , N) =  

= GZL(A
N
, [ ]l, , N) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
N
, [ ]l, , N) = KZR(A

N
, [ ]l, , N) =  

= GZR(A
N
, [ ]l, , N) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то верны все равенства из 1) и 2). 

Полагая в теореме 3.4 J = Z, получим 

Следствие 3.13.  Пусть  –  цикл длины  

l – 1  2 из SZ, полугруппа A содержит единицу 

и элемент, отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
Z
, [ ]l, , Z) = KZL(A

Z
, [ ]l, , Z) =  

= GZL(A
Z
, [ ]l, , Z) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
Z
, [ ]l, , Z) = KZR(A

Z
, [ ]l, , Z) =  

= GZR(A
Z
, [ ]l, , Z) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то верны все равенства из 1) и 2). 

Полагая в теореме 3.4, что подстановка   

является транспозицией, получим 

Следствие 3.14.  Пусть   = ( i j)  –  транс-

позиция из SJ, полугруппа A содержит единицу 

и элемент, отличный от нее. Тогда: 

1) если A – полугруппа с левым сокращением, то 

ZL(A
J
, [ ]3, ( i j ) , J) = KZL(A

J
, [ ]3, ( i j ) , J) = 

= GZL(A
J
, [ ]3, ( i j ) , J) = ; 

2) если A – полугруппа с правым сокращением, то 

ZR(A
J
, [ ]3, ( i j ) , J) = KZR(A

J
, [ ]3, ( i j ) , J) =  

= GZR(A
J
, [ ]3, ( i j ) , J) = ; 

3) если A – полугруппа с двусторонним сокра-

щением, то верны все равенства из 1) и 2). 
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