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Напомним, что полугруппа называется идемпотентной, если она удовлетво-

ряет тождеству а
2
 = а. Как известно, на каждой идемпотентной полугруппе отно-

шение a  b, вводимое посредством условия ab = ba = a, определяет порядок. 

Очевидно, что идемпотентная полугруппа коммутативна тогда и только тогда ко-

гда соответствующее упорядоченное множество является нижней полурешеткой. 

Еще один важный класс составляют полугруппы идемпотентов, порядок на кото-

рых совпадает с равенством. Это в точности вполне простые полугруппы идемпо-

тентов. Они называются прямоугольными. Частыми случаями прямоугольных яв-

ляются сингуляторные полугруппы, – правосингуляторные (или полугруппы пра-

вых нулей) и левосингуляторные (или полугруппы левых нулей). 

Перейдем к рассмотрению идемпотентных полугрупп линейных отношений. 

Пусть V – левое n-мерное векторное пространство над произвольным телом  F. 

Бинарное отношение  a  V  V  между элементами множества V называется ли-

нейным, если оно является подпространством  V  V. Другими словами, линейное 

отношение a – это множество пар 
);( yx

, где 
Vyx );(

, замкнутое относительно 

операций сложения и умножения на элемент из F: если 
ayx );( 11  и 

ayx );( 22  при каких-либо 
Vyx ii ,

, то 
ayyxx  );( 2121 

 для 

любых 
F,

. 

Множество LR(V) всех линейных отношений на пространстве  V является, как 

известно, полугруппой относительно операции умножения бинарных отношений. 

При изучении линейных отношений a  LR(V) будем рассматривать следу-

ющие подпространства пространства V: 

});(:{ker};);(,:{1 aoxVxaayxVyVxapr 
; 

});(:{ker};);(,:{2 ayoVyacoayxVyVyapr 
. 

Все другие определения и обозначения можно найти в [1, 2, 3]. 

Пусть Г ⊆ LR(V) подполугруппа полугруппы LR(V). Обозначим  

a
a

kerker



, 

aprpraprpr
aa

1122 ,


 
,    (1) 

СokerГ = V/pr2Г     (2) 
 

Отметим, что если а – идемпотент из LR(V), то существует такое простран-

ство V1, что 1211 ker,ker VacoaprVaapr   и для любого 1Vx  имеем 

axx );(
. 

Полугруппу из LR(V) будем называть линейной полугруппой степени n. 
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Обозначим через L
0
 полное подпространство пространства U

*
 (U

*
 сопряжен-

ное к U), ортогональное к подпространству L пространства V. Поставим в соот-

ветствие каждому Г– бимодулю V аналогичный 
t
Г– бимодуль 

t
V следующим обра-

зом: 
00 /)/( LMMLt 
 

m

tt

m

t VVVVV  ...)...( 121      (3) 

Отметим очевидное соотношение 
0

2 )(ker aprat   для линейного отношения 

а. 

Из (1), (2), (3) и указанного соотношения вытекают следующие равенства: 
0

2 )(ker  prt

       (4) 

 tttt prCoimCo 2)(,ker)ker(
    (5) 

Пусть V1 и V2 – пространства над одним телом, Г ⊆ LR(V1) и ∆⊆ LR(V2). Если 

существует отображение aaf :  множества Г на множество ∆ и такой изомор-

физм  пространства V1 на пространство V2, что aa     для всех а  Г, то 

будем называть множества Г и ∆ подобными (относительно изоморфизма ). 

Значительная часть приложений двойственности базируется на теореме, ин-

туитивная ясность которой не избавляет от формальных трудностей ее доказа-

тельства. 

Теорема 1. Пусть даны векторное пространство V1, множество Г ⊂ LR(V1) и 

Г – бимодуль V2. Тогда множество 
])[( 2Vt 

и 
])[( 2Vtt 

 канонически подобны. 

Впредь мы будем отождествлять канонически подобные множества линей-

ных отношений. 

Введем обозначение и терминологию, связанные с тождествами на полу-

группах. Зафиксируем счетный алфавит 

X{x, y, x1 , x2 , … , xn ,  ...}. 
 

Если W – слово в алфавите Х, то С(W) будем обозначать множество всех 

букв из Х, входящих в W. Пусть Г – произвольная полугруппа, С(W) ⊆ У ⊆ Х и f : 

У → Г – некоторое отображение. Посредством 
fW  обозначим элемент в Г, соот-

ветствующий слову W при отображении f.  

Как обычно будем говорить, что тождество W1 = W2, где W1, W2 –непустые 

слова, выполняются в полугруппе Г и писать Г╞ W1 = W2, если  
ff

WW 21 
 для 

любого отображения f : C(W1W2) → Г. 

Через 
W

 обозначим слово, полученное из слов W инверсированием, т.е. 

перестановкой всех букв в обратном порядке. Если Г – линейная полугруппа, то, 

как легко видеть, из Г╞ W1 = W2 вытекает 
t
Г╞ 21 WW  . 

Теорема 2. Пусть Г ⊆ LR(V) – полугруппа, W1 и W2 – непустые слова и 

)( 21WWCx . Если Г╞
xWxW 21 

, то 
][ CoimГ

╞ 21 WW 
. 

Доказательство. Положим 
][1  CoimГ

, У = C(W1W2). Возьмем какое-

нибудь отображение f : У → Г1, канонический эпиморфизм 
CoimГpr 11:

, а 
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также индуцированный им полугрупповой гомоморфизм η 1: Г
. Рассмотрим 

произвольное отображение 
 }{: xУg

, ограничение которого на У (обозна-

чим его тоже буквой g) удовлетворяет равенству 
g

η = f. Пусть x
g
 = a. Тогда, 

так как Г╞ W1х = W2х, для любого 
 1pru

 имеем aWuu g

11),(   и 

aWuu g

21),( 
 или 

,),( 12

gWuu 
 

,),( 12 auu 
 

gWuu 23),( 
, 

auu ),( 13 , т.е. 

auu ker32 
. Поскольку 

Уx
, в качестве а можно брать любой элемент из 

Г, откуда 



kerker32 auu

а . Факторизуя  V по ker Г и учитывая, что для 

слова W в алфавите У выполняется (по определению g) равенство 
gW η

fW
, 

получим для любого 
Coim

 справедливо равенство 
ff WW 21  
.Ввиду 

произвольности отображения f  теорема доказана. 

Следствие. Пусть Г ⊆ LR(V) – полугруппа, W1 W2 – непустые слова и 

)( 21WWCx
. Если  Г╞ xW1 = xW2, Г[ker Г + pr2Г] ╞ W1 = W2. 

Теорема 3. Пусть Г ⊆ LR(V) – полугруппа, W1 и W2 – непустые слова и 

)( 21WWCx
. Если  Г╞ xW1 = xW2, то Г[pr2Г] ╞ W1 = W2. 

Доказательство. Пусть на Г выполняется тождество xW1 = xW2. 

Тогда 
t

╞ xWxW 21   и, по теореме 2, 
][ tt CoimГ
╞ 21 WW 

. Но из 

теоремы 1 и второго равенства (5) следует, что 

])[(])[(][ 2 prCoimCoim tttttt

, откуда Г[pr2Г] ╞ W1 = W2. 

Теорема доказана. 

Следствие. Пусть выполняются условия теоремы 3. Тогда, если y  C 

(W1W2), y  x, Г╞
yWxyxW 21 

, то Г[(ker Г + pr2 Г) / ker Г] ╞ 21 WW 
. 
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В настоящее время большинство информационных систем строится на осно-

ве клиент-серверной или распределенной архитектуры. При этом для некоторых 

видов информационных систем особую роль играет защита контента от несанк-

ционированного доступа или модификации информации. Одним из типов подоб-

ных систем являются приложения для проведения автоматизированного тестиро-
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