
Здесь II Hi — норма функций в пространстве L1( R ).
Справедливость теоремы 2 вытекает из (3.17).
Замечание 3. Покажем, что теорема 2 является точной. Рассмотрим 

задачу Коши для уравнения (1.1) с начальным условием
и(х, 0) = us(x). (3.18)

Тогда задача (1.1), (3.18) имеет классическое решение ц3(х) и ограничен
ное при любом t > 0 обобщенное решение, удовлетворяющее оценке (1.7). 
Таким образом, при замене в (1.8) в(х) на положительную постоянную 
единственности задачи Коши может не быть.
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5 U М  М  A R Y 
The existence and uniqueness theorems of the solution of the Cauchy problem 
in the classes of growing at an infinity functions for the equations of nonlinear 
heat conductibility with convection and absorption terms are proved. The 
exactness of the obtained results is showed too.

УДК 519.44

В.Г.Сементовский

Дисперсивные инъекторы 
конечных групп

Классом Фиттинга называется класс групп замкнутый относительно 
нормальных подгрупп и их произведений. Подгруппа V группы G называ
ется ў  -инъектором группы G, если для любой нормальной в G подгруппы 
N VnN будет максимальной в N f  -подгруппой.

99



Доказано, что во всякой разрешимой группе G для любого класса Фит- 
тинга jf существует единственный класс сопряженных f  -инъекторов [1].

В настоящей работе исследуется связь между существованием дис- 
персивных инъекторов произвольной конечной группы и существованием 
холловских подгрупп этой группы.

Пусть Д = ( 7Ti,   ...... Яі,...) — некоторое линейно упорядоченное раз
биение множества всех простых чисел, и у — линейное упорядочение 
множества Д.

j
Обозначим q  = U Я], где i = 1, 2,... . Если для любого j в группе G сущест- 

1

вует нормальная q -холловская подгруппа, то группу G назовем у-дис- 
персивной. Для фиксированного упорядочения у множества Д множество 
всех у-дисперсивных групп является S-замкнутым классом Фиттинга.

В работе доказано, что если для любого щ из Д в группе G существу
ют 7і|-холловскйе подгруппы, а для любого o j— aj -холловские и CTj-хол-
ловские подгруппы, то в G существует по крайней мере один у-диспер- 
сивный инъектор. Изучено строение таких инъекторов. Полученная ин
формация является новой даже в случае разрешимых групп.

Терминология работы общепринята. Все рассматриваемые группы — 
конечны.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть А и В — некоторые подгруппы группы G. 
Если С и D — подгруппы из А, нормализуются подгруппой В, то, очевидно, 
подгруппа <С, D> тоже нормализуется подгруппой В. Итак, в группе G су
ществует единственная подгруппа, порождённая всеми подгруппами из А, 
нормализующимися подгруппой В. Обозначим эту подгруппу через МА(В). 
Согласно определению МА(В) будет максимальной среди всех подгрупп из 
А, нормализующихся подгруппой В.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть А и В — подгруппы группы G. Подгруппу 
Кегв(А) = П Аь. назовем ядром подгруппы А соотносительно В. Очевид

ц е в

но, Кегв(А) будет подгруппой из А, нормализующейся подгруппой В.
Лемма 1. Пусть А и В — подгруппа группы G. Тогда :
1) МА(В) = Кегв(А);
2) если АВ = ВА, то МА(В) нормальна в АВ.
Доказательство. 1) Так как Кегв(А) нормализуется подгруппой В, то со

гласно определению 1 Кегв(А) с  МА(В).
Докажем обратное включение. Обозначим М = МА(В). Так как М = Мь 

для любого элемента b из В, то М с  Аь для любого b из В. Тогда 
М с  П АЬ = Кегв(А). Итак, МА(В) = Кегв(А), и 1) доказано.

ЬеВ
2) В случае перестановочности подгрупп А и В получим Кегв(А) = КегАВ(А), 
где Кегдв(А) — ядро подгруппы А в АВ. Тогда Кегв(А) = МА(В) ^  АВ, и 2) 
доказано.

Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть для некоторого множества простых чисел п группа G 

представима в виде G = G„ G* . Тогда MGj[ ( G * ) = 0„(G). Кроме того,

если 0„(С) G,'C L c  G, то On(L) = 0„(G).
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Доказательство. По лемме 1, 2) ( G* ) является нормальной в

группе G л-подгруппой и, следовательно, MG?t ( G * ) с  O^G).

С другой стороны, подгруппа 0„(G) из G* нормализуется подгруппой G* 
и, согласно определению 1, содержится в MGjt ( G * ). Итак, ( G* )=

= 0,(G).
Далее, так как Oj,(G) с  L, то On(G)c Ол(1.). Из L = L nG* G* = (L nG,, ) 

G„‘ = L „ G* следует, что Ол(1.) с  Gn и нормализуется подгруппой Gn . 
Тогда 0„(L) = MLb ( Grf) с  MGjt ( G *) = 0„(G). Итак, 0,(L) = 0„(G), и лемма
доказана.

О п р е д е л е н и е  3.  Множество Д = { iti, 712, 7Г|,...} где щ — мно
жество простых чисел и щ п  щ = 0  для i ф j назовем базой множеств про
стых чисел. Пусть у — некоторое линейное упорядочение базы Д. Базу Д 
вместе с заданным на ней упорядочением у будем называть у-базой и 
обозначать Д = ( щ, к, щ ,... ) .

О п р е д е л е н и е  4 . Пусть Д = ( 7ti, яг, яі ) — некоторая 
j

у-база. Обозначим а) = U  Щ • Группу G назовем у-дисперсивной, если
1

для любого j=1,2,... в G существует нормальная о) -холловская подгруппа

S  •
Заметим, что при изучении у-дисперсивных подгрупп группы G всегда 

можно считать, что для любого i = 1, 2,... щ с  ir(G), где n(G) — множество 
всех простых делителей порядка группы G. В этом случае база д будет 
конечной.

Лемма 3. Для фиксированной у-базы Д = ( 7ti, яг, iti , ...) множество 
всех у-дисперсивных групп образуют S-замкнутый класс Фиттинга.

Доказательство. Пусть G — у-дисперсивная группа. Тогда для любого
j

о)= и  7Гі, і = 1, 2,... в G существует нормальная oj-холловская подгруппа 
1

GOJ. Пусть А — подгруппа группы G. Тогда A n G „ .  будет нормальной в А 

о/-подгруппой. Покажем, что A n  Gaj = A a i . Действительно, из того, 

что AGCT. / G0. будет подгруппой оу-группы G /Ga. , следует, что 

AGaj / GCT. тоже будет оу-группой.Теперь,ввиду изоморфизма AGCTj / GCTJ = 

= А / A n  GCTj получим, что I А / A n  GOJI будет ^числом. Следователь

но, A n  GCTj — нормальная с^-холловская в А подгруппа.

Пусть теперь G — произвольная группа, М и N — нормальные у-дис- 
персивные подгруппы группы G Покажем, что подгруппа MN тоже 
у-дисперсивна. Пусть Ма. и NCT. — о^холловские подгруппы соответст
венно подгрупп М и N. Так как в крайнем случае только одно фиксирован
ное множество 7tj из Д содержит число 2, и все факторы нормального ряда 
у-дисперсивной группы будут ^-группами, то по теореме Фейта-Томпсона 
всякая у-дисперсивная группа будет 7t|-разрешимой. Тогда все ее хол-
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ловские пронормальны. Итак, MCĴ i М MN и MCJ пронормальна в

MN. Тогда MN. Аналогично, NCj<4 MN. Теперь MOJ NCT. MN и будет

О/-ХОЛЛОВСКОЙ в MN .
Лемма доказана.
О п р е д е л е н и е  5. Путь А = ( щ, лг, •••, Яп) — некоторая у-база. 

Группу G назовем у-спектральной, если для нее выполняются следующие 
условия:

1) для любого множества щ из Д в G существует 7ггхолловская подгруп
па G^ ;

2) в G существует цепочка агхолловских подгрупп
i

G01 c G a2 =G, г де ст| ;

3) в G существует цепочка -холловских подгрупп
G dG  ■ Z)G • ZD...ZDG ■ =G7ln. a 1 c2

Так как пересечение холловской подгруппы с нормальной будет хол- 
ловской в нормальной, то для фиксированной у-базы Д множество всех 
у-спектральных групп будет классом, замкнутым относительно нормаль
ных, а, следовательно, и субнормальных подгрупп.

О п р е д е л е н и е  6.  Пусть Д = ( 7t-|, п2, ■■■, яп) — некоторая у-база и
n п

G —у-спектральная группа. Пусть pj = U ^ j . Подгруппу S = n s ^  назовем
i 1

dy-подгруппой группы G,ecnn для любого i = 1, 2, ..., n S„ = Оя. (G ).
В у-спектральной группе G всегда существует dy-подгруппа S и она 

у - дисперсивна. Действительно, так как Sni = Оя (G)x)Gpi =G и
STt2 = Од2 (G Р2 Gp2 , то подгруппа S ^ A S *  нормализуется подгруппой 
GP2, а, следовательно, и подгруппой GP3 из GP2 . Тогда в G существует 
подгруппа (S* XST ) A S „ 3 . Продолжая аналогичные рассуждения дока
зываем существование и у-дисперсивность dy-подгруппы S.

Из определения dy-подгруппы следует, что для любого] = 1, 2,..., п под-
П П

группа Sp = r i S p. будет dy-подгруппой в G =Y[G p. .
J j J j  J

Везде в дальнейшем у-дисперсивную группу S = (... (S^. \ S *  )_Х ■■■
П

д  S„ ) будем сокращенно обозначать S = A  .
1

Лемма 4. Пусть Д = ( ли, %2, ■■■, яп) — у-база, G — у-спектральная
S п

группа, CT=U7ti и р = U  яі • Если j < то Oa(G) n  Gp = Oanp (Gp).
1 j

Доказательство. Обозначим R = 0 CT(G) n  Gp . Тогда R будет нормаль
ной в Gp (a n  р)-подгруппой и, следовательно, R с  Остпр (Gp).
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Докажем обратное. Так как j й S, то ст‘ с  р и тогда О ^ р  (GP) с  

MG(j (Go- ) . По лемме 2 MGc (G^ )=  0 o(G). Итак, Остпр (Gp) с  0 o(G). То

гда Остпр (Gp) с  0 o(G) = R. Итак, R = Oanp (Gp).
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть А = ( ли, тг2, ■■■, лп) —  некоторая у-база. Подгруппа S =
Л

= X  S*. у-спектральной группы G будет сіу-подгруппой в G тогда и только 
1

тогда, когда S„ будет лгхолловской подгруппой в О0| (G) для любого 
i=1,2 п.

Доказательство. По определению dy-подгруппа S = j\S 7r. , гдеБ^ =
1

= Оя. (Gp,), рі = U * j • По лемме 4 Ов| (G) n  Gp|= Оя. (Gp.) =S„. и S*,
i

является л і-х о л л о в с ко й  подгруппой в 0 СТ| (G) .
Лемма доказана.

І
Следствие. Для любого і = 1, 2......  п подгруппа S^, =Х будет

' 1 1
dy-подгруппой в Оа| (G) .

І
Лемма 6. Пусть А = ( л-i, п2, ..., пп) — у-база, а\ = U Jtj и R, = Ост (G).

1
П

Если S = / \  S„_ -  dy-подгруппа у-спектральной группы G, то подгруппа
1

S„ будет Яі-холловской в 0 0( (Rj) для всех j > i.
Доказательство. Так как подгруппа Rj является радикалом для класса 

Фиттинга всех а* -групп, то она нормальна в G. Тогда в G существует ряд 
нормальных подгрупп R ^  R2^  ... Л  Rn = G, при этом Rj = 0 СТ| (Rj) для

любого j > І. Итак, 0 О| (R,) = 0 О| (G) и Sn| — тсгхолловская в Ост. (Rj).

Лемма доказана.
П

Лемма 7. Пусть Пусть А = ( щ, л2, ..., лп) — у-база. S = \  —
1

dy-подгруппа у-спектральной группы G. Тогда:
1) для любого элемента g из G подгруппа S9 будет dy-подгруппой груп

пы G;
2) S — максимальная у-дисперсивная подгруппа группы G;
3) если S c A c G.t o S — dy-подгруппа группы А.
Доказательство. 1) По лемме 5 для любого І подгруппа Sn. будет

TCj - холловской подгруппой в R = 0 С| (G), а ряд R-i ^  R2 Rn = G —
нормальным рядом группы G. Поэтому для любого элемента g группы G 
подгруппа S9 будет лгхолловской в RP= R. Но тогда, по лемме 5 S96y-

7tj I

дет dy-подгруппой группы G.
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2) Пусть S c L c G  и L — у-дисперсивная подгруппа группы G. Так как 
S, =G n , то L„ = Gs . Тогда S = S • G^ , L = L ■ Gn и S ■ с  L ■

* n  n n ' n r\ n n ”  7Cn n r\ 7Tn n r\ n n 7tn

Подгруппа L - нормализуется подгруппой G„ и поэтому L ■ с
7tn П ПП

Мс . ( С Лп)
*n

По лемме 2 MG . (G , )= О - (G). Итак, S '  с  L ■ с  О ■ (G).

Утверждение докажем индукцией по поряду группы G. Так как О • (G)лп
— нормальная подгруппа у-спектральной группы G, то она тоже будет 
у-спектральной. По следствию леммы 5 подгруппа S • будет dy-под-

"п
группой в О ■ (G). Так как 10  ■ (G) I < I G I, то по индукции S ■ = L ■ .Но

тогда S = L, и 2) доказано.
3) Пусть S c A c G .  Тогда из Snn = СПп следует А Лп = Gnn. Итак, S=

= S ■ G . с  А ■ G , = А. Так как S ■ нормализуется лп-холловской под- 

группой подгруппы А, то по лемме 7 S ■ с  МА , (Gn ) следует О ■ (А) =
* П  71П П " П

= О ■ (G). Утверждение докажем индукцией по порядку группы G. Под- 

группа О • (G) у-спектральна и S ■ с  О ■ (А) с  О ■ (G), причем, по след-
7In  7 tn  T ip  7 tn

ствию леммы 5 подгруппа S • будет dy-подгруппой в О ■ (G). Так как
пп яп

10 ■ (G) I < IGI, то по индукции S • будет dy-подгруппой в О ■ (А). Нояп "п "п
тогда S — dy-подгруппа группы А, и 3) доказано.

Лемма доказана.
Теорема 8. Пусть Д = ( 7ti, пг  яп) — некоторая у-база. Тогда

dy-подгруппа S у-спектральной группы G будет у-дисперсивным инъекго- 
ром группы G.

П
Доказательство. Пусть S = Д  Sff — dy-подгруппа группы G. По лемме 5

1
в G существует такой нормальный ряд R: -Й R2 ^  ... ^  Rn = G, где Rj = 
= 0 С. (G) и такая цепочка подгрупп G = GP1 =>Gp2 r>...3Gpn , что для лю
бого i = 1, 2, ...,n Sn| = Ri n G P).

Пусть N — нормальная подгруппа группы G. Тогда в N существует ряд 
R*-*  R-2-^ ■■■•& = N, где R*= Rj n  N и цепочка холловских подгрупп

N  =  N P 1 ^ N P2 3  3 N Pn =  N * n '  Г Д е  N P f =  G P | °  N ' П У С Т Ь  S * i  =  R f n  N Pi И

n
S* = 1 S*( . Так как Rj*= 0 o. (N), то по лемме 5 S* будет dy-подгруппой 

подгруппы N. Кроме того R *nN p. =(Oaj (G) n  N) n (G p. n  N) = (0 a. (G)nGp.)
П

n  N = Snj n  N. Итак, dy-подгруппа S* = (Sn| n  N) из N содержится в
l

у-дисперсивной подгруппе So N подгруппы N, а S — у-дисперсивный инъ- 
ектор группы G.
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Теорема доказана.
Следствие 1. dy-подгруппа S у-спектральной группы G будет у-дис- 

персивной подгруппой Фишера группы G.
Данное утверждение следует непосредственно из теоремы 8 и леммы 

7.3).
Следствие 2. Пусть Д = ( 7ti, п2  пп) — некоторая у-база. Тогда

у-дисперсивный инъектор разрешимой группы G содержит 0 П1 (G) и

тгп-холловскую подгруппу G* группы G .
Доказательство. Так как разрешимая группа G будет у-спектральной 

для любой у-базы Д, то в G существуют dy-подгруппы, которые по теоре
ме 8 будут у-дисперсивными инъекторами группы G. Из теоремы Фишера, 
Гашюца и Хартли из [1] следует, что всякий у-дисперсивный инъектор 
группы G будет dy-подгруппой группы G. Из определения dy-подгруппы 
следует, что она содержит 0 Я1 (G), где щ —  у-минимально и Gnn , где 7tn
— у-максимально.

Пусть к  — некоторое фиксированное множество простых чисел, Д = 
=( я-і, яг, ..., %п) — у-база, в которой ж с  щ для некоторого фиксирован
ного j. Для такой у-базы Д всякая тс-разрешимая группа G будет 
у-спектральной. Тогда в G существует dy-подгруппа S, которая по теореме 
8 будет у-дисперсивным инъектором группы G.

Теорема 9. Пусть тс — фиксированное множество простых чисел, Д = 
=( Щ, яг, ■■■' лп) — у-база, в которой % с  7tj для некоторого фиксирован
ного]. Тогда всякие две dy-подгруппы ^-разрешимой группы G сопряжены.

П — П
Доказательство. Пусть S = ) \ § ж. и S = Х  Sn, — dy-подгруппы группы

1 ' 1
G. Теорему докажем индукцией по порядку группы G. Из определения

П   И _
dy-подгруппы следует, что подгруппы St = Л Эя. и ̂  = X  Sn. будут

2 ' 2 '

dy-подгруппами некоторых рг-холловских подгрупп Gp2 и G ^ группы G . 

Так как Gpj и G ^ сопряжены, то можно считать, что подгруппы Si и S-]

содержатся в Gp2 . По индукции Si = S f , где g е G . Тогда S = S„ S.,9 и

S = SW1 S ,. Так как Sni = = Оя, (G) ,то S = 0 Я1 (G) S® = ( 0 Я1 (G) S, )9 =

= S 9 , и теорема доказана.
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