
где x(t) = X(t) [ Х '1 (0 , 0 ) у(0 ,0 ) + g0 ] .
Из представления (8 ) решения y(t) по теореме 2.1 [2] из неравенства (7) 
получаем следующее утверждение: какой бы характеристический вектор х 
[у] произвольного нетривиального решения y(t) системы (2 ) мы ни взяли, 
можно указать решение x(t) системы (1), у которого имеется характеристи­
ческий вектор х [х] = х  [У]- Учитывая, что для любого решения y(t) посто­
янный вектор до принимает лишь конечное число значений (каждая j-ая его 
компонента имеет один из четырех видов), данное утверждение аналогич­
но формулировке нашей теоремы.
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S (J М  М  A  R Y 
Tht connection between characteristical multitudes o f the Pfaff's system  

solutions and characteristical multitudes o f unindignapt P faff’s system is 
established in this work.

УДК 517.946

С.М.Бородич

Аттракторы неавтономных 
эволюционных уравнений

С неавтономным эволюционным уравнением
d(U = A(t,u) ( f i>T2  0), u\t=% = Uq (1)

можно связать семейство эволюционных операторов t > % > 0 }, дейст­
вующих в банаховом пространстве Е  начальных данных уравнения (1) 
следующим образом: Vu0e £  S tiTUo = u(t), где u(t) —  решение уравнения (1) 
при t г  т. В настоящей работе исследуется поведение при t -» -к» траекто­
рии St0B произвольного ограниченного в Е  множества В. Аналогичный 
вопрос для автономных эволюционных уравнений (в этом случае в бана­
ховом пространстве начальных данных действует полугруппа операторов) 
изучался в работах [1]-{4]. Мы будем предполагать некоторую асимптоти­
ческую автономность уравнения (1), обеспечивающую стабилизацию опе­
раторов St z при т - »  +00. В первой части статьи будет доказана теорема о 
существовании и свойствах максимального аттрактора для абстрактного 
семейства эволюционных операторов. Вторая часть работы посвящена
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доказательству теоремы об аттракторе неавтономного гиперболического 
уравнения с диссипацией.

1.Семейства эволюционных операторов. Пусть Е  —  банахово про­
странство С нормой II • I .

О п р е д е л е н и е  1. Семейством эволюционных операторов 
на Е называется семейство {St,z , t > т > 0} отображений, действующих из 
Б в £  и обладающих следующими свойствами:

Sf,eSe,T = Sf|, при t > 6 > т > 0;
St_t ~ I (тождественное отображение) Vt > 0.

Пусть X  и Y  —  непустые подмножества Е. Отклонение X  от Y  опреде­
лим равенством

dist (X, Y) = sup inf ||х -  y|j.
хеХУ^У

Через 3(E) обозначим совокупность всех ограниченных в Е  множеств.

О п р е д е л е н и е  2. Множество Щ с Е  назовем максимальным 
аттрактором семейства эволюционных операторов, если выполнены усло­
вия:

1) Щ компактно в Е;

2) VBe 3(E) dist (Sf.ofi, Щ  ->  0 при t ->  +эо;

3) если компактное в £  множество Щ таково, что VBe 3(E) 

dist (Sf oS, Щ) -> 0  при t -> +00, то Wc Щ. •
Т е о р е м а  1. Пусть {StiX} —  семейство эволюционных операторов 

на Е. Пусть существует такое компактное в Е множество Ко, что

УВеЗ(Е)  dist (Sf oS, Ко) -> 0 при t  -> +ао. (2)

Тогда семейство {Sf .} обладает максимальным аттрактором W. Если 
дополнительно предположить, что S^qx непрерывно по te[Q; +оо) VxeE и

непрерывно по хе Е  Vfe[0; +qo), то П] связно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Множество W определим формулой

W=[ U<o(S)], (3)
Be 8(E)

где [ ■ ] —  замыкание в норме пространства £, ю(В) — омега-предельное 
множество траектории S/ qB: ю(В) = {уеЕ: существуют последовательно­

сти tn -> +оо и хпеВ, такие что Stnp xn -> у  при п -> +оо}. Пусть Be 3(E), 

В ф 0 . Из условия (2) и компактности множества Ко легко следует, что

со(В) ф 0 , и(В)с:Ко и lim dist (Sf oB, ю(В)) = 0. Отсюда вытекает: 1) Щ а Ко
f-» + 00

и, следовательно (т.к. Ко компактно, а Щ замкнуто), W компактно в £;

2)dist(Sf oB, Щ  -> О при t -> +оо \ /Be 3(E). Кроме того, если таким же 
свойством притяжения обладает какое-то другое компактное множество 

Щ, то W a Щ, поскольку в этом случае ю(В)с Щ VBe 3(E). Таким образом, 

W — максимальный аттрактор семейства {Sfx}. Связность множества
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W при дополнительных условиях непрерывности Sf ох легко доказывается 
методом “от противного”»

О п р е д е л е н и е  3. Семейство отображений {Sf, t > 0} из Е  в Е 
называется полугруппой операторов, действующей в Е, если: SfSt = Sf+t 
Vf, т > 0; So =  I.

О п р е д е л е н и е  4 (Бабин А.В. , Вишик М.И.  [1]). Мно­

жество с  Е  называется максимальным аттрактором полугруппы {S f}, 

если выполнены следующие условия: 1) ^компактно в Е, 2) St „4 = ^4  Vf >

0 (условие строгой инвариантности), 3) VSe/!?(E) dist (Sf В, ^4) 0 при t
->  +00.

Т е о р е м а  2. Пусть {Sfx , t > х > 0} —  семейство эволюционных опе­
раторов на Е, { S f , t > 0} —  полугруппа операторов, действующая в Е. 
Пусть операторы Stx и St непрерывны из Е в Е при любых фиксирован­
ных t и х, t  > х > 0. Пусть полугруппа {Sf} обладает максимальным ат­

трактором Л  Предположим, что VBe/?(E) существуют  fB > 0  и мно­

жество FB е В(Е), такие что

1) Sf о В  с  FB V t > t B ',

2) V0 > 0 |st+e ху  -  Seyj| -► 0 при х -* +оо равномерно по у  е FB .

Тогда семейству {Sfx} имеет максимальный аттрактор П , при­

чем Wc Л  и St Щ= Wt V t>  0 (строгая инвариантность Щ относитель­
но операторов полугруппы). Если Sf qX непрерывно по fe[0;+oo) VxeE ,

то 711—  связное множество.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что семейство эволюционных 

операторов {S fx} удовлетворяет условию теоремы 1, где в качестве Ко

берется множество Л  Пусть Be #(£), В *  0 . В силу свойства притяжения 
максимального аттрактора полугруппы (см. определение 4) Ve>0 3tq > 0:Q{Jt (4)
( Q (  ■ ) —  s-офестность множества). Из пункта 2) условия следует, что

З Т >  0:
^ +Xo,tFB a  Q (S4 Fb ) V t z T .  (5)

С учетом пункта 1) условия теоремы и включений (4) и (5) при t > max(f8, 7) 
получаем

s t+x0,ов = S f +Xo f S f 0 e  с  s t + XQj 0FB с  Oe (s Xqfb ) с  Qlc( J )

Отсюда в силу произвольности е > 0 имеем: dist (SfoS, ^4)  -> 0 при 
t -» -и». Таким образом, семейство эволюционных операторов (Sf х} удов­

летворяет условию теоремы 1, где Ко = - J . В силу этой теоремы семейст­

во {Sfх} обладает максимальным аттрактором Щ причем множество W 

связно. Включение Щ а  ^4 очевидно. Кроме того, известно (см. доказа­

тельство теоремы 1), что W задается формулой (3).
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Докажем строгую инвариантность множества П  относительно операто­

ров полугруппы. Пусть Ве/в{Е), В *  0 . Используя компактность множества 

J  и притяжение к нему траектории Sf об, нетрудно установить следую­
щий факт: для любых 0 > 0 и у е ш (В) найдутся точки ил, w2 е со (В) и по­
следовательности t f f , t f f i  -» +00, такие что

s t (1, +0  f О) у - > » 1  И Sf(2) + e  f (2) vv2 у В Е при п  - +  +00. (6 )

Очевидно, что у и w2 принадлежат [Fg], Поэтому в силу пункта 2) условия
S.(i> ,<иу S .y и S.(2) ,(2) W2 —> Sxw2 в Е  при п -»■ +00. Отсюда и из (6 )

следует, что: S^y = w-i, Stw2 = у. Из этих равенств ввиду произвольности 
т>  0 и уесо(В), а также принадлежности точек w1 и w2 множеству <э(В) вы­
текает: = со (В) Vf > 0. Отсюда, положив /W = TJ®(B) > получаем:

Ве&(Е)

StM = M  V f>  0. (7)

Заметим, что W= [/W] (см. формулу (3)). В силу компактности Wn непре­

рывности операторов Sf на Е из (7) легко следует, что Sf Щ -  Щ Vt  > О»
2.Гиперболическое уравнение с диссипацией. Пусть Q — ограничен­

ная область в R3 с гладкой границей сЮ. В бесконечном полуцилиндре 
Q = ((f; х): t > О, xeQ} рассмотрим неавтономное гиперболическое уравне­
ние с диссипацией

c^u + t<?tu = A u - f ( t , u ) - g ( x ) ,  и\Хедп = 0 (8 )

и аналогичное ему автономное уравнение

d%v + edt v = A V - f ( v ) - g ( x ) ,  4<еЭП=0 . (9)

з
Здесь с > 0, х=(х-|, х2, х3), Д = £<Э2/ dx}  , d t = d jd t , d f  -  г?2 / f t 2 , g(x)eL2(Q).

/=1

Предполагается, что f(t, u)eC1([0; +oo)xR), f (u)  eC 1(R) и имеют место рав­

номерные по t > 0 и ueR  оценки:

f(t, и)и > -С , fj(t, и) > -С,  | fj(t, и) | <С(и2 + 1), (10)

f ( u ) u  > - С ,  f ' (u )>  -С, 17 '(и) | < С(| и Г + 1) (0 < а < 2), (11)

\f(t, и) - f ( u ) \  < к { Щ  и |3 + 1), (12)

где k{t)eC{[0] + о с)), k(t) -+ 0 при t ->■ +00.

U

Кроме того, на функцию q>(t, u) = j f ( t ,s )ds  накладываются следующие
о

требования:
<p(f, и ) > - С ,  (13)

фt'(t, и) <: ц(0( ф(*. и) + и7 + С) + Ci, (14)

ji(f) eC([0; +00)). ц (0>0 ,
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причем выполнено хотя бы одно из двух условий:
+аО

a) p.(f) ->• 0 при t -> -к», Ci > 0 ; б) |  |i(f )dt < -к», Ci = 0 . (15)
О

Очевидно, что уравнение (8) эквивалентно системе

\ д*и = р ' (16)
jd fр = -ер + Аи -  f(t, и) -  д(х), и\х ̂  = 0.

Пусть Е  = {у = (и, р): ue H^(Q), ре 12( П ) }, ||у||| = ||и||* + ||р|2 ( | • ^ и || ■ || -  

нормы в пространстве Соболева Н 1(П) = И/21(^ ) и пространстве L2 (Q)

соответственно, /-/q(Q)- Н \ сі) і {и:и\х g5fi =0}) .  Стандартными методами

(см.[5]) устанавливается, что уравнение (8 ) (или эквивалентная ему сис­

тема (16)) порождает на Е  семейство эволюционных операторов {Sf,t , 

t > х > 0}; St/.  (и0, po) -> (u(0, dtu(t)), где u(f) = u(f, x) —  решение уравнения

(8) с начальными условиями u|f=t = l/0, SfU|t=, = po- При этом операторы 

SfjT непрерывны из £  в Е, a Sti,y 0 непрерывно по te[r,  -к») при любых фик­

сированных х ^ 0 и уоеЕ. В свою очередь, автономному уравнению (9) от­

вечает полугруппа непрерывных операторов {Sf, t > 0), действующая в Е: 

V(fo, qo)eE Sf(%  q0) = (v(t), dtv(t)), где v(t) = v(t, x) —  решение уравнения (9)

при начальных условиях i»|f=o= %  dtv\t^ =  q0. В работе [4] установлено, что 

при выполнении условий (11) полугруппа {Sf} обладает максимальным 

аттрактором Л а  Е. Мы докажем следующую теорему.

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия (10)-(15). Тогда семейство 
эволюционных операторов {Sf t}, отвечающее уравнению (8 ), имеет мак­

симальный аттрактор Щ При этом:

1) W c  _Л, где Л —  максимальный аттрактор полугруппы  {S.}, поро­
ждаемой в Е уравнением (9),

2) st т= т v t  > о,
3) W - связное множество.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство сформулированной тео­

ремы заключается в проверке условий теоремы 2. Формальные выкладки, 
проводимые ниже при получении необходимых нам оценок, обосновыва­
ются, как обычно, методом Галеркина (см., напр., [5]).

Пусть В е В (Е). Докажем равномерную по t и х ( f > x > 0) ограниченность 
множеств Sf Д  т.е. установим, что

ЗРвеЩЕ): StxBc: FB Vf.Vx, f > x >  0. (17)
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Пусть х > 0. Пусть u(t), t > х, — решение уравнения (8 ) с начальными дан­
ными и|(=т = u0, dfU\t=, = ро, причем (и0, Ро)еВ. Пусть у = (и, Умножив 
уравнение (8) скалярно в L2 (Q) на dtU, после несложных преобразований 

получаем:

~ d t \\dtu f  + ^ 5 f ||Vt7||2 +s||5fu||2 +£(ф (?,и),1) = (<p't (t,u),i) -  8( {д,и(П)

2 3 2
( { • , • ) —  скалярное произведение в L2 (fi),||Vu|| = ^||Зи/Эх,|| ). Интегри-

/'=1
руя это равенство по t от 0 до t > х и пользуясь условием (14), выводим

м2

<с, ||у(х)||| +{ф(х,и0 ),1) + ]ц ( ') (ф (и ) + и2 + C,l)df + C2C1(f -  х) +С 3 ,

где Ci, С2 —  положительные константы, не зависящие от х. (Нами также 

учитывалась эквивалентность норм || • ^ и || • ( | • = |V ■ ||) в пространстве

Hq(Q) .) Из полученного неравенства легко следует оценка

\ \y ( tfE + (Ф(*,и) + С,1) < C 2J ц (о ( |И | + (q>(t,u)+ С,1)) dt + C2q  (f -  x )+ C4 ( B ) .

(Для оценки (<p(t,Uo) + C,1) мы использовали третье неравенство из (10) и

непрерывность вложения Ho(Q)с  Ц ( Ф  ■) Принимая во внимание, что
Ф(£, и) + С > 0, и применяя неравенство Гронуолла, отсюда получаем

(  t Л
ІІУ ||| ^ (С4 (В) + СзС! (f -  х)) exp С2 J .

v х /
Если в (15) выполнено условие б), то из полученного неравенства сразу же 
следует (17).

Пусть в (15) выполнено условие а). Тогда из последней оценки вытека­
ет справедливость следующего утверждения:

V 7 > 0  ||y(f)||£ < С5 (Д Г )  при fe[x, х + 7], (18)

где константа С${В,Т) зависит от множества В и момента времени Г, но 

не зависит от х. Рассмотрим функцию

Фт,(0  = ~ p tu ( t f  +^ ||vu (f)||2 + {q>( t M t ) ) $  + {g,u(t)) + r](u(t ) ,dt u(t)), t > T ,

где 0 <г| < 1 (ср. с [6 ]). Дифференцируя Фл(0по t  и применяя оценки (10), 

при достаточно малых положительных г| и у получаем

^  0 V(t) + у Фп(0  < (Ф}(t,u), 1) -  с(л)(||V u f  + [f(t, и),и))  + С6, с(п) > 0,

(19)
(у, с(г|) и Сб не зависят от х). В силу неравенства Щ ,  и) > -С  имеем 
Ф(t, и) < f(t, и)и + (С/2)и2. Используя эту оценку, условие (14) и то, что ц(̂ ) 
-»■ 0 при t -> +оо, из (19) выводим
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± Ф ц(і) + у Ф ц ( ( ) < С 7 V f  > х + Г-|, 
or

где Г-і > 0 достаточно велико; Ті и С7 не зависят от х. Из полученного диф­
ференциального неравенства следует, что

Ф ^ і Ф ^ х  + Т^ + Су/  у Vf > х + Т|. (20)

Возвращаясь к определению функции Фц(t), нетрудно установить, что

v | |y (0 | f  - С' < Фп(0 < с(|[у(0|І£ + 1), V > О, С' > 0 .

Отсюда и из (20) вытекает

||y(0||g ^ C e ^ x  + T O lJ+ l) V f > x + 7 V  

Из этой оценки и (18) следует справедливость утверждения (17).

Как и выше, полагаем Ве£(Е).  Докажем, что

V0 > 0 ||ST+0 ty -  Sey ||е -> 0 при х - » -к» равномерно по уеВ. (21)

t Пусть (и0, ро)еВ, (v0, <?0)еВ, х а 0. Пусть u{t), t > х, — решение уравнения (8 ) 

с начальными условиями u|t=, = uQ, d(u|(=t = р0, a v(t), t >  0 , —  решение урав­

нения (9) с начальными условиями t>|(=0= %  dtv\t=o= qo.
Функция ux(t) = и(т + 1) удовлетворяет уравнению

d}ux( t )+zdtuz(t) = Auz( t ) - f ( T  + t ,u , ( t ) ) - g (x ) .  (22)

Положим w(t) = ux(t) -  v(t). Вычитая из уравнения (22 ) уравнение (9) и ум­
ножая получившееся равенство скалярно в L2(Q) на dtw(t), выводим

^ 5 ( ||dfw ||2 + e|dfw||2 + ^ d f |Vw|2 -  ( f { v )  -  + t ,uT), d^w^<

i | f ( u t ) - F ( « ) ,  dt w ^+ \ j [ f (T+ t ,U z ) - f ( u z) ,d tw}  . (23)

Используя формулу конечных приращений, третье неравенство из условия
(11) и неравенство Гельдера, получаем оценку

( п и х) - Ы  + m J 6(J h i J 6(q) + N 2 + I M I 2}  •

В силу (17), аналогичного утверждению (17) факта для уравнения (9) и 

непрерывности вложения Hq(Q.) с Ц ( 0 . )  (п = 3) из последней оценки сле­
дует, что

( f ( u x) - f { v ) ,  3 ,w)|<C10(B)||w||2 .

Воспользовавшись этим неравенством и условием (12), из (23) нетрудно 
получить следующую оценку

5^|5fw(/)||2 +|Vw(f)|2) <С11(В)(/с(х + 0 + К ) | )  ■
Проинтегрировав полученное неравенство по t от 0 до t  > 0, выводим 

1К(^)||р -  C12|w(0)||2 +C13(B)f max /<(s)+С13(В)П|іу(0||2 df
Se[T,T+f] J c

(все константы не зависят от х). После применения неравенства Гронуол- 
ла имеем
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|iw(0||i < Гс^Ци/СО)!?,+C 13(S)f max k(s) \ec" m .
" V  c  Se[x,x+<] J

В силу того, что k(s) ->■ 0 при s ->• +оо, из этой оценки следует (21). Как лег­
ко видеть, доказанные нами утверждения (17) и (21) гарантируют выпол­
нение условий теоремы 2*
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S U M M A R Y
in the article we study behaviour o f trajectories o f nonautonomous evolution 

equations as t +<x>. We consider trajectories o f bounded sets. The theorem on 
existence and propeties o f maximal attractor o f a family o f evolution operators 
are proved. The result on attractor o f nonautonomous dissipative hyperbolic 
equation are stated also.

УДК 517.936

П.П. Потапенко

Центральные характеристические 
множества решений вполне 

интегрируемых систем Пфаффа
Для изучения устойчивости систем обыкновенных дифференциальных 

уравнений широко используется первый метод Ляпунова, основанный на 
использовании характеристических чисел [1]. В работе [2] введено поня­
тие характеристического вектора функции многих переменных для иссле­
дования вопросов устойчивости систем уравнений в полных дифферен­
циалах. Однако прямой перенос результатов, полученных для обыкновен­
ных дифференциальных уравнений, на системы Пфаффа оказывается 
затруднительным в связи с тем, что на плоскости невозможно ввести ес­
тественное отношение порядка. Поэтому представляется целесообразным 
при построении характеристик решений систем Пфаффа использовать 
теоретико-множественный подход.
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