
содержащая S, Тогда L будет 3-инъектирующей подгруппой группы G, и по 
следствию леммы 7, пронормальна в G. Теперь подгруппы RnM = Vn(M nN) и 
SnN = Ln(MnN) будут 5-инъекторами подгруппы MnN и по индукции сопря
жены в MnN. Итак, Vn( MnN) = (Ln( MnN))3 = L9 n  ( MnN), где ge MnN. Так 
как Gl MnNe-ö, то по лемме 9 подгруппы V и L9 сопряжены. Пусть V = L9*, где 
xeG. Тогда VnM  = 1_9хпМ  = (LnM)gx = S9*, и S9X -  $-инъеюгор подгруппы М. 
Существование &-инъекторов доказано. Сопряженность g-инъекгоров следу
ет непосредственно из леммы 9.

Теорема доказана.
Следствие 1. Следующие условия эквивалентны:
1) для класса Ф и ттинга  g  во всякой п-разрешимой группе множество 

всех $-инъектирующих подгрупп группы  G образует единственный 
класс сопряженных %-инъекторов;

2) класс Ф и ттинга  5 удовлетворяет условию (*).
Следствие 2. Если класс Ф и ттинга  Я удовлетворяет условию (*), V -  

%-иньектор п-разрешимой группы  G u V c A c G ,  m o V  будет Щ-инъекто- 
ром подгруппы А.
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It is proved, that for a Fitting class % for any n-soluble group exist a unique 

class o f conjugated ^-injectors if  for any n-soluble group G o f the form  G=WG„ , 
where W is a normal subgroup o f G, any two maximal subgroup o f G, con- 
staining W, is conjugate.
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К определению сопряженных 
подмножеств в n-арной группе

Переход от групп к n-арным группам приводит, как правило, к появлению 
нескольких n-арных аналогов одного и того же группового понятия. Так в тео
рии полиадических групп важную роль играют инвариантные и полуинвари- 
антные n-арные подгруппы [1, 2]. Рассматривая вместо n-арных подгрупп 
произвольные подмножества n-арной группы, А.М. Гальмак [3] определил и 
исследовал слабо инвариантные подмножества в n-арной группе. Учитывая 
тесную связь между инвариантностью и сопряженностью, возникает анало
гичная задача определения и исследования слабо сопряженных подмножеств 
в п-арной группе, решению которой посвящена настоящая работа. Результа
ты этой работы анонсированы в [4].
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Напомним некоторые понятия теории n-арных групп, используемые в ра
боте.

Согласно Дбрнте, универсальная алгебра < А, [ ]  > с одной п-арной (п > 2) 
операцией [ ] : А" -> А называется п-арной группой, если выполняются сле
дующие условия:

1) п-арная операция [ ] на множестве А ассоциативна, т.е.
[[av-an]an+1...a2n- i ] = [ai...ai[aj+i-.a i+n]ai+n+i.. .a2n-i ] 

для всех і = 1, 2,.... п и всех аь а2..... а2п-і є А;
2) каждое из уравнений

[аі...аи Хіа-и-і-ап] = b, і = 1 ,2 ,.... п
однозначно разрешимо в А относительно Х| для всех .....аи , Эн-ч,.... an, b є А.

N-арная подгруппа < В, ( ]  > п-арной группы < А, [ ] > называется инвари
антной в ней, если

[хВ^^В] = [B ^ jB x B ^ ^ ]  
n-1 І-1 П-І

для любого х є А и всех і = 2, 3 ,.... п. Если же последнее равенство выполня
ется только для і = п, то < В, [ ] > называется попуинвариантной в < А, [ ] > .

Последовательность e i , .... ek(n.i)(k>  1) элементов п-арной группы < А, [ ]  > 
называется нейтральной, если

[ei.-.e^n-ija] = [ae-|.-.ek(n-i)] = а
для любого а є А.

Последовательность ß элементов п-арной группы < А, [ ] > называется об
ратной  к последовательности а, составленной из элементов этой же п-арной 
группы, если последовательности aß и ßa являются нейтральными.

Нормализатором подмножества Н в п-арной группе < А, [ ] > называется 
множество всех элементов х є А таких, что [хНх-1] = Н, где х' 1 -  обратная по
следовательность для элемента х.

N-арные подгруппы < Н, [ ]  > и < К, [ ]  > п-арной группы < А, [ ]  > (подмно
жества Н и К множества А), называются сопряженными в ней, если

Н = [хі, Ку] ], (1)

где у ] -  некоторая обратная последовательность для последовательности

х\ (Х| є А, 1 < і < п—1). В работе [5] нами получено следующее эквивалентное 
определение сопряженности п-арных подгрупп в п-арной группе: п-арные под
группы < Н, [ ] > и < К, [ ] > п-арной группы < А, [ ] > называются сопряженны
ми в ней, если

n-1 i-1 n-i
[ х К ]  = [ Н х К ] ] , і  = 2......п (2)

для некоторого х є  А.
Следующий пример показывает, что в случае произвольных подмножеств 

Н и К в общем случае из (2) не следует (1).
Пример 1. На множестве Тп всех нечетных подстановок на п символах оп

ределим тернарную операцию [xyz] = xyz, производную от операции в сим
метрической группе Sn. Легко проверяется [6], что < Тп, [ ] > — тернарная груп
па. Из определения операции [ ] следует, что для любого х е Тп обратный 
элемент в тернарной группе < Тп, [ ] > совпадает с обратным элементом в 
симметрической группе Sn.

Пусть теперь П = 4, И выпишем все элементы bi є  Т4:
Ьп = (1 2), ь2 = (1 2 3 4), Ьз = (1 3), Ь4 = (2 3), Ь5 = (1 3 4 2),Ь6 = (1 3 2 4),
Ь7 = (1 4 2 3), Ье = (2 4), be = (1 4 32), Ь10 = (1 4), Ьц = (1 2 4 3 ), Ь12 = (34). 
Пусть
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К -  {bi, b7, Ьіг}. H = {be. b7) Ьіг}
-  подмножества множества Т4. Так как
[Ь7Ь7Ь7] = (1 4 2 3) (1 4 2 3) (1 4 2 3) = (1 3 2 4) = Ь6 g К,
[Ь6Ь12Ь7] = (1 3 2 4) (3 4) (1 4 2 3) = (1 2) = Ь, е Н, 

то подмножества Н и К не замкнуты относительно тернарной операции [ ] и, 
следовательно, не являются тернарными подгруппами в < Т4, [ ]  >.

Покажем, что для подмножеств Н и К и некоторого х є Т4 имеют место ра
венства (2), т. е.

2 2 
[хК ] = [НхК] = [Нх].

Действительно, полагая х = bi и проведя соответствующие вычисления, 
получаем:

2
[х К ] = {{b-|b-|b-|] = {[ b ibi2bi2] = bi, [bibib7] = [Ь-|Ь7Ьіг]= t^, [bib7bi] = bibi2b7] = be,
[ bib7b7] = [ b-|bi2bi] = [ b ibib12] = b i2} = {bi, b6, b7, b12}:

[H x] = {[ ЬбЬ7Ь-|] = { b i2bi2bi] = [ b7b$bi] = bi, [ b7bi2bi] = [ Ь12ЬбЬі] = bg,
[ bi2b7bi] = [ b6b12bi] = b7, [ b7b7bi] = [ ЬбЬбЬ-і] = Ьіг} = {bi, Ьб, b7, b i2};
[HxK] = { [  b7bib7] = [ bi2bib-|2] = bi, [ b7bib12] = [ ЬбЬ-іЬ-і] = [ b-|2bib7] = Ьб,
[ ЬбЬіЬі2] = [ b7bibi] = b7l [ b i2b-|bi] = [ЬбЬіЬ7] = b-іг} = {bi, Ьб, b7, b i2}.
Таким образом, мы показали, что для подмножеств Н и К и элемента х = ^  

имеют место равенства (2).
Определим теперь подмножества тернарной группы < Т 4, { ] >,  сопряжен

ные в ней с подмножеством К. Так как 1МТ4 (К) = {Ь6, Ь7} *  0 , то по предложе
нию 4.3 [2] все эти подмножества можно получить, если в качестве последо
вательности xij в формуле (1) выбрать элементы b jє Т4 (і = 1,2, .... 12). Тогда 
будем иметь:

[ЬтКЬі1 ] = {[bibnb-,], tbib7b-,], [bib^b-,]} = {bi, b6, b12};

[b2Kb2 ] = {[b2b-|bg], [b2b7bg], [b2b i2bg]} = {b4, Ью, b-ii};

[ЬзКЬз1] = {[ЬзЬфз], [b3b7b3], [b3b i2b3]} = {b4, bg, Ьщ};

[b4Kb41 ] = {[b4b-ib4], [b4b7b4], [b4b12b4]} = {b3, b8, b9};

[bsKb51] = {[bsbibn], [b5b7bn], [bgbi2bn]} = {b2, Ьз, b8};

[bGKbg1 ] = {[b6bi b7), [bsb7b7], [beb12b7]} = {b-i, b7, bis};

[b7Kb7' ] = {[b7bib6], [Ь7Ь7Ьб], [Ь7Ьі2Ьб]} = {bi, b7, b i2};

[bgKbg1] = {[ЬеЬфе], [bab7be], [beb^bs]} = {b4, Ью, Ьц };

[bgKbg1 ] = {[bgbiЬ2], [ЬдЬ7Ь2], [ЬдЬі2Ь2]} = {Ь4, Ьд, Ью}і 

[ЬюКЬ-iq ] = {[ЬюЬфю], [b-iob7bio], [ЬюЬ12Ьіо]} = {b2, b3, be};

[Ьц К Ь Ї і ] = {[b iib ib5], [b iі b7b5], [brib i2b5]} = {b3, be bg};

[bi2Kb-|2 ] = {[bi2bib i2], [bi2b7bi2], [bi2b i2bi2]} = {bi, Ьб, b12}.
Среди полученных шести подмножеств, сопряженных с К в Т4, нет под

множества Н = {Ь6, Ь7, Ь12}. Следовательно, подмножества Н и К не сопряже
ны в смысле (1).

По аналогии с определением слабой инвариантности произвольных под
множеств в п-арной группе [3] введем следующее

Определение 1. Подмножество К п-арной группы < А, [ ] > назовем слабо
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сопряженным в ней посредством элемента х є А с подмножеством  Н, если 
верны равенства (2). В этом  случав будем говорить, ч то  подмножества Н 
и К слабо сопряжены в < А ,[ ] >.

Аналогично, если в определении 2 [5, 7] полусопряженных n-арных под
групп заменить n-арные подгруппы на произвольные подмножества, то полу
чим следующее определение полусопряженных подмножеств.

Определение 2. Подмножество К п-арной группы < А, [ ] > назовем полу- 
сопряженным в ней посредством элемента х е А с подмножеством Н, если

п-1 п-1
[X К ] =  [ Н X].

Пусть:
Я К ) -  множество всех подмножеств п-арной группы < А, [ ] >, сопряженных 

в ней с подмножеством К;
© Я К ) -  множество всех подмножеств n-арной группы < А, [ ] >, слабо со

пряженных в ней с подмножеством К;
ЗЖ(К) -  множество всех подмножеств n-арной группы < А, [ ] >, полусопря

женных в ней с подмножеством К.
Теорема. П усть  Н и К -  подмножества n-арной группы < А, [ ]  >. Тогда 

справедливы следующие утверждения:
1) если подмножества Н и К сопряжены в < А, [ ] > некоторым элементом  

х є А , т о  они и слабо сопряжены в < А, [ ] > этим  же элементом:
2) если подмножества Н и К слабо сопряжены в < А, [ ] > некоторым эле

ментом  х є А, т о  они и полусопряжены в < А, [ ] > этим  же элементом;
3) £Ж(К) с  Д»0[К):
4) Если 1МА(К) *  0 , т о  Я К ) с  Ш  (К).
Доказательство. 1). Пусть имеет место равенство

Н = [хКх-1] (3)
для некоторого х є А, где х' 1 -  некоторая обратная последовательность для 
элемента х. Учитывая нейтральность последовательностей хх-1 и х~1х, из (3) 
получаем

[х-1Нх] = [х_1[хКх_1]х], [х_1Нх] = [х- 1хКх“1х], [х"1Нх] = К.
Используя последнее равенство, будем иметь

[ x V ]  = [XK^.JK V ]  = [х [х “ 1Нх]...[х- 1Нх] "к  ] = [ [хх~1Н]...[хх~1Н] х К ' ] = 
i-1 М  ТЯ

n-i • i-1 n-i
= [H ^ H x  К ] = [Н  х К ]

i-1
для любого і = 2 ,.... п. Откуда и следуют равенства (2).

2) . Очевидно.
3) . Вытекает из 2).
4) . Если Na(K) ф 0 , то по предложению 4.3 [2]

Я К )  = {хКх~11 х є А},
где х' 1 -  некоторая обратная последовательность для элемента х. Теперь из 
1) вытекает 0С(К) с  © Я К). Теорема доказана.

В утверждении 4) теоремы условие Na(K) ф 0  отбросить в общем случае 
нельзя, о чем свидетельствует

Пример 2. Пусть К = {Ь-i, Ь2} -  подмножество тернарной группы отражений 
правильного шестиугольника < Вв, [ ] >. Используя таблицу сопряженности 
элементов в < B6l [ I > [8], определяем, что NBb (К) = 0 и класс сопряженных
подмножеств тернарной группы < В6, [ ]  > для подмножества К есть множество
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т )  = {{b i. b2}, {b „ b6}, {b2, Ьз}, {Ьз, b4}, {b4. b5}, {b5, b6}}.
Проведя соответствующие вычисления, можно убедиться, что 

2Ж(К) = { { bi, Ь6}, { Ь2, Ь3}, { Ь4, Ь5}}.
Следовательно, включение из 4) доказанной теоремы не выполняется. 
Пример 1 показывает, что слабая сопряженность подмножеств в п-арной 

группе шире сопряженности. Из определения 1 следует, что на n-арных под
группах понятия сопряженности и слабой сопряженности совпадают. Так как 
нормализатор любой п-арной подгруппы не пуст, то для любой п-арной под
группы < К, [ ] > п-арной группы < А, [ ] > верно Х(К) = 2Ж(К) с  <НК(К).

Так как при п > 2 существуют полусопряженные п-арные подгруппы, не яв
ляющиеся сопряженными, то понятие полусолряженности подмножеств шире 
слабой сопряженности подмножеств.
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S U M M A R Y
Weakly conjugate subsets in n-ary groups are defined and studied in this paper.
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УДК 521.542

Е.Е. Грибовская

О разрешимых нормальных подгруппах 
конечных групп с индексами 

максимальных подгрупп р, р2 или 8
Следуя монографии [1] для произвольной конечной группы G через Фк(6) 

будем обозначать пересечение максимальных подгрупп группы G, индексы 
которых не равны р' для каждых простого р и каждого натурального і < к. 
М.В. Селькин ([1], теорема 3.4.2) показал, что в любой конечной группе G под
группа Oi(G) сверхразрешима, а Ф2(Є) разрешима. При к > 3 существуют ко
нечные группы X с неразрешимой подгруппой Фк(Х).

В настоящей работе исследуется строение подгруппы Ф2(Є). В частности, 
доказывается, что 2-длина І2(Ф2(Є)) < 2, p-длина 1Р(Ф2(6 )) < 1 для любого не

98


