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Критерий р-скованности конечной группы
В работе используются только стандартные обозначения и терминология, 

которые можно найти в [1-5].
Определение 1. Пусть X -  конечная группа. Тогда Хр=<хр|хєХ>.

ßit(X) = І хєХ, Хр = 1>. fi(P ) = П і(Р), если р > 2; fi(P ) = ß 2(P). если р=2.
Теорема 1. Пусть Р -  конечная р-группа, А -  характеристическая эле

ментарная абелева подгруппа в Р. Тогда в Р существует характеристиче
ская подгруппа В, обладающая следующими свойствами:

(1 ) А с  ß ,(Z(B )) = Пі(Ср(В)) є  В;
(2) B /n 1(Z (B ))£ ß 1(Z(P/ß1(Z(B)))).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Г -  множество характеристических подгрупп

Вц, к=1......п, таких, что A ib i(Z (B k)) и Bk/ß i(Z (B k))£  Q1(Z(P/n1(Z(Bk)))). Так как
АєГ, то Гн0. Пусть В -  максимальный по включению элемент множества Г. 
Если ß 1(Cp(B))eB, то В обладает свойствами (1) и (2), и все доказано. Поэто
му предположим, что ß^CptB)) не принадлежит В. В частности, тогда 
OifZfBJJcCMCpfB)). Пусть K /ß1(Z(B))=ß1(Z(P/ß1(Z(B )))nß1(Cp(B))/ß1(Z(B))). По
этому K/ßi(Z(B)) -  элементарная абелева группа. Тогда К £  Q1(CP(B)), 
Кр £  ß i(Z(B )), ß^Z fB )) с  К ввиду теоремы 3.7.2 из [1]. Предположим, что 
К £  В. Так как К с  ß^CpfB)), то К £  СР(В) и К  £  Z(B). Тогда из К  £  Q^CpfB» 
следует, что К £  Qi(Z(B)), что исключено выше. Поэтому К не принадлежит В. 
Так как В char Р, то по теореме 2.1.1 из [6] СР(В) char Р. Но тогда и ßi(Cp(B)) 
char Р. Из теоремы 2.1.2 в [6] следует, что К char Р, так как K/Di(Z(B)) есть 
характеристическая подгруппа в P/ß1(Z(B)) как ß 1(Z(P/ß i(Z(B)))n 
ß i(C P(B))/Q1(Z(B))). Тогда и КВ char Р. Из К £  ЗД(Ср(В)) и А с  В следует, что 
[К,А] = 1. Поэтому А с  Z(KB). Из условия теоремы следует теперь, что 
А £  ß i(Z(KB)) и (КВ)Р = КРВР £  n,(Z(B )) с  ßi(Z(KB)), так как [К,В] = 1. Поэтому 
KB/n,(Z(KB)) £  £li(Z(P/C2i(Z(KB)))) ввиду [КВ,Р] = [К,Р]-[В,РІ £  n ,(Z (B )) £  
ß^ZfKB)). Поэтому KB є Г. Но ввиду В с  КВ получили противоречие с тем, 
что В есть максимальный элемент в Г. Теорема доказана.

Лемма 1. Пусть Р -  есть р-группа„ В<Р, ß ,(C P(B)) £  В. Пусть 
В=В0>В1>...>ВП=1 есть ряд нормальных в Р подгрупп. Пусть р > 2, или р = 2 
и СР(В)' = 1. Пусть X -  группа автоморфизмов Р, оставляющая на месте
Bk, к = 0, 1......п, а У -  подгруппа в X, централизующая каждый смежный
класс по В|с е В ц , к= 1 ,.... п. Тогда У  есть нормальная р-подгруппа в X. В ча
стности, каждый неединичный р'-элемент из X индуцирует нетривиальный 
автоморфизм на Віи/Вк хотя бы для одного к.

Д о ка  з а т е я  ь с т в о .  Пусть К = СХ(В). Тогда Х /К и УЖ  можно считать под
группами из Aut(B). По лемме 9.7.3 из [7] УЖ  есть нормальная р-подгруппа в 
ХЖ. К  есть группа автоморфизмов Р, централизующая В. Пусть к есть произ
вольный р'-элемент из К. Из К-инвариантности групп Р и В следует <к> -ин 
вариантность группы С<*>р(В)пР = Ср(В). Другими словами, к индуцирует на 
СР(В) р '- автоморфизм. Если к есть тривиальный автоморфизм группы Ср(В), 
то из леммы 9.1.2 в [6] следует, что к = 1. Поэтому пусть к -  нетривиальный 
р'-автоморфизм группы СР(В). По условию П1(СР(В)) = С с  В. Поэтому к цен
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трализует С. По теореме Блекберна ([8], теорема 2.4) к = 1. Итак, в любом 
случае к=1. Но по выбору к это означает, что К есть р-группа. Значит, и Y 
есть р-группа. Лемма доказана.

Следствие 1. Пусть Р есть конечная р-группа и В -  ее характеристическая под
группа, обладающая свойствами (1) и (2) из заключения теоремы 1. Тогда каждый 
нетривиальный р'-автоморфизм группы Р действует нетривиально и на В.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим ряд нормальных в Р подгрупп В = В0э  
В-, = 1. По лемме 1 каждый р'-автоморфизм группы Р является р'-авто- 
морфизмом и для В. Следствие доказано.

Лемма 2. Пусть X есть конечная группа с Sp-подгруппой Р. Пусть А 
есть такая р-подгруппа из Р, которая содержит асе элементы порядка рк 
из СХ(А) = С, где к = 1 для р > 2 и к й 2 для р = 2. Тогда С имеет нормальное 
р-допопнение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Т есть Sp-подгруппа в С. По условию П(СР(А)) 
= П(СТ(А)) с  А. По условию А содержит все элементы порядка рк из С, к = 1 
для р > 2 и к й 2 для р = 2. По теореме 4.5.5 из [1] С имеет нормальное р- 
дополнение. Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть X -  есть конечная группа с Sp-подгруппой Р и Т=Ор(Х). 
Предположим, что П(Ср(Т)) s  Т. Тогда существует р'-подгруппа Н в X, об
ладающая свойствами:

(1) Н char X, Н=0Р'(СХ(Т))=0Р>(Х);
(2) для X =Х/Н (Ор( X  ))сОр( X ); в частности, X есть р-скованная 

группа.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  ПустьСХ(Т) = С<Х. Тогда СпР=Р0есть Sp-подгруппа 

в С. По условию теоремы П(Ср(Т)) = П(Ро) с  Т, Р0 n  Т  с  Z(C). Поэтому 
РопТ<С и содержит все элементы порядка рк из С, к=1 для р>2 и к<2 для 
р = 2. По лемме 2 С имеет нормальное p-дополнение Н. Тогда Н < X. Так как 
Ор-(Х) с  С, то Ор.(Х) = Н. Этим заключение (1) доказано. _

Пусть.X = Х/Н, М/Н =Ор( Х )  = М ,  Е = С * ( М ) .  Ясно, что Ор-(Х) = 1.

Группа X  удовлетворяет условию теоремы для Р , Т и П (Ср(Т)) .  По заклю

чению (1) Ор-(Е)=1. По лемме 1 Еесть р-группа. Так как Е < Х ,  то Е с М .  
Этим заключение (2) доказано. Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть X -  конечная группа с Sp-подгруппой Р, Ор(Х)=Т, А -  
подгруппа из Т такая, что NP(A) есть Sp-подгруппа в NX(A). Тогда

(1) если Г2(СР(А>) с  А, то СХ(А) = С = Ор(С)Х,СР(А), и, если р > 2. то 
Ор-(С) = Ор(Х);

(2) если СР(А) с  А, то С = Z(A)xOp.(C), и, если р > 2, /по Ор-(С) = Ор(Х).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как С < NX(A), то С п  NP(A) есть Sp-подгруппа в

С. Поэтому С n  NP(A) = СР(А).
Если имеет место условие (1), то Я(СР(А)) с А с Т  и поэтому Т(<Х) содер

жит все элементы порядка рк из С, к = 1 для р > 2 и к <. 2 для р = 2. Так как 
П(Ст(А)) с  П(СР(А)) с  А, то А содержит все элементы порядка рк из С, к = 1 
для р > 2 и к < 2 для р = 2. Но тогда С = Сх(А) централизует все элементы по
рядка рк По теореме 4.5.5 в [1] С имеет нормальное p-дополнение Н = Ор(С). 
Из СР(Т) с  СР(А) следует, что fi(C P(T)) с ß(Cp(A)) с А с Т .  Теперь из заключе
ния (2) леммы 3 следует, что X является p-скованной группой. Поэтому из 
А-инвариантности группы Н следует для р > 2 из теоремы 10.1.12 в [2], что 
Н с  0 Р’(Х). Так как, очевидно, Ор(Х) с  Ор(С) = Н, то Ор(Х) = Ор(С) и (1) дока
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зано. (2) есть известный факт, который доказывается аналогично. Теорема 
доказана.

Лемма 4. Пусть X -  конечная группа. Тогда X  порождается своими цик
лическими примерными подгруппами.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М и N -  две различные максимальные под
группы из X. По индукции М и N порождаются своими примерными цикличе
скими подгруппами. Очевидно, что из X = <M,N> следует утверждение и для 
X. Поэтому пусть X содержит только одну максимальную подгруппу М. Из 
М с Х и  того факта, что некоторое простое число р делит |Х:М | следует, что 
в Х-М  существует элемент х порядка ра. Ясно, что <х> = X, ибо в противном 
случае в X существовала бы отличная от М максимальная подгруппа. Поэто
му X -  циклическая примарная группа. Лемма доказана.

Теорема 3. Пусть X -  конечная группа с Sр-подгруппой Р, р>2, В -  характери
стическая подгруппа изР со свойствами (1) и (2), указанными в теореме 1.

Пусть Н -  любая подгруппа из X, содержащая В, причем В « Н . Если 
ТНХ= Н*Т для всех х є X и всех циклических подгрупп Т порядков р и р2 из В, 
то X -  p-скованная группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 7.2.3 в [9] получаем, что Т « Х , где Т про
бегает все циклические подгруппы порядка р и р2 из В. Так как ехр(В)£р2, то В 
порождается своими циклическими подгруппами по лемме 4, которые субнор
мальны в X. Но тогда и В « Х  по утверждению (10) в §2 из [10]. Далее можно по
вторить рассуждения из доказательства теоремы 3. Теорема доказана.

В заключение выражаю благодарность своему научному руководителю 
профессору Пальчику Э.М. за постоянное внимание к работе.
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S U M M A R Y
This paper proves the existence in every finite p-group P o f characteristic p-sub- 

group Po, which has fokwing properties: (1) exp(Po) £  p2, f2(Cp(Po)) < Po; (2) 
every p'-airtomorphism o f P is  also p'-automorphism ofPo.
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