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Методы корректировки параметров  

дробно-линейной целевой функции  

в задачах нелинейного программирования 
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Белорусский государственный университет 

 
В статье рассматриваются методы корректировки параметров дробно-линейной целевой функции в задачах нелиней-

ного программирования. Построена математическая модель обратной задачи для определения изменений параметров 

целевой функции в соответствии с выбранной нормой.  

Цель  статьи – построение математической модели обратной задачи для определения изменений параметров целевой 

функции в соответствии с выбранной нормой. 

Материал и методы. Материалом исследования послужила модель прямой экстремальной задачи с дробно-линейной 

функцией и линейными ограничениями. В работе использовались методы оптимизации и математического программиро-

вания. 

Результаты и их обсуждение. Применялись принципы обратной оптимизации для нахождения оптимальных пара-

метров целевой функции в дробно-линейных задачах потокового программирования с дополнительными ограничениями. В 

соответствии с выбранной нормой были определены такие изменения параметров целевой функции, при которых  допу-

стимое базисное решение становится оптимальным решением. Корректировка параметров целевых функций в задачах 

дробно-линейного программирования используется с целью определения их оптимальных значений. 

Заключение. Полученные результаты могут быть применены для корректировки параметров целевых функций в зада-

чах дробно-линейного  потокового программирования с целью определения значений параметров, при которых  допустимое 

базисное решение является оптимальным решением. 

Ключевые слова: математическое программирование, дробно-линейная целевая функция, допустимое решение, опти-

мальное решение, двойственная задача, обратная задача, базис,  поток, обобщенная сеть, норма. 

 

Methods of Adjusting the Parameters of Fractional-Linear 

Objective Function in Problems of Nonlinear Programming 
 

L.A. Pilipchuk 

Belarusian State University 

 
This article centers round the methods of adjusting the parameters of linear-fractional objective functions in problems of  

nonlinear programming. A mathematical model of the inverse problem for determining the changes of parameters in the objective 

function in accordance with the selected norm is built. 

The purpose of the article is the construction of a mathematical model of the inverse optimization problem for determining of 

changes for the parameters of the objective function according to the selected norm. 

Material and methods. The material of the research is the model of the direct extreme problem with a linear-fractional function 

and linear restrictions. The methods of optimization and mathematical programming are used in this work. 

Findings and their discussion. The principles of inverse optimization are applied for finding the optimal parameters of  

fractional linear objective function in linear-fractional programming problems with additional restrictions. In accordance with the 

selected norm such changes of parameters of the objective function are determined for which a feasible basic solution becomes the 

optimal solution. The results can be used to adjust the parameters of the objective function in a linear-fractional programming for 

the purpose of determining their optimal values. 

Conclusion. The results can be used to adjust the parameters of the objective functions in problems of linear fractional  

programming network flow to determine the values of the parameters under which a feasible basic solution is the optimal solution. 

Key words: mathematical programming, linear fractional objective function, feasible solution, optimal solution, dual problem, 

inverse problem, basis, flow, generalized network, norm. 

 

статье рассматриваются методы корректировки 

параметров дробно-линейной целевой функции 

в задачах нелинейного программирования. Постро-

ена математическая модель обратной задачи для 

определения изменений параметров целевой 

функции в соответствии с выбранной нормой.  

Цель статьи – построение математической 

модели обратной задачи для определения изме-
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нений параметров целевой функции в соответ-

ствии с выбранной нормой. 

Материал и методы. Материалом исследова-

ния послужила модель прямой экстремальной 

задачи с дробно-линейной функцией и линейны-

ми ограничениями. В работе использовались ме-

тоды оптимизации и математического програм-

мирования. 

Прямая задача. Рассмотрим математическую 

модель прямой задачи нелинейного потокового 

программирования следующего вида: 
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  ,,,0 Ujixij    (4) 

 

с дробно-линейной целевой функцией (1) и ли-

нейными ограничениями (2)–(4). 

Параметры γ,β,α,λ,,μ,, p
p
ijiijijij aqc  задачи (1)–

(4) определены, I  – множество узлов, U мно-

жество дуг ориентированного связного графа 

),( UIG  , ijx величина дугового потока дуги 

Uji ),( , ijμ – коэффициент преобразования ду-

гового потока ijx  дуги ),( ji : дуговой поток дуги 

Uji ),(  величины ijx  исходит из узла i  и входит 

в узел j  в преобразованном виде ijij xμ . Обозна-

чим )),(,( Ujixx ij  , )),(,μ(μ Ujiij   – век-

торы дуговых потоков и коэффициентов их пре-

образования; },),(:{)( UjiIjUIi 

}.),(:{)( UijIjUIi 
 Полагаем, что знаме-

натель )(xq  дробно-линейной целевой функции 

(1) не меняет знак на множестве V  решений  си-

стемы уравнений и неравенств (2)–(4). Без огра-

ничения общности предположим, что знамена-

тель Vxxq  ,0)( . Выделим подмножество 

VZ   допустимых базисных решений задачи 

(1)–(4). Допустимое базисное решение 

)),(,( Ujixx ij  , Zx  задачи (1)–(4) определя-

ется следующим образом:  

)\),(,0;),(,( SijSij UUjixUjixx  , 

где SU – множество базисных дуг обобщенного 

графа ),( UIG   задачи (1)–(4), которые соответ-

ствуют столбцам базисной матрицы системы 

уравнений (2)–(3). 

Пусть  )\),(,0;),(,( SijSij UUjixUjixx

некоторое известное допустимое базисное  

решение задачи (1)–(4) для заданных параметров 

γ,β,α,λ,,μ,, p
p
ijiijijij aqc , которое не является  

оптимальным решением задачи (1)–(4). Необхо-

димо изменить параметры γ,β,, ijij qc  целевой 

функции (1) задачи (1)–(4) наименьшим образом 

так, чтобы для новых значений параметров  

целевой функции заданное допустимое базисное 

решение Zx  стало оптимальным решением. 

Двойственная задача. Двойственная задача 

для задачи (1)–(4) имеет следующий вид: 
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где ,1Rz  ),,( Iiyy i   ).,1,( lprr p   

Применяя теорию двойственности, легко до-

казать теоремы 1, 2, 3. 

Теорема 1. Если Vx некоторое допусти-

мое решение задачи (1)–(4) и ),,( zry некоторое 

допустимое решение двойственной задачи (5)–

(6), то ).,,()( zrygxf   

Теорема 2. Если 0x допустимое решение 

задачи (1)–(4), ),,( 000 zry допустимое решение 

задачи (5)–(6) и выполняется равенство 

),,,()( 0000 zrygxf   то 0x оптимальное  

решение задачи (1)–(4), ),,( 000 zry оптималь-

ное решение задачи (5)–(6), которая  

является двойственной для прямой задачи  

(1)–(4). 

Теорема 3. Если 0x оптимальное решение 

задачи (1)–(4), тогда существует ),,( 000 zry

оптимальное решение задачи (5)–(6). 

Теорема 4. Пусть  )),(,( 00 Ujixx ij допу-

стимое решение задачи (1)–(4). Если выполня-

ются условия: 
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(7) 

то 0x оптимальное решение задачи (1)–(4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Задача (5)–(6) являет-

ся двойственной к задаче (1)–(4). Если для допу-

стимого решения 
0x  задачи (1)–(4) и допустимо-

го решения ),,( zry , ),,( Iiyy i   ),,1,( lprr p   

1Rz  задачи (5)–(6) выполнены следующие со-

отношения 
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то имеем:  
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Итак, значение целевой функции прямой задачи 

(1)–(4) совпадает со значением z  целевой функ-

ции задачи (5)–(6), которая является двойствен-

ной к задаче (1)–(4): 
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Согласно теореме 2  )),(,( 00 Ujixx ij опти-

мальное решение задачи (1)–(4). Теорема доказана. 

Обратная задача: изменение параметров 

целевой функции. Пусть  )),(,( 00 Ujixx ij не-

которое допустимое решение задачи (1)–(4), 

Zx 0
, которое не является оптимальным. При-

меним принципы обратной оптимизации [1–6] 

для изменения параметров целевой функции (1). 

По теореме 4, для некоторых решений ),,( zry , 

),,( Iiyy i   ),,1,( lprr p   
1Rz  двойственной 

задачи (5)–(6) параметры )),(,( Ujicc ij   могут 

быть заменены на )),(,~(~ Ujicc ij   так, чтобы 

выполнялись условия оптимальности: 

 

.),(,0~λμ 0

1

Ujixczqryy ijijijp

l

p

p
ijjiji 














 



 

Тогда допустимое решение 
0x  становится опти-

мальным решением скорректированной прямой 

задачи (1)–(4) для новых значений

)),(,~(~ Ujicc ij   параметров целевой функции. 

В зависимости от значений дуговых потоков 

Ujixij ),(,0  заданного допустимого решения 
0x  

задачи (1)–(4) сформируем множества дуг 1B , 2B  

следующим образом: 

 ,0:),( 0
1  ijxUjiB   0:),( 0

2  ijxUjiB . 

 

Обратная задача для задачи (1)–(4) имеет вид: 
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Обозначим через ijθ , ijψ  соответственно уве-

личение и уменьшение параметра Ujicij ),(,  

дробно-линейной целевой функции (1). Парамет-

ры Ujicij ),(,~
 вычисляются следующим обра-

зом: 

.),(,0ψ,0θ,ψθ~ Ujicc ijijijijijij   

При этом ijij ψ,θ  не могут одновременно прини-

мать положительные значения, т.е. 

.),(,0ψθ Ujiijij  Остальные параметры задачи 

(1)–(4) не изменяются. 

Обратную задачу (8)–(9) можно представить 

следующим образом: 

min,~  cc  (10) 
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В соответствии с нормой 1l   
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математическая модель обратной задачи для из-

менения параметров Ujicij ),(,  целевой функ-

ции (1) имеет следующий вид: 
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где    UjiUji ijij  ),(,ψψ,),(,θθ . 

В результате решения обратной задачи миними-

зации нормы (12) при ограничениях (13) получены 

векторы    UjiUji ijij  ),(,ψψ,),(,θθ . 

Параметры ijijijij cc ψθ~  , Uji ),(  отлича-

ются от исходных значений параметров 

  ),(, Ujicij   наименьшим образом. Для новых 

параметров   ),(,~ Ujicij   заданное допустимое 

решение Zx 0
 задачи (1)–(4) является опти-

мальным решением дробно-линейной задачи по-

токового программирования следующего  

вида: 
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Численный пример корректировки пара-

метров целевой функции. Для конечного связ-

ного ориентированного обобщенного графа 
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

xxx

xxxx
 (21) 

Базисное допустимое решение 

)\),(,0;),(,( 000
SijSij UUjixUjixx   задачи 

(18)–(21) определено следующим образом:  

,5,0,2

,1,3,2,2

0
5,4

0
3,4

0
5,3

0
5,2

0
3,2

0
4,1

0
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



xxx
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 (22) 

где  )5,4(),5,3(),5,2(),3,2(),4,1(),2,1(SU , 

 )3,4(\ SUU . Теоретико-графовые свойства 

базиса SU , который соответствует базисному до-

пустимому решению (22), получены в [7] на осно-

вании применения теории декомпозиции [8–9]. 

Двойственная задача для задачи (18)–(21) 

имеет следующий вид: 
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max,),,(  zzryg   (23) 
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В зависимости от значений дуговых потоков 

Ujixij  ),(,00  базисного допустимого решения 

(22) задачи (18)–(21) сформируем множества 

 ,0:),( 0
1  ijxUjiB   0:),( 0

2  ijxUjiB : 

 ,)3,4(1 B  )5,4(),5,3(),5,2(),3,2(),4,1(),2,1(2 B .   

В соответствии с нормой  
 




Uji

ijijl
,

1 ψθ  

обратная задача для (18)–(21) имеет вид: 

min,ψθψθ

ψθψθψ

θψθψθ)ψθ,(
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 (25) 
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 (27) 

 

В результате решения обратной задачи миними-

зации нормы (25) при ограничениях (26)–(27) по-

лучено следующее ненулевое значение 4,1θ  уве-

личения параметра 4,1c  целевой функции (18): 

.
221486

600947
θ 4,1   

Новые параметры ijijijij cc ψθ~  , Uji ),(  вы-

числяются следующим образом: 
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c ijij  (28) 

Базисное допустимое решение (22) является 

оптимальным решением дробно-линейной экс-

тремальной задачи потокового программирова-

ния с целевой функцией вида (29) и ограничени-

ями (19)–(21). 
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Для новых значений параметров (28) значение 

дробно-линейной целевой функции (29) на опти-

мальном решении (22) равно: 
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Двойственная задача (23)–(24) для коэффициен-

тов целевой функции (28) имеет следующий вид: 
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(31) 

В результате решения двойственной задачи 

(30)–(31) получено оптимальное решение  

вида 
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(32) 

Для новых параметров (28) значение целевой 

функции (30) на оптимальном решении (32) 

двойственной задачи (30)–(31) совпадает со зна-

чением целевой функции на оптимальном реше-

нии (22) прямой задачи потокового программи-

рования с дробно-линейной целевой функции 

(29) и ограничениями (19)–(21): 

.
221486

312474
),,()( 00000  zzrygxf  

Заключение. Для допустимого базисного ре-
шения однородной дробно-линейной задачи пото-
кового программирования применяются принципы 
обратной оптимизации для моделирования изме-
нений значений как можно меньшего  числа пара-
метров дробно-линейной целевой функции таким 
образом, чтобы допустимое базисное решение ста-
ло оптимальным. Доказаны условия оптимально-
сти для допустимого решения исследуемой задачи. 
Построена математическая модель обратной зада-
чи для определения изменений параметров целевой 
функции в соответствии с выбранной нормой. По-
лучены формулы вычисления новых параметров 
дробно-линейной целевой функции, для которых 
допустимое базисное решение становится опти-
мальным базисным решением  исследуемой одно-
родной задачи нелинейного потокового програм-
мирования. Результаты могут быть применены для 
корректировки параметров целевых функций в за-
дачах дробно-линейного  программирования с це-
лью определения значений параметров, при кото-
рых  допустимое базисное решение является опти-
мальным решением. Для решения прямых, двой-
ственных и обратных задач, рассматриваемых в 
статье, используются типы разреженности матриц 
ограничений, специфика задач, концепции теории 
графов, результаты, полученные в теории потоков 
для обобщенных графов (сетей) [10–12], и техно-
логии численного решения нелинейных сетевых 
задач математического программирования.  
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