
Известия Гомельского государственного университета 
имени Ф .Скорины, С(27), 2004

УДК 512.542

Об одном свойстве порожденных классов Фиттинга

Н.Н. Воробьев

Все рассматриваемые группы конечны. Кроме общепринятой терминологии (см. 
[1]) используются определения и обозначения работы [2]. Символом Cosoc(G) обознача
ется коцоколь группы С, т.е. пересечение максимальных нормальных подгрупп группы 
G, а символом G® обозначается ^-корадикал группы G, т.е. пересечение всех таких нор
мальных подгрупп N  группы G, что G /N  € В частности, вместо пишут Op(G). 
Через 0  обозначается класс всех групп.

Функции вида /  : Р — > {классы Фиггинга} называются функциями Хартли или 
//-функциями (2). Для произвольной .//-функции /  определяют [2] класс

LR( f )  = {G I FP(G) е  /(р) для всех р € к{С)}.

Здесь FP(G) =  Ор(Ор' (G)). Если класс Фиттинга $ таков, что 5  — LR( f )  для некоторой 
//-функции / ,  то говорят, что 5 — локальный класс Фиттинга с Н- функцией / .

Напомним восходящее к работе (3) понятие кратно локального класса Фиттинга. 
Всякий класс Фиттинга считается 0-кратно локальным , а при п > 0 класс Фиттинга 
5 называется n-кратно локальным [4], если £ = / /? ( /) ,  где все непустые значения Н- 
функции /  являются (п  — 1)-кратно локальными классами Фиттинга.

Пусть X — произвольная непустая совокупность групп. Пересечение всех п-кратно 
локальных классов Фиггинга, содержащих X, обозначается символом /т* fit X и называ
ется n-кратно локальным классом Фиттинга, порожденным X  [2]. Настоящая работа по
священа изучению свойств порожденных n-кратно локальных классов Фиттинга. Сле
дующая теорема дуализирует результат, полученный А.Н. Скибой в теории формаций 
(см. лемму 9.14 в монографии [5]).

Теорема. Пусть ЯЛ — разрешимый нормально наследственный класс и А £ 
€ I" fit ЯЛ, где п > 0. Тогда Ор{А) € /" fit {Op(G) | G е  ЯЛ}.

Для доказательства теоремы нам необходимы следующие леммы.
Л ем м а 1. Если М — максимальная нормальная подгруппа группы G и N  

любая не содержащаяся в М  нормальная подгруппа группы G, то подгруппа N  П А/ 
является максимальной нормальной в N.

Л ем м а 2. Пусть N i , . . . ,  Nt — такие максимальные нормальные подгруппы груп
пы G (t > 2), что для любых трех попарно различных индексов i, j ,  к имеет место 
j\\ П Nj 2  Nk- Тогда

П W , n . . . n / v o  = G\

где ir } пробегает всевозможные выборки по г элементов рз  {1, . . . , / }  u l  < г <
< t.

Доказательство. Проведем индукцию по г. Пусть г — 2. Заметим, что если най
дутся такие попарно различные индексы р, q, s € {1....... /}, что Np П Nq =  Np П Ns:
то получаем Np П Nq П Ns = Np П Ns, т.е. Np П Ns С Nq. Последнее невозможно по
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условию. Значит, Лгя Л i  Л'р Л Дг, ;уія любых трех попарно различных индексов р, q, 
$ ę  {1....... t}. Поэтому ввиду’ леммы 1

I I  W  о  /V,) =  N ,N , . .. N ,.t {N ,.t n  AT,) =  G.
(ijls'l...о

Допустим теперь, что г > 2 и при г -  1 лемма нерна. Пусть {у......... j . - \ )  £{*•.■•
—  f}. Допустим, что найдутся два таких различных индекса а, Ь е  ( } \ U .......

что
Na O N ,, П .. .  п  jV>r_, =  л ; п  N,, п . . . п Л ^ . , .

Тогда N. П Aj, П . . .  Г> Л,, _, С А'і  и Л 'іПА,, П . . .  П Лг,, С /V.. Поэтому

(Л?„ П Л?„ П . . .  П N„_,)(Nbr\N j, П . . .  П A 'j„,) =  Nj, П . . .  П Nlr. , .

Если же
Na Л Л ^ Л ...ЛЛГ„_, ф ЛЬЛЛГл Л ...Л Л Г*_„ 

то по лемме I снова получаем

(Л'„ Л Л . . .  Л Л N» Л . . .  Л Л ^_.) =  Nu  Л . . .  Л NJt. r

Таким образом, для любой выборки {j \ , . . . ,  j r- j } множества н>ідексов из {1.......<}
в

[ J  {Nit Л . . .  Л jVjr)
{б..

всегда найдутся два таких сомножителя, произведение которых равно \ '}1 Л . . .  Л NJr_r  
Значит,

I I  (A '„ n .. .n /V j,_ ,)C  I ]  ( М .П . . .П Д ,) .
Ol. ........ ,}£(!....I}

Но по индукции
П (J4#, Л ..ПЛГ>г. , ) г  G.

Оі....ч»г-і)С(«...О
Значит,

I I  (W j.n  .nW j, ,) U  (-'V,; rt n:V „) (7.
О....Л-|)С{1....Д) {•!... •»>£{!... <)

Лемма доказана.
Л ем м а 3. Пусть Cvsoc(G) V V.. где t > 1, Cosoc(G) ф Лгі Л . . .Л

Л jV,_, Л N ,n  Л . . .  Л A’, dm  всех t € {1 —  Л} u 6' группа с Op(G) = G. Пусть Л/, 
ншшеныиая нормси\ьная в G подгруппа, содержащаяся в ЛгіЛ . . .ЛЛГ;_| ЛЛг<+і Л . . .П Nt, 
по не содержащаяся в Л',. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) для любого i €  {1, . . . группа Л/, ком»политична с комонолитом Л/,- О Ni, 
причем Ор[Мі) =  Л/,;

2) П М, = 6’.
j=i

Доказательство. Предположим, что группа Л/, не комонолитична. Тогда ДА обла
дает по крайней мере двумя различными максимальными нормальными подгруппами 
Т  и Мі Л Nt.
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Если Т  С Л„ то Т С  Л/.ПЛ',, что противоречит максимальности Г. Следовательно, 
Г С  .V, и Т С  Лг| П . . .  П ЛГ,_, ПЛ’. И П .. .П  Л*,. Но ввиду того, что Л/, наименьшая 
из нормальных подгрупп группы G с этими двумя свойствами, А/, С Т. Поэтому М,

Т. Противоречие. Следовательно, Л/, комонолитческая группа, и ее комонолит 
совпадает с Л/, П N..

Покажем, что Ор(М,) Л/,. Предположим, что Оя(Д/<) /  Л/,. Тогда 0^(A/,) С 
£  Л/, П /V, = Cosoc(Л/,) С лг,. Поскольку 0>>(,\/,)0'(jVj)/0 '(jV i) С Л’./О ’ ІЛ'.) €  'Лр, 
ТО

0>(Щ /СГ(Щ  П(У(Ю  ^  ОЦМ<)(У(Ю/СГ(Ю  €

Отсюда
0 * Ш )  = О ^О ^А /.)) С 0*(Л/.) П О^АГ.) С 0 ”(О Д  

Итак, 0*(М») С 0 я(.V,). Ввиду того, что Л/, g  Л’„ имеем 6’ Л/, ty. Вместе с тем
по условию (^ (G ) G. Значит, G По лемме 2.12 главы IX книги [1]
G Оя(М )О я(;Ч), а так как 0>(М,) С Op(Nt), то 0>(М ,)СРШ  =  0 Я(А,). Отсюда 
СД'і - G  = Op(ty ) A, = Л',. Противоречие. Значит, Ор(Д/,) -  Л/,.i (

Докажем, что П  Д̂< =  О’. Предположим, что f j  М  С С  и пусть Я —
tai tal

максимальная нормальная подгруппа группы G, содержащая [J Д/,. Если Я N,
tal

для некоторого i €  {1 то ty  Э П  Д/, Э А/,. Противоречие. Значит, R j- ty
ta l

для всех i €  {1__ _/}. Поэтому Я совпадает с одной из максимальных нормальных
подгрупп группы G, не входящих в Cosoc(C). Значит,

Я Э ty  П . . .  П ty_, П ty 4, П . . .  П ty .

Следовательно,

Н Э Л . Л JV,_, Л JV,+, Л . . .  Л N,).tal
Вместе с тем по лемме 2

Р 1 (/¥ ,П ...Л Л Г ,_ ,П Л 7 .,|П ...П Л 4) -  С.

Полученное противоречие показывает, что f j  Л/, = G. Лемма доказана.

Л ем м а 4. Пусть /  внутренняя И-функция класса Фиттинга т
т(И /Cosoc(.4)). Тогда если для каждого р € г  имеет место FP{A) €  /(р ), т о  /1 €  5

Доказательство. Пусть г  {/>,,. ..р (}, .4®**' Dp> и D  -  DP' . . . D P1. Тогда 
поскольку 1)р‘ С D, то

A /W '/D /D р' -  Л/D  € 0 W>
.тля всех р, €  тг. Следовательно, A ID  € f)  ф г,.

Покажем, что Л = D. Допустим .4 f  D. Тогда D С М  для некоторой макси
мальной нормальной подгруппы М  группы А. Так как Cosoc(/l) С М, то т(А/М) С 
С r(.4/Cosoc(.4)). Поэтому A /M  €  0 , .  Следовательно.

A /D /М /Р  ä  A /M  € 0 ,  П 0,« (1).
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Противоречие. Значит, .4 D.
Поскольку по условию Fr,(A) €  / ( / \ ) ,  то D* б /(р,)*ЛЯ4 С J . Поэтому A Dp' . . 

. 1У* б  5- Лемма доказана.
Доказательство теоремы. Если А б ОТ, то

а  =  о*чл) €  { о ч о  I о- €  от> с  г  fit { (^ (6 )  i с; е  от}.

Пусть Л й  ОТ. Предположим, что А комонолитическая группа с комонолитом 
/?. Поскольку группа А разрешима, то A /R  «/-группа для некоторого q б Р \  {р}.

Пусгь 5 Г  fit ОТ и /  м и н и м а л ь н а я з н а ч н а я  //-функция класса Фиттинга 
$. Пусть /n fit{Op(6') I G  б ОТ} и /« минимальная /"“ '-значная //-функция класса 
Фиттинга £». Тогда ввиду леммы 21 [2]

/(«) н ащ
И

% )  =  Г~ 1 fit {Г ’іО’ЧН)) I И б ОТ).

По лемме 1 [2] F4(H) Р '(О р(//)). Следовательно, /(«/) /г(д). Поскольку Л б 5, то
/^(Л) € /(</) /і(«/). Согласно лемме 4 Л б fi.

Рассмотрим теперь случай, когда Совос(Л) -  ДГ|П .. .fl.V, (< >  1) и Cosoc(.4) /  Д^П
П ... П /V,_ j П Л’.+і П . . .  П Л', для всех »6 {1....... i }. Пусть Л/, наименьшая нормальная
в .4 подгруппа, содержащаяся в Л/j П . . .  П jV,_ * П Л‘, f j П . . .  П Лг,, но не содержащаяся в 
jV,. Тогда по лемме 3 .4 Mt .. .  М(, где Л/, комонолитическая группа с комонолитом 
Мі П i\\. Поскольку Л б lu fit ОТ, то Л/, б /” fit ОТ. Следовательно, по доказанному выше 
Л/, б f>. Отсюда Л б ft. Теорема доказана.

A bstrac t. In this paper the properties of generated n-inultiply local Fitting classes are 
studied.
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