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Все рассматриваемые группы конечны. Мы будем использовать терминологию из [1]. 
Функции вида /  : Р -> {формации} называются спутниками. Для формации пишут ^  = 
LF(J) и говорят, что $  — локальная формация со спутником f  если группа G е $  тогда и 
только тогда, когда G/Fp(G) е Дд) для всех р е  n(G). Функции вида / :  Р -> {классы Фиттинга} 
называются функциями Хартли или, более коротко, Я-функциями. Для класса Фиттинга $  
пишут g  = LR(J) и говорят, что Щ — локальный класс Фиттинга с Я-функцией f  если группа 
С е ^  тогда и только тогда, когда Я((7) е ßjj) для всех р е n(G) (здесь fP(G) = Ор(Ор (G))).

Совокупность классов групп 0 называется полной решеткой классов [2], если пересечение 
любой совокупности классов из q снова принадлежит 0, и во множестве 0 имеется такой 
класс fi, что Ад с  для любого другого класса .£> е 0. Полная решетка формаций (классов 
Фиттинга) 0 называется частичной алгеброй формаций (классов Фиттинга) [3], если для лю­
бого простого числа р для любой формации (любого класса Фиттинга) е 0 имеет место 
SЧр$  е 0 (соответственно имеет место ^91р е 0). Как показано в [2] (см. также [3]), такие пол­
ные решетки и частичные алгебры играют при изучении классов групп ту же роль, что и са­
ми классы (формации, классы Фиттинга и др.) при изучении групп.

Пусть для произвольной полной решетки формаций (классов Фиттинга) 0 символом Q1 
обозначается совокупность всех таких локальных формаций (локальных классов Фиттинга), 
которые определяются 0-значными функциями, т. е. такими функциями, все непустые зна­
чения которых принадлежат 0. Нетрудно убедиться (см. подробнее [2, гл. 4]), что в/ — полная 
решетка, и она наследует многие свойства решетки 0. Широкую серию примеров частичных 
алгебр поставляют введенные в работе [4] кратно локальные классы групп. Напомним, что, 
согласно [4], всякая формация считается 0-кратно локальной, а при п > 1 формация Щ назы­
вается л-кратно локальной, если fę = LF(J), где все непустые значения спутника /  (п — 1)- 
кратно локальны. Формация называется тотально локальной, если она n-кратно локальна для 
всех натуральных п. Аналогично определяются л-кратно локальные и тотально локальные 
классы Фиттинга. Нетрудно показать, что класс всех тотально локальных формаций L, класс 
тотально локальных классов Фиттинга Г, а при фиксированном л > 0 класс всех л-кратно 
локальных формаций /„ и класс всех л-кратно локальных классов Фиттинга /" являются час­
тичными алгебрами (см. подробнее [3]).

Пусть 0 — полная решетка формаций. Тогда верхняя грань произвольной совокупности 
{$,■ I i е 1} элементов из 0/ обозначается [2] через v0, (Ц \ i е /) . Решетка 0 называется индук­

тивной [2], если для любого набора {^, = LF(fi) \ i е 1} формаций ?$},• е 0 'и  для всякого такого 
набора {fi I i е 1} 0-значных спутников /}, что f  —некоторый внутренний спутник формации 
З-/, имеет место v , (^. | i е I )=  L/r(ve(/}- | i е /) ) , где символ ve(// \ i е Г) обозначает такой 
спутник /  что ßj>) является верхней гранью для {/}(д) | i е I) в 0, если IJ / ({р) * 0 , и f{p) = 0

і'е/
в противном случае. Аналогично определяются индуктивные решетки классов Фиттинга. В неяв­
ном виде свойство индуктивности тех или иных решеток формаций использовалось еще в [5].
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Заметим, что индуктивность решетки 0 по существу означает, что исследование операции 
V , на множестве 0/ можно редуцировать к исследованию более простой операции ve на
множестве 0. Значение понятия индуктивности связано прежде всего с тем, что, как показа­
но в [2], при фиксированном целом неотрицательном п и для любого подгруппового функто­
ра т, решетка всех т-замкнутых «-кратно локальных формаций и решетка всех разрешимых 
тотально локальных формаций индуктивны. Эти результаты нашли ряд глубоких приложений 
(см. подробнее [2, гл. 4]) при исследовании решеток локальных формаций. Однако вопрос об 
индуктивности решетки всех т-замкнутых тотально локальных формаций и решетки всех то­
тально локальных классов Фиттинга оставался открытым (см. [2, вопрос 4.1.8]). В данной 
работе мы дадим положительный ответ на данный вопрос.

Со всяким классом Фиттинга ję можно сопоставить наименьший (по включению) класс 
Фиттинга Ts* [6], содержащий и такой, что для любых групп С и Я справедливо равенство 
(G X Я)3* = G3* X Я3*. Напомним, что класс Фиттинга ję называется классом Локетта, если Ts = 
Ts*- Для произвольной Я-функции /ч е р е з / *  обозначается такая Я-функция, что flj>) = (fip))* 
для всех р е Р.

Т е о р е м а .  Всякая частичная алгебра формаций и всякая частичная алгебра классов 
Фиттинга, содержащая все классы Локетта, являются индуктивными решетками.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 0 — частичная алгебра классов Фиттинга, содержащая 
все классы Локетта. И пусть {*$, = LR(f,) \ i е /} — произвольный набор классов Фиттинга из 
Q1, где fi — некоторая внутренняя 0-значная Я-функция. Пусть = v , (Jy | / е /) , ДО1 =

LR(ve(fi I / е /)) и /г, — минимальная 0-значная Я-функция класса Д/
Покажем, что т = ve(/i, | i е Г) — минимальная 0-значная Я-функция класса Ts Пусть 

7т = тс( U »V) = U л(5 |) = д(7?) и А — минимальная 0-значная Я-функция класса Фиттинга Jy.
іе/ /е/

Докажем, что И = т.
Пусть р е  Р \  к. Тогда для любого i е I имеет место h(p) = 0  и И,{р) = 0 . Значит, т(р) = 0 . 

Пусть р е п .  Тогда найдется такое / е I, что h,(p) ф 0 ,  т. е. т(р) ф 0 . По лемме 21 [1] имеет 
место

A(p) = 0fit F ^ O l G e  \J%
V /е/ )

f \

= efit U 0 fit(^ (G ) |G 6 ? ę )

0fit U MP) = (v0(A, I i e I))(p) = m(p).
Kiel

Итак, И =  m. Поскольку h, < f ,  то для всех р е  Р имеет место включение

0fit 1J M p )
Kiel

0fit U M p ) •
Kiel

Отсюда е  i»!
Докажем теперь обратное включение. Пусть У, — такая Я-функция класса что /,(д) = 

h,{pWp для любого р е  Р. Тогда по лемме 4 [7] У* — Я-функция класса %. Заметим, что по­
скольку 0 — частичная алгебра классов Фиттинга, то Я-функции У, и У* 0-значны. Покажем, 
что /  < У*.

Допустим, что f  p t] . Тогда найдется такое простое число р, что f (p)  ęt (У,(д))*. Пусть G — 
группа из f (p)  \  (tiip))*. Пусть Г = G \ Zp = [K\Zp, где Zp — группа порядка р, К — база регу­
лярного сплетения Г. Так как G i  (У/(р))*, то, согласно |8, гл. 10, утверждение 2.1 а)], 
Г(, (/7)). = К |, где К\ — база регулярного сплетения Tj = G^ ^ y ł  Zp. Ввиду свойств сплетений

(см., например, 18, гл. А, 18.2d]) Г/Г(,і(/))). = Y/K\^\G/G(ti(p)y \ i  Zp. Следовательно, р делит по­

рядок Г/Г(li(p)y.
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Так как G е f(p),  то К е f(p).  Поэтому К с  Г/(/)). Поскольку Г/ К  ~ Zp е Я,,, то 

T/KAfl(P) /K -  Г/Г/;(/))е Яр. Значит, по лемме 23 [1] Г е /ДОЯ, с  ftj = LR(fi) = LR(t ' )  и по­

этому Г € ®л(3) П П (Л Ы ) ®л
\,/>ек(Я)

, т. е. Г е (tj{p))*®p■ для всех р е n(ję). Следовательно,

г /  г (г,(/>»* е Противоречие. Итак, /  < t*. Значит, /  = v0( /  | / е / )  < ve(/,* | / е /) ,  т. е. для

любого р е Р имеет место включение f ( p )  = м0( / ( д )  | i e / )  ę  v0((f,(/>))* | / € / )  =
* ( X

ve ((*,(/>)) Я , I i e /) . Поскольку (АДд))*«, c  (ve((A,(p))* |/ е /))Я ,, то 0fit U (Л/ ( Р ) ) * С
Ki el  /

9fit((v0((A,(p))* I i e I))9łp) = (v0((A,(д))’ I i e I))9lp. Таким образом,

/(/> )£  ve((A,-(/>))*Я , |/ e / )  ę  Д/0((АДд))' | /  e /) )Я р.

Кроме того, понятно, что (АДд))* ę  (м0(АДд) | / e /))*. Значит, v 0 ((АДд))* | / e / )  =

Поэтому, (м0((АДд))* I / e I))9lp eefit U (Л,(/7))
Kiel

efit efit( U hj(p))
V i e l

efit
XX

U hi(p)
Kiel

(уе(Л д) I i e /))  Яр для всех р е Р. Но . /= LR(t), где t — такая 6-значная Я-функция, что ?(д) =
(ve(A,(p) I / е /))Яр для всех р е Р. Тогда по лемме 4 [7] ję = LR(F). Итак, / <  f*. Значит, Я1 с  ft. 
Поэтому т = ,/и мы завершили доказательство первого утверждения теоремы.

Пусть теперь 9 — частичная алгебра формаций. И пусть {ft/ = LF(f,) \ i е 1} — произволь­
ный набор формаций из 67, где /  — некоторый внутренний 0-значный спутник. Пусть ft = 
ft = ve,(ft I i e /) ,  = LF(yb(fi I / € /)) и A, — минимальный 0-значный спутник формации f t j .

Покажем, что т = ve(A, | / е /) — минимальный 0-значный спутник формации ft. Пусть
г \

п = п U î i = U л(*я) = л(7?)- И пусть А — минимальный 0-значный спутник формации ft.
кіеі ) iel

Тогда если р е Р\л, то для любого / е /  имеет место А,(д) = 0 . Значит, яі(д) = 0 . Понятно 
также, что И{р) = 0 .

Пусть р е п .  Тогда найдется такое /' е /, что А,(д) * 0 . Значит, согласно [2, теорема 1.1.5], 
имеет место

h(p) = 0form(G /  ДДС) I G е U » )  = 6form( Ueform(<7 /  Fp(G) | G e f t ))  =
' iel iel

f \
eform U M p ) = (v0(A, I / e /))(/») = m(p).

Kiel  /

Итак, А = m.
Поскольку hi < fi, то для всех р е  Р имеет место включение

eform U hj(p)
Kiel

с  eform U M p )
Kiel

Значит, А < / =  v0(/ż I i e Г). Отсюда ft c  ÜW.
Докажем теперь, что да} с  Согласно замечанию 2 [1], формация Jy, обладает таким 0- 

значным спутником Я„ что /Дд) = Я/,А,(д) для любого р е  Р. Покажем, что /  < Я/. Действи­
тельно, если L е / { р), то L/Op(L) е f{p) и Op(L/Op(L)) = 1. Тогда, согласно теореме 1.1.5 [2], 
А/ОДА) 6 А,(д) = 0form(H | А е f(p),  Ор(А) = 1). Поэтому L е ЯДг,(д) = Я,(д). Следовательно,/ 
< MFi  I / е /), т. е.

/(д )  = м0( /(д )  I / е / )  с  м0(/;.(д) I / 6 / )  = м0(ЯрА,(д) I / е / )  

для всех р е  Р. Ввиду того что Уі^іір) е  ЯДме(А,(д) | / е /)) и учитывая следствие 7.13 [5], имеем

23



eformf U Mphi(p) £  eform(9ł/,(v0(AJ(/j) | i е /)))
Kiel  У

Wp(ve(fy(p) I ' e Л ),
T. e.

/(/>) £  v0(K,Ą(/>) I /' e / )  c  ^ ( v e(A,(^) I i e /)).

Но ввиду замечания 2 [1] ff = LF{F), где F  — такой 0-значный спутник, что F(p) = 
^p(ve(A,(p) I / е /)) для всех р е Р. Таким образом, f  < F, т. е. 9Н с  Значит, ЯН = 3- Итак,
частичная алгебра формаций 0 индуктивна. Теорема даказана.

С л е д с т в и е  1 ([2, теорема 4.1.1]). Решетка всех х-замкнутых п-кратно локальных фор­
маций индуктивна.

С л е д с т в и е  2 ([2, теорема 4.1.7]). Решетка разрешимых тотально локальных формаций 
индуктивна.

С л е д с т в и е  3. Решетка I" индуктивна.
С л е д с т в и е  4. Решетка Г индуктивна.
С л е д с т в и е  5. Решетка всех х-замкнутых тотально локальных формаций индуктивна. 
Напомним, что множество всех локальных спутников (//-функций) частично упорядочено 

отношением <, где / <  h тогда и только тогда, когда/(/?) ę  h(^) для всех р е Р.
С л е д с т в и е  6. Пусть 0 — частичная алгебра формаций, fi е Q1. Тогда частично упорядо­

ченное множество всех внутренних Q-значных спутников формации fi является полной решеткой.

С л е д с т в и е  7. Пусть 0 — такая же частичная алгебра классов Фиттинга, как и в 
теореме, fi  е Q1. Тогда частично упорядоченное множество всех внутренних Q-значных Н- 
функций класса fi является полной решеткой.

Summary

It is proved that in a complete lattice of т-closed totally local formations the supremum of an arbitrary set of its

elements (й = LF(fi) | / e /} where f  is integrated -valued satellite can be defined with the help of satellite /  the values 
ß.p) of which are the supremums of corresponding values of the set (f{p) | i e /}.
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