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РЕФЕРАТ 

Отчет 48 с., 1 кн., 73 источника. 

КЛАСС ФИТТИНГА, ФОРМАЦИЯ, L-КОМПОЗИЦИОННЫЙ КЛАСС 

ФИТТИНГА, -КОМПОЗИЦИОННЫЙ КЛАСС ФИТТИНГА, 

ИНДУКТИВНАЯ РЕШЕТКА ФОРМАЦИЙ, СТОУНОВА РЕШЕТКА, 

ПОЛНАЯ РЕШЕТКА ФОРМАЦИЙ, МОДУЛЯРНАЯ РЕШЕТКА 

Объектом исследования являются алгебра классов Фиттинга и алгебра 

формаций. Целью работы является создание новых методов изучения 

решеток классов конечных групп и их применение к описанию структуры 

классов Фиттинга и формаций конечных групп. Результаты работы и их 

новизна: найдены методы построения стоуновых решеток с заданными 

свойствами в рамках теории -локальных классов Фишера; найдены 

достаточные условия модулярности решетки всех частично композиционных 

классов Фиттинга; найдены новые серии полных индуктивных решеток 

кратно -локальных радикальных классов; установлено, что решетка всех -

локальных фиттинговых множеств группы G алгебраична; доказано, что 

решетка всех -локальных формаций является полной подрешеткой решетки 

всех -композиционных формаций; доказано, что решетка всех -замкнутых 

n-кратно -композиционных формаций недистрибутивна для всякого 

бесконечного множества простых чисел  и всякого целого 

неотрицательного n. Все полученные результаты являются новыми. Область 

применения результатов: научно-исследовательская работа математических 

факультетов университетов. 

Рекомендации по внедрению или итоги внедрения результатов НИР: 

полученные результаты могут быть использованы в учебном процессе на 

факультете математики и информационных технологий ВГУ имени 

П.М. Машерова при чтении спецкурсов, выполнении курсовых и дипломных 

работ, при написании магистерских и кандидатских диссертаций. Результаты 

НИР внедрены в учебный процесс Витебского государственного 
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университета им. П.М. Машерова. Экономическая эффективность или 

значимость работы: полученные результаты являются новыми в современной 

теории конечных групп и их классов. Они имеют теоретический характер. 

Прогнозные предположения о развитии объекта исследования: 

полученные результаты могут быть использованы при изучении решеточных 

и подгрупповых свойств классов конечных групп и канонических подгрупп, 

решении классификационных задач в теории корадикалов в рамках ГПНИ 

"Конвергенция–2020". 
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ВВЕДЕНИЕ 

Решеткой называют частично упорядоченное множество, в котором 

любые два элемента имеют точную верхнюю и точную нижнюю грани. 

Возникновение теории решеток восходит к концу XIX столетия и, благодаря 

основополагающим трудам Буля [1], Шредера [2] и Дедекинда [3], привело к 

интенсивному развитию математической логики и алгебры. В последующем 

теория решеток стала эффективным инструментом в доказательстве многих 

основных структурных теорем теории групп и алгебраических систем 

вцелом, что нашло свое отражение в работах Оре [4,5], Бэра, Дж. фон 

Неймана (см. [6]), Судзуки [7] и др. 

Во второй половине XX столетия новым мощным стимулом для 

дальнейшего развития теории решеток и ее приложений явились задачи, 

возникшие естественным образом в общей теории классов алгебраических 

систем. Напомним, что классом алгебраических систем называют всякую 

совокупность однотипных алгебраических систем, замкнутую относительно 

изоморфизмов. Следует отметить, что в “чистом” виде такая теория начинает 

свое развитие лишь в 30-е годы прошлого столетия с выходом работ 

Г. Биркгофа [8] и Б.Х. Неймана [9], связанных с изучением многообразий 

групп. В дальнейшем наряду с многообразиями были выделены и изучались 

и другие классы алгебраических систем (реплично полные классы, 

квазимногообразия и др.). Значительное влияние на процесс становления 

теории классов оказал, как  известно, А.И. Мальцев [10–12]. 

Напомним, что многообразие групп можно определить как непустой 

класс групп, замкнутый относительно взятия гомоморфных образов и 

поддекартовых произведений [13]. Формацией называют всякий класс 

конечных групп, замкнутый относительно взятия гомоморфных образов и 

поддекартовых произведений 

(с конечным числом сомножителей). Двойственным объектом по отношению 

к формации является класс Фиттинга, т. е. класс конечных групп, 

замкнутый относительно взятия нормальных подгрупп и их произведений. 
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Очевидное родство в определениях многообразия и формации приводит к 

тому, что теория формаций близка в определенных аспектах теории 

многообразий. Вместе с тем следует отметить, что методы исследований, 

разработанные в теориях классов Фиттинга и формаций, практически не 

имеют пересечений с методами теории многообразий.  

Особое место в теории классов алгебраических систем занимают 

исследования операций на классах и сопутствующих им объектов – 

полугрупп и  решеток классов алгебраических систем. Наиболее ярко это 

проявилось в теории классов групп, в частности, в теории многообразий 

групп, поскольку теория расширений групп играет определяющую роль в 

теории расширений алгебраических систем. Было доказано, что полугруппа 

многообразий свободна, а решетка многообразий групп модулярна и не 

является дистрибутивной; изучение такой решетки тесно связано с 

изучением относительно свободных групп. В дальнейшем А.Н. Скибой [14] 

(см. также [15,16]), было доказано, что полугруппа всех многообразий 

вкладывается в полугруппу всех наследственных формаций, а решетка всех 

локально конечных многообразий вкладывается в решетку всех 

наследственных формаций.  

Отметим, что первоначально теория классов конечных групп 

рассматривалась исключительно как аппарат исследования непростых  

конечных групп [17–20]. По мере развития такого направления возникла 

необходимость изучения самих классов (классов Фиттинга, формаций, 

классов Шунка, классов Локетта и др.) и, в частности, изучения алгебры 

таких классов, связанной в основном с исследованием полугрупп и решеток 

классовконечных групп. На этом этапе развития теории классов открылся ее 

второй прикладной аспект, а именно: в рамках теорий формаций и классов 

Фиттинга стали успешно разрабатываться методы построения решеток и 

полугрупп с различными заданными свойствами. И, наконец, следует 

отметить, что в последние годы появился новый и несколько неожиданный 
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аспект применения теории классов в рамках теории формальных языков [21–

23]. 

Особую роль в общей теории решеток и различных ее приложениях 

играют алгебраические решетки, т. е. решетки, у которых каждый элемент 

является объединением некоторого множества компактных элементов 

решетки и решетки, удовлетворяющие каноническим системам тождеств 

(тождествам модулярности, дистрибутивности, булевости и др.). Это 

обстоятельство делает особо актуальной  задачу нахождения и описания 

алгебраических решеток классов конечных групп и их тождеств. 

В 70–80-х гг. прошлого столетия были получены замечательные 

результаты, связанные с изучением решеток классов Фиттинга, что дало 

существенный  дальнейший импульс к развитию всей алгебры классов 

конечных групп вцелом (см. книги [20,24, а также работы 25–30]). В 

частности, Лаушем [31] было установлено, что решетка всех разрешимых 

нормальных классов Фиттинга изоморфна решетке подгрупп некоторой 

бесконечной абелевой группы (и поэтому является алгебраической [32]), 

которая в теории классов известна как группа Лауша. 

Следует отметить, что вопрос об алгебраичности решеток формаций, 

наиболее часто встречающихся в математической практике, был впервые 

поставлен Б.И. Плоткиным в 1984 году на XVIII Всесоюзной алгебраической 

конференции (г. Москва) во время обсуждения совместного пленарного 

доклада Л.А. Шеметкова и А.Н. Скибы “Алгебра классов конечных групп”. 

Такая задача была положительно решена А.Н. Скибой в монографии [16] 

относительно решетки всех насыщенных формаций. В дальнейшем были 

найдены и другие бесконечные серии алгебраических решеток классов 

конечных групп и описаны их компактные элементы (см., например, [33–

36]). 

В 1986 г. А.Н. Скибой [37] была установлена модулярность решетки 

всех насыщенных формаций. Впоследствии этот факт нашел много 

приложений при исследовании структуры насыщенных формаций [15,16,38]. 
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Поэтому этот результат получил развитие в исследованиях многих авторов. В 

частности, в монографии Л.А. Шеметкова и А.Н. Скибы [15] было доказано, 

что решетка всех n-кратно насыщенных формаций модулярна при любом n. 

Позднее Баллестер-Болинше и Л.А. Шеметков [39] установили модулярность 

решетки всех p-насыщенных формаций. В это же время в монографях [16,40] 

было соответственно доказано, что решетка всех функторно замкнутых n-

кратно насыщенных формаций модулярна, а решетка всех классов Шунка 

дистрибутивна. А.Н. Скиба и Л.А. Шеметков [33,41] установили 

модулярность решеток n-кратно -насыщенных формаций и n-кратно L-

композиционных формаций. Впоследствии И.П. Шабалина [42] установила 

модулярность решетки всех функторно замкнутых n-кратно -насыщенных 

формаций, а В.Г. Сафоновым была доказана модулярность, а затем и 

дистрибутивность решетки всехтотально насыщенных формаций [43–45]. 

Отметим также, что в работе Го Вэньбиня и К.П. Шама [46] были 

описаны тотально насыщенные формации с булевой решеткой всех тотально 

насыщенных подформаций, а в работе Го Вэньбиня [47] получено описание 

n-кратно насыщенных формаций, у которых решетка всех n-кратно 

насыщенных подформаций является решеткой с дополнениями. 

Отметим наконец, что некоторые из упомянутых выше результатов 

получили развитие в рамках оригинальной теории расслоенных формаций, 

построенной В.А. Ведерниковым и его учениками (см., например [48–50]). 

Таким образом, в теории групп сформировалось новое активно 

развивающееся направление, связанное с исследованием алгебры классов 

конечных групп, которое приводит к необходимости целостного и 

систематического изучения, анализа алгебраических решеток классов групп 

и их применения к решению ряда открытых вопросов и проблем, 

сформулированных в разное время Дерком, Хоуксом, Лаушем, Локеттом, 

Б.И. Плоткиным, Л.А. Шеметковым и А.Н. Скибой. На реализацию этой 
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актуальной задачи и направлены исследования, проводимые посредствам 

выполнения данного проекта. 
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