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О существовании линейно-независимых направлений 
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с локально интегрируемыми коэффициентами 
  

А.А. Козлов, А.Д. Бурак   

Учреждение образования «Полоцкий государственный университет» 

 
Получен ряд вспомогательных утверждений, необходимых для решения задачи глобального управления показателями 

Ляпунова трехмерных линейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений с локально-интегрируемыми и ин-

тегрально ограниченными коэффициентами. Основополагающую роль среди этих утверждений для решения такой за-

дачи играет теорема, устанавливающая существование для трехмерной линейной равномерно вполне управляемой сис-

темы с вышеуказанными коэффициентами трех измеримых и ограниченных векторных управлений таких, что решения 

(траектории движения) системы с этими управлениями на произвольном отрезке времени фиксированной длины лежат 

в трех выпуклых круговых конусах достаточно малой угловой меры и образуют базис трехмерного евклидова векторно-

го пространства  достаточно большого объема. 

Ключевые слова: равномерно вполне управляемая система, характеристические показатели Ляпунова, матрица 

Коши, выпуклый конус, локальная интегрируемость, интегральная ограниченность. 
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The number of auxiliary statements necessary for solving the problem of global Liapunov indicators management trivariate 

linearly systems of ordinary equations with locally-integrated and integrally limited quotients has been obtained. The essential 

role among these statements for solving these task plays the theorem that establishes the existence for trivariate linearly completely 

controllable system with the abovementioned quotients of three measurable and limited vector control of such kind that the  

solutions (motion trajectories) of the system with these controls in the arbitrary time interval of the fixed length lie in three convex 

circular cone of sufficiently small angular measure and form the basis of trivariate Euclidean vector space of sufficiently large 

volume. 

Key words: uniform completely contollable system, Liapunov characteristical indicators, Koshi matrix, convex cone, local 

integrability, integral boundedness. 

 
 

ассмотрим линейную нестационарную 

управляемую систему  

0,,,,)()(=  tuxutBxtAx mn   (1) 

с локально интегрируемыми по Лебегу и инте-

грально ограниченными [1, с. 252] матрицами 

коэффициентов A  и .B  Замыкая систему (1) 

при помощи линейной обратной связи 

xtUu )(= , где U  – некоторая ограниченная и 

измеримая )( nm -матрица, получим однород-

ную систему  

0,,,))()()((=  txxtUtBtAx n  (2) 

коэффициенты которой также локально интег-

рируемы и интегрально ограничены. Это зна-

чит, что система (2) имеет конечные показатели 

Ляпунова [1, с. 245; 2, с. 72] 

)()(1 BUABUA n    . 

Задача о построении для системы (1) обрат-

ной связи ,)(= xtUu  обеспечивающей выпол-

нение равенств ii BUA  =)(  , ,1,= ni  для 

произвольных заранее заданных вещественных 

чисел ,1 n   называется задачей гло-

бального управления характеристическими по-

казателями. Она является обобщением широко 

известной задачи о назначении спектра [3, с. 

Р Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



МАТЭМАТЫКА 

30 

141–142] на случай нестационарных систем. 

Впервые задача управления показателями Ля-

пунова и другими асимптотическими характе-

ристиками общих (непериодических) нестацио-

нарных линейных систем была сформулирована 

Е.Л. Тонковым в работе [4], где было также по-

казано, что эту задачу естественно рассматри-

вать в предположении равномерной полной 

управляемости системы (1) по Калману. На-

помним, что cистема (1) называется равномерно 

вполне управляемой [45], если существуют 

такие числа 0>  и 0,>  что при любых 

00 t  и 
nx 0  на отрезке ],[ 00 tt  найдет-

ся измеримое и ограниченное управление ,u  

при всех ],[ 00  ttt  удовлетворяющее нера-

венству  0)( xtu   и переводящее вектор 

начального состояния 00 =)( xtx  системы (1) в 

ноль на этом отрезке. 

В рамках этого подхода целым рядом авто-

ров были получены различные условия управ-

ляемости характеристических показателей ли-

нейных нестационарных систем [6–10]. 

Бóльшую часть этих результатов содержит вы-

шедшая в 2012 году монография  

Е.К. Макарова и С.Н. Поповой «Управляемость 

асимптотических инвариантов нестационарных 

линейных систем» [11]. В данной книге, в част-

ности, задача глобального управления показа-

телями Ляпунова решена для равномерно впол-

не управляемых систем (1), у которых матрица 

B  является кусочно равномерно непрерывной 

[9]. Однако применение подхода, предложенно-

го авторами в этой работе, даже в случае систем 

(1) с кусочно-непрерывными и ограниченными 

коэффициентами может приводить к неограни-

ченному росту нормы искомого управления U  

на положительной полуоси, что, исходя из по-

становки задачи, является недопустимым. Та-

ким образом, возникает задача обобщения ре-

зультатов, содержащихся в монографии [11], на 

более широкий класс систем (1), например, сис-

тем с кусочно-непрерывными и ограниченными 

коэффициентами. В статье [10] эту задачу уда-

лось решить для n -мерных систем с квадрат-

ной кусочно-непрерывной матрицей ,B  удовле-

творяющей условию равномерной интегральной 

невырожденности – более сильному, чем усло-

вие равномерной полной управляемости. В ра-

боте [12] (а также в главе «Дополнение» выше-

указанной монографии [11]) А.А. Козловым 

доказана глобальная управляемость показателей 

Ляпунова для двумерных систем (2) с локально 

интегрируемыми и интегрально ограниченными 

матрицами коэффициентов A  и B  в случае 

равномерной полной управляемости соответст-

вующей системы (1). Для равномерно вполне 

управляемых систем (1) размерности 2>n  во-

прос остается открытым. 

В настоящей работе предложены обобщения 

на трехмерный случай лемм и теорем, являю-

щихся основополагающими при доказательстве 

глобальной управляемости показателей Ляпу-

нова трехмерной линейной системы (2) с ло-

кально интегрируемыми и интегрально ограни-

ченными коэффициентами для случая, когда 

соответствующая система (1) обладает свойст-

вом равномерной полной управляемости. 

Материал и методы. Введем ряд необходи-

мых определений и обозначений. В соответст-

вии с целями данной работы всюду в дальней-

шем полагаем 3=n  и {1,2,3}.m  Будем счи-

тать, что для системы (1) числа   и   из опре-

деления равномерной полной управляемости 

зафиксированы. Обозначим через ,ie  ,1,3=i  

векторы канонического ортонормированного 

базиса в евклидовом координатном пространст-

ве ,3  а через 3M  – пространство веществен-

ных матриц размерности 33  со спектральной 

операторной нормой [13, с. 355], т.е. нормой, 

индуцируемой на 3M  евклидовой нормой в 

,3  и пусть 3321 M],,[= eeeE  – единичная 

матрица.  

Из свойства интегральной ограниченности [1,  

с. 252] матриц A  и B  вытекает существование 

таких чисел 1,, ba  что для всех 0t  выполня-

ются оценки ,<)( 


adA
t

t



  

.<)( 


bdB
t

t



  Эти числа a  и b  также 

зафиксируем. 

Векторное управление u  будем считать до-

пустимым, если оно является измеримой и ог-

раниченной на положительной полуоси функ-

цией со значениями в m . Матричное 

управление U  будем называть допустимым, 

если все столбцы матрицы U  являются 

допустимыми векторными управлениями. 

Замечание 1. Заметим, что если 1=m  

2)=(m , то при всех 0t  справедливо тождест-

во 
3)()(  tbtB  ( )],(),([)( 21 tbtbtB   

,)( 3tbi  21,=i ). Тогда, полагая  

veu T
1=  ( veeu T],[= 21 ), где v  – новое 

управление, от системы (1) перейдем к системе  
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0,,,,)()(= 33
1  tvxvtBxtAx   

в которой 31 M0]0,),([:=)( tbtB  

)M0]),(),([:=)(( 3211 tbtbtB . Очевидно, что 

полученная система равномерно вполне управ-

ляема тогда и только тогда, когда этим свойством 

обладает система (1) с той же константой   из 

определения равномерной полной управляемости. 

Поэтому, не ограничивая общности рассуждений, 

в дальнейшем будем рассматривать систему (1), 

считая ,M)( 3tB  0,t  или, что то же самое, 

3.=m  

Замечание 2. Пусть 3M),( tXU , 0, t , – 

матрица Коши системы (2) с управлением ,U  

),(:=),( 0  tXtX , 0, t , – матрица Коши сис-

темы (2) с нулевым управлением. Используя 

лемму ГронуоллаБеллмана [14, с. 108], не-

трудно показать, что при любых k  и 

0, t  таких, что ,||  kt   для матрицы 

Коши ),( tX  выполняется оценка 

).(exp),( aktX    Кроме того, отсюда в силу 

верного для произвольной невырожденной мат-

рицы 3MD  неравенства  12/|det|  DDD  

(доказательство см., например, в замечании 1 

работы [8]) при всех k  вытекают соотно-

шения 

 ),(det 00 kttX  

).(3exp),(/),( 00
2

00 aktktXkttX     

Лемма 1. Если вектор-функция ,)[0,: lv   

,l  локально интегрируема, то для любого 

0>  найдется такое натуральное ,p  что для 

произвольного 00t  при всех pi 1,=  и 

  ],[ 1 ii ttt  ],,[ 00  tt  где ,/:= 0 pitti   

выполняется включение (0),U)(
1

 


dv
t

ti

 в 

котором (0)U  обозначает  -окрестность 

нуля в пространстве l , т.е. множество  

}.:{:=(0)U   l  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем любые 

числа 0>  и 00t  и на отрезке ],[ 00 tt  рас-

смотрим функцию .)(=)(
0

 dvt
t

t   

Поскольку интеграл от неотрицательной 

локально интегрируемой функции как функция 

своего верхнего предела является неубывающей 

и абсолютно непрерывной  [15, с. 68] функцией, 

то )(t   – неубывающая и абсолютно 

непрерывная функция. Поэтому для выбранно-

го 0  найдется 0>  такое, что для любых 

],,[, 0021  ttss  удовлетворяющих неравен-

ству ,|| 21  ss  имеет место оценка 

.|)(|=|)()(|
1

2

21    dvss
s

s
  Взяв нату-

ральное ,/> p  для каждого pi 1,=  получим 

неравенства ,|| 1  ii tt  из которых ввиду 

монотонности и абсолютной непрерывности 

функции )(t  при всех ],,[ 1 ii ttt   ,1,= pi  

следуют соотношения  

  dvdv
t

t

t

t ii


 11

)()(   

,)(
1

 


dv
i

i

t

t
  

устанавливающие требуемое включение. Лемма 1 

доказана. 

1. Свойства выпуклых конусов. Всюду да-

лее под выпуклым конусом мы будем понимать 

выпуклый конус [16, с. 56] с вершиной в нуле. 

Угловой мерой выпуклого конуса 3  на-

зовем величину ).,(sup
,

 := 21

21







  При 

этом заметим, что верно включение ].[0,  

Лемма 2. Для произвольных чисел ,k  

0,0t  /2<0    и выпуклого конуса 3  

угловой меры   множество  ),( 00 kttX  

является выпуклым конусом, причем если 

1,)(4exp ak  то угловая мера   этого конуса 

не превосходит величины )).(4exp(arcsin ak  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку при всех 

k  и 00t  оператор Коши ),( 00 kttX   

невырожден и линеен, а образ выпуклого кону-

са при невырожденном линейном отображении 

есть выпуклый конус, множество 

 ),( 00 kttX  является выпуклым конусом для 

любых k  и 0.0t  При этом найдутся такие 

векторы ,i  для которых справедливы равен-

ства ,),(= 00 ii kttXw   где ,3iw  ,21,=i  – 

такие единичные векторы, что 

.:=)),((=),( 0021   kttXww   Всюду далее 

для любых векторов 
3

21,   через 

3
21 ),( L  будем обозначать подпростран-

ство, натянутое на эти векторы, (линейную обо-

лочку [17, с. 373] этих векторов). Пусть 
3

3 w  

– единичный вектор, ортогональный 
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подпространству ),,( 21 wwL  т.е. ).,( 213 wwLw   

В силу невырожденности оператора Коши 

),( 00 kttX   найдется такой вектор ,3
3   

для которого справедливо равенство 

.),(= 3
1

003 wkttX    Отсюда, из определения 

векторов ,iw  геометрического смысла 

определителя, а также оценки 

/2,),( 21    верной ввиду равенства 

=  и включений ,i  ,21,=i  с учетом 

замечания 2 следуют соотношения  

 321321 |=],,[det|   

|)),(,(sin||),(sin| 21321  L  

 |),(sin| 21321    

   2
1

001
1

00 ),(),( wkttXwkttX   

 sin) ,( 3
1

00  wkttX   

  sin)(2exp),( 00 aktktX    

 )(2exp),( 00 aktktX   .  

Поэтому  

  ),(|],,[det| 00321 tktX   .)(2exp ak  

Используя эту оценку, равенства =),( 21 ww  

и 1,= iw  ,1,3=i  ортогональность 

),,( 213 wwLw   а также замечание 2, получим 

соотношения  

 2132121 =|),(sin=|sin wwwwwww  

|=)),(,(sin||),(sin| 213213 wwLwwww   

,),([det||=],,[det| 100321 kttXwww   

 |]),(,),( 300200  kttXkttX  

|],,[det||),(det=| 32100 kttX   

 1
00

2
00 ),(),(  tktXkttX   

  )(2exp),(|],,[det| 2
00321 akkttX    

 .)(4exp)(2exp),( 2
00  akakkttX    

 

Отсюда в случае выполнимости неравенства 

1)(4exp ak  получим оценку  

))(4exp(arcsin  ak . 

Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. При любых числах ,k  00t   

и /2<0   и единичных векторах 

,:=(0) 3ii   ,31,=i  удовлетворяющих 

оценкам  sin),(sin ji  и 

,sin|)),(,(sin|  jis L  ,31,=,, sji  

,sji   для векторов ,),(:=)( 00 ii kttXk    

,31,=i  имеют место соотношения  

),(exp)()(exp akkak i    

),4(expsin))(),(( akkk ji    

),6(expsin|)))(),((),((sin| 2 akkkLk jis    

 ,31,=,, sji  .sji   Кроме того, для векторов 

),(ki  {0},k  справедлива оценка  

|)(||)(||)(| 312111 kkk  

)/23(expsin
2 ak  

(здесь и всюду далее для любого {0}r  

через ,ri  ,1,3=i  обозначаются компоненты 

вектора ,3r  т.е. 
T

rrrr ),,(:= 321  ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость 

первого соотношения следует из оценки 

),(exp),()(exp 00 aktktXak     данной в 

замечании 2. Второе соотношение вытекает из 

леммы 2, в которой вместо   и ),( 00 kttX   

следует положить   и ),( 00 tktX   соответст-

венно. Последняя оценка в лемме 3 получается 

из верных для всех {0}k  в силу опреде-

ления векторов ),(ki  ,1,3=i  и замечания 2 

соотношений  

|)](),(),([det| 321 kkk   

 |)(||)(||)(||)(||)(| 3221332211 kkkkk 

 

 |)(||)(||)(||)(||)(| 1331231213 kkkkk   

  |)(||)(||)(||)(||)(| 3312213122 kkkkk   

 2

2,3=,1,3=
113223 |))(|max(2|)(||)(||)(| kkkk ji

ji

   

 2

1,3=
312111 ))(max2(|))(||)(||)(|(  kkkk i

i

   

  |)(||)((| 2111 kk  |))(| 31 k  

 |)((|)),(max2( 11
2

00
1,3=

kkttX i
i

   

 |)((|),(2|))(||)(| 11
2

003121 kkttXkk  

|))(||)(| 3121 kk     

и 

|=)(),(),([det| 321 kkk   

 |],,[det||),(det=| 32100 kttX  

|],,[det||),(det|= 321
1

00   tktX  

   ),(),( 00
2

00  kttXtktX  

|),(sin||)),(,(sin| 21213321   L

.sin)2(exp),( 2
00  akkttX     

Используя последнюю оценку для 

определителя |,)](),(),([det| 321 kkk   докажем 
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третье неравенство. Ввиду замечания 2 и 

равенств 1,= i  ,31,=i  имеем соотношения 

)(3exp|)))(),((),((sin| akkkLk jis   

 3
00 ),(  kttX  

|=)))(),((),((sin| kkLk jis   

  ),(),(= 0000  kttXkttX i  

   sj kttX  ),( 00  

  )()(|)))(),((),((sin| kkkkLk jijis    

 |)))(),((),((sin|)( kkLkk jiss    

|=))(),((sin| kk ji  .|)](),(),([det| kkk sjj   

Поскольку при перестановке двух столбцов 

определитель меняет лишь знак, то верно ра-

венство  

.|)](),(),([det|=|)](),(),([det| 321 kkkkkk sji   

Отсюда и из оценки снизу на модуль определи-

теля |,)](),(),([det| 321 kkk   установ-ленной 

при доказательстве последнего неравенства 

леммы 3, получим соотношения  

|)))(),((),((sin|)(3exp kkLkak jis   

 |)](),(),([det| 321 kkk   

  ),()2(expsin 00
2  kttXak   

,sin)3(exp 2ak  

из которых и следует третья оценка леммы 3. 

Следовательно, лемма 3 доказана. 

Замечание 3. Лемму 3 можно переформули-

ровать следующим образом: 

Лемма 3. При любых числах {0},k  

0,0t  1<0   и единичных векторах 

,:=(0) 3ii   ,31,=i  удовлетворяющих не-

равенству ,|],,[det|  sjl  ,31,=,, sjl  

,sjl   для векторов ,),(:=)( 00 ii kttXk    

,31,=i  выполняются оценки  

),(exp)()(exp akkak i    

),3(exp|)](),(),([det| akkkk sjl    

,31,=,, sjl  .sjl   Кроме того, для каждого 

{0}k  среди векторов ),(ki  ,31,=i  най-

дется такой вектор ,  что справедлива оценка 

)/6.3(exp|],,[det| 32 akee    

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 3  непосред-

ственно следует из доказательства леммы 3. 

Лемма 4.  При всяких числах 1,<0   и 

произвольных единичных векторах 
3

21,   

таких, что имеет место оценка 

0,>|),(sin| 21    среди векторов ,3i  

1,=|| i  ,31,=i  удовлетворяющих неравенст-

ву ,|],,[det| 321    найдется такой вектор 

w , при котором справедливо соотношение 

/3.|],,[det| 21  w  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произ-

вольные векторы ,3j  2,1,=j  и предпо-

ложим противное, т.е. пусть для всех векторов 

,3i  ,31,=i  определенных в лемме 4, вы-

полняется неравенство  

/3.<|],,[det| 21  i  (3) 

В силу определения векторов ,3i  

,31,=i  их совокупность образует базис в про-

странстве 3 . Возьмем такой единичный 

вектор 3w , что ).,( 21 Lw 
 

Поскольку векторы ,i  ,31,=i  составляют 

базис, то справедливо разложение 

332211=  w  с некоторыми 

коэффициентами ,i  .31,=i  Найдем 

оценки сверху на модули этих коэффициентов. 

Ввиду определения векторов ,i  ,31,=i  нера-

венства Адамара [13, с. 565] и простейших 

свойств определителя, выполняются соотноше-

ния  

|=],,[det|=1 2121   vv   

|=],,[det| 21332211    

 ],,[det],,[det=| 21222111   

,|||],,[det 32133    

из которых следует неравенство .1/|| 3    

Аналогичным образом находятся и оценки на 

остальные коэффициенты ,1/||  i  2.1,=i  

Таким образом, справедливо неравенство 

.3/||
3

1=
 ii  Отсюда и из определения век-

торов ,,, 21
w  а также неравенства (3) выте-

кают соотношения  

|=),(sin|/2)(sin111|=),(sin| 2121     

 |)),(,(sin|= 2121  Lww   

 
112121 [det=||],,[det|=|),(sin|  w  

 |],,[det||],, 2111213322    

+ |],,[det| 2122  |<],,[det| 2133   

|/3||/3|| 21   =/3|3   

 =)(3/3/3||
3

1=
ii , 
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которые приводят к противоречивому неравен-

ству .<),(sin 21   Следовательно, для неко-

торого вектора },,{ 321 w  справедливо об-

ратное оценке (3) соотношение. Лемма 4 дока-

зана. 

Выпуклым круговым конусом будем назы-

вать бесконечный прямой круговой конус. Оче-

видно, что выпуклый круговой конус является 

выпуклым конусом. Осью выпуклого кругового 

конуса   угловой меры   назовем такой вы-

ходящий из нуля луч ,3o  что для любого 

вектора   выполняются неравенства 

/2.),(0   o  Отсюда и из определения уг-

ловой меры выпуклого конуса непосредственно 

вытекает включение .o  

Для произвольного выпуклого конуса 
3  обозначим через )(K  соответствую-

щий ему конус [1, с. 481], т.е. множество 

).(:=)( K  Угловая мера конуса )(K  

определяется угловой мерой соответствующего 

ему выпуклого конуса .  

Лемма 5. Для всякого выпуклого кругового 

конуса 3  угловой меры /2<0   и лю-

бых векторов 3,   таких, что ),(K  

,o  1,=   где o  – ось конуса ,  выпол-

няется неравенство /2).(sin|),(cos|    

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произ-

вольные выпуклый круговой конус   и векто-

ры ,  ,  удовлетворяющие условию леммы 

5. Обозначим через 
3  единичный вектор, 

лежащий на оси o  конуса .  Введем в 3  

прямоугольную систему координат Oxyz : за 

начало координат O  возьмем вершину конуса 

,  а в качестве базисных векторов – векторы 

,=1
e  ,=3 e  =2e  (здесь и далее для 

любых векторов 3
21,   выражение 21    

означает векторное произведение этих векто-

ров). В силу определений   и   и векторного 

произведения векторов введенная таким обра-

зом в пространстве 3  прямоугольная система 

координат определена корректно. Легко пока-

зать, что при таком выборе системы координат 

уравнение конуса )(K  имеет вид 

,= 2222 ztgyx    где ,,, zyx  /2,0   

т.е. вектор )(K  записывается в коорди-

натной форме следующим образом: 

),tg/,,(= 1
2
1

2
111  yxyx   где ,,, 111 zyx  

/2.0 1    Тогда выполняется соотношение 

.= 11 xeT  С другой стороны, имеют место ра-

венства =),(cos= 111 eeeT    

 1tg)/( 1
22

1
2
1

2
1

2
1 yxyx  

 1tg)/(),(cos 1
22

1
2
1

2
1

2
11  yxyxe  

.|sin|/),(cos=),(cos 1
2
1

2
111  yxee    

Поэтому =),(cos 1e ./|sin| 2
1

2
111 yxx   

Отсюда, ввиду последнего равенства и нера-

венств /4,</20 1    с учетом возрастания 

функции sin  на отрезке /4)[0,  вытекают тре-

буемые соотношения  

 |sin|=|),(cos|=|),(cos| 11  e  

 |sin|/|| 1
2
1

2
11 yxx   

/2).(sin|=/2)(sin|   

Лемма 5 доказана. 

Для произвольных векторов ,1 ,3
2   

,21    числа /4)(0,   и выпуклого круго-

вого конуса 3  меры ,  ось которого со-

держит вектор ,12    рассмотрим множество 

,)()( 3
21    т.е. множество, обра-

зованное пересечением выпуклых круговых ко-

нусов   и   с вершинами соответственно в 

точках 1  и .2   

На основании работы [16, с. 37] назовем такое 

множество конусным интервалом и обозначим 

его ].,[ 21   

Под  -окрестностью конусного интервала 

],[ 21   будем понимать множество 

(0),U],[:=]),[(U 2121     где, как и 

ранее, }:{=(0)U 3     – -окрест-

ность нуля. Для всякого ненулевого вектора 
3  пусть  /:=Pr yy T

 – проекция точки 

3y  на ось, определяемую вектором .  Про-

екцией ]),[(Pr 21    конусного интервала 

],[ 21   на ось, определяемую вектором ,  

будем называть совокупность, состоящую из 

проекций каждой точки из ],[ 21   на эту 

ось, т.е. 

]}.,[,Pr{:=]),[(Pr 2121    yy  

Лемма 6. Для произвольных чисел ,s  

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Веснік ВДУ. – 2013. – № 3(75) 

35 

0>  и /4,<<0   выпуклого кругового кону-

са 3  угловой меры   и векторов ,1 ,2  

,3iv  ,1,= si  таких, что ,iv  ,1,= si  

21    и ,= 21=1  i

s

i
v  при каждом 

sj 1,=  выполняется включение 

],,[ 211=1    i

j

i
v  где   – выпуклый 

круговой конус меры ,2  ось которого содер-

жит вектор .12    

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произ-

вольные числа ,s  0> , /4,<<0   конус 

3  и векторы ,1 ,2 ,3iv  ,1,= si  

удовлетворяющие условию леммы 6. Для всех 

sj 1,=  oбозначим ,:=
1= i

j

ij vy   .:=
= i

s

jij vz   

Поскольку ,iv  ,1,= si  по свойству выпук-

лости конуса   для всех sj 1,=  выполняются 

соотношения jy  и ,jz  в частности, 

.=12  sy  Из последнего включения и 

равенства =  вытекает, что для любого 

  выполняются неравенства 

.),(0 12    Тогда отсюда ввиду опре-

деления конуса   следует включение  , 

и поэтому при любом 11,= sj  верны соот-

ношения jy   

и ,1  jz  а значит, )()( 11   jy  

и ),()( 212    jz  .1,= sj  Отсюда с уче-

том равенства 21 = sy  для всех sj 1,=  

получим соотношения  

 1111 )()( jsj zyy   

),()( 212    jz  

означающие, что при любом sj 1,=  справедли-

во включение  

 ))()(()( 211  jy  

].,[ 21   

Лемма 6 доказана. 

Лемма 7. Пусть 3  – произвольный еди-

ничный вектор, а векторы ,, 3
21   

,21    таковы, что справедливо неравенство 

0,>min:=
1,2=

1 i
T

i

  тогда для всякого числа 

/3,<0 1  выпуклого кругового конуса   уг-

ловой меры ,  ось которого содержит вектор 

,12    и любого элемента ]),[(U 21  y  

выполнение оценки  

)/(2arctg2 12     (4) 

влечет за собой неравенство . yT
 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В соответствии с ра-

ботой [16, c. 20] точку   произвольного мно-

жества 3M  назовем крайней точкой этого 

множества, если она не является внутренней 

точкой никакого отрезка, концы которого при-

надлежат .M  По теореме Крейна Мильмана 

[18, с. 312] любое компактное выпуклое множе-

ство M  совпадает с замкнутой выпуклой обо-

лочкой множества [18, с. 304] своих крайних 

точек, причем если размерность ,=dim mM  то 

каждая точка M  является выпуклой комби-

нацией [18, с. 304] некоторых 1m  его крайних 

точек. Воспользуемся данной теоремой для до-

казательства леммы 7. Возьмем произвольные 

векторы ,,, 3
21   число   и конус   

угловой меры ,  удовлетворяющие условиям 

леммы 7, и рассмотрим конусный интервал 

].,[:= 21 R  Очевидно, что R  является 

компактным выпуклым множеством размерно-

сти 3,=dimR  и, следовательно, удовлетворяет 

условиям теоремы Крейна Мильмана. Найдем 

тогда множество крайних точек конусного ин-

тервала R . Пусть )/2(:= 211  f  и 

)/2.(:= 122  f  Обозначим через W  совокуп-

ность векторов ,3w  удовлетворяющих со-

отношениям  

/2),(cos/=/2,=),( 22   fwfw  (5) 

и положим .)(:= 3
11 WW   Тогда из опре-

деления множества W  и конуса   следуют 

включения ,W  ),( W  а значит, и 

).()(= 111   WW  Отсюда и из опреде-

ления конусного интервала ],[= 21 R  вы-

текает соотношение .1 RW  Поэтому, полагая 

},{}{:= 211   W  имеем включение .R  

Исходя из геометрических соображений, оче-

видно, что   является множеством всех край-

них точек конусного интервала .R  

Покажем теперь, что для каждого фиксиро-

ванного вектора 1W  найдется такой вектор 

,3
3 f  при котором выполняются соотноше-

ния  

|,/2)(tg|=, 2323  ffff    
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.= 31 ff   (6) 

Возьмем произвольный фиксированный эле-

мент .1W  Тогда в силу определения множе-

ства 1W  выполняется равенство w1=  для 

некоторого фиксированного .Ww  Рассмот-

рим вектор .)( 3
2  fw  Умножим этот вектор 

слева на ,2
Tf  с учетом формул (5) получим ра-

венства 

  222222 ==)( fwffwffwf TTT
 

:),(cos=),(cos 222
2

22 fwffffw    

0.=),(cos: 2
22  ffw   

Следовательно, .)( 22 ffw   Далее ввиду 

формул (5) имеем соотношения  

=2=)(= 2
22

22
2

2
2 ffwwfwfw T  

=),(cos2= 2
222

2  ffwfww   

 /2)(cos//2)(cos2/2)(cos/= 22
22

2   fff  

/2),(tg=/2)(cos/= 22
2

2
2

22
2

2
2   ffff   

т.е. .|/2)(tg|= 22  ffw  В качестве 3f  

возьмем вектор ,2fw  который, очевидно, 

удовлетворяет первым двум требованиям (6). 

Тогда справедливо равенство ,= 32 ffw   из 

которого ввиду соотношений 

1 2 1 2 1 1 2 1= ( ) / 2 = ( ) / 2 =f f          

вытекает выполнимость для вектора 3f  и 

третьего требования  

.=== 313211 ffffw    

Зафиксируем произвольный вектор .1W  

Тогда для элемента   найдется такой вектор 

,3
3 f  при котором выполняются условия (6). 

Отсюда, используя определение величины 1  и 

векторов   и ,  получим соотношения  

=)/2(=)(= 32131 fff TTTT    

),(cos||)/2( 3321 ffTTT    

  313311 ),(cos)/2( fff    

 |/2)(|=|),(cos| 21313  tgfff    

/2,/2)(= 121    tg  

из которых ввиду условия (4) и определений   

и 1  следуют оценки /3.2 11   T
 В 

силу произвольности выбора вектора 1W  

неравенство /32 1 T  справедливо при лю-

бом .1W  Поэтому для всякого вектора   

выполняется оценка  

/3,2 1 T
 (7) 

вытекающая из определения множества ,  век-

торов 21,  и величины .1  

Поскольку конусный интервал R  имеет 

размерность 3=dimR  и удовлетворяет усло-

виям теоремы КрейнаМильмана [18,  

с. 312], а совокупность   есть множество край-

них точек ,R  то для любого элемента R  

найдутся такие точки ,i  ,1,4=i   

и числа 0,i  1,=
4

1= kk
  ,41,=i   

при которых выполняется равенство 

.=
4

1= kkk
   Отсюда и из линейности опера-

тора проектирования для проекции )(Pr   эле-

мента   на ось   следуют равенства  

)).(Pr(=)(Pr=)(Pr
4

1=

4

1= kkkkkk
    

Поскольку имеют место соотношения 

1=  и ,i  ,1,4=i  то на основании фор-

мулы (7) выполняются неравенства 

/3,2)(Pr 1 i  ,41,=i  из которых с учетом по-

следних равенств для проекции )(Pr   вытека-

ет включение )./3,[2)(Pr 1    В силу про-

извольности выбора элемента R  последнее 

включение справедливо для любой точки мно-

жества .R  Поэтому истинно соотношение 

)./3,[2)(Pr 1   R  Отсюда и из включения 

],[(0))U(Pr    с учетом линейности опе-

ратора проектирования получим соотношения  

 (0))U(Pr)(Pr=))(U(Pr  RR  

),/3,[],[)/3,[2 11    

и значит, ввиду определения ,  для любого 

элемента ))(U(Pr Ry   выполняются неравен-

ства ./31  yT
 Лемма 7 доказана. 

2. Свойства трехмерных линейных рав-

номерно вполне управляемых систем. Пусть 

,M)(),(:=)},({=),( 3
3

1=,  BtXtqtQ jiij  

0,, t  где, как и ранее, ),(:=),( 0  tXtX , 

0, t , –  матрица Коши системы (2) с нуле-

вым управлением, тогда имеет место 

Лемма 8.  Если система (1)  -равномерно 

вполне управляема, то для любого 00t  выпол-

няются неравенства  








0

0

|)),(||),(||),((| 030201

t

t
iii dtqtqtq  
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.31,=,
1

i


  (8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произ-

вольные 00t  и {0}.\3
0 x  Так как система 

(1)  -равномерно вполне управляема, то на 

отрезке ],[ 00 tt  найдется допустимое управ-

ление ,u  ,)( 0 xtu   ],,[ 00  ttt  перево-

дящее вектор начального состояния 0x  системы 

(1) в ноль на этом отрезке. Тогда имеют место 

равенства  

 0000 )(,(=)(=0 xttXtx   

),)(),(
0

0

0






t

t
dutQ  

и, следовательно,  

.31,=,)(),(=
0

0

00 idutQexe
t

t

T
i

T
i 





  (9) 

Кроме того, при всех ],[ 00  ttt  и 31,=i  

справедлива оценка 

 |)(),(||)(),(| 0

3

1=0 tuttqtuttQe jijj

T
i   

 |),(|}31,=|,)({|max 0

3

1=
ttqitu ijji   

  00

3

1=
|),(|)( xttqtu ijj
  

.|),(| 0

3

1=
ttqijj  

Отсюда и из равенств (9) для 1,3=i  следуют 

соотношения  

 ||)(),(|||
0

0

00 






t

t

T
i

T
i dutQexe  





0

0

,|),(| 0

3

1=0

t

t
ijj

dtqx    

т.е. 

|||),(| 00

3

1=

0

0

xedtq T
i

t

t
ijj

 


 ,)( 1
0

 x  

.1,3=i  

Поскольку полученные неравенства выпол-

няются при любом {0},\3
0 x  то, взяв для 

каждого 31,=i  в качестве 0x  вектор ,ie  полу-

чим требуемые оценки (8). Лемма 8 доказана. 

Возьмем произвольное число 0s  и рас-

смотрим отрезок ].,[ ss  При любом фикси-

рованном натуральном 2p  разделим этот от-

резок точками ,/:= pisti   ,11,= pi  на p  

равных частей и для всякого допустимого 

управления ),(tu  ],,[  sst  положим 




i

i

t

t
i dusQusw

1

,)(),(:=),(   ,1,= pi  где 

.:= stp  Заметим, что эти интегралы сущест-

вуют, ввиду локальной интегрируемости функ-

ции B  и непрерывности матрицы ),( tX  по .  

Обозначим  

0},:{:=  yy  },3,{max:=1   

)}/(163),/(4{min:=)(= 22
1

22   

)./(4= 1
22   

Положим также ,)exp(4arcsin2:= 1
1

ab  

где, напомним, числа , 1a b   равномерные по 

0t  оценки на интегралы от норм матричных 

коэффициентов A  и B  системы (1), т.е. 

,)( adA
t

t






  .)( bdB

t

t






  

Поскольку 1,>34exp4 1 eab   величина   

определена корректно и удовлетворяет 

включению /18](0,  . 

Теорема 1. Если система (1)  -равномерно 

вполне управляема, то для любых 0,0t  

/16<0    и натурального 2p  найдутся 

выпуклые круговые конусы 
2

1     и 

,, 3
32   множества },,{1, pM i   и 

допустимые управления ),(tui  ],,[ 00  ttt  

,31,=i  такие, что: 

1) угловая мера конусов ,i  ,31,=i  не пре-

восходит ;4  

2) при каждом ,iMj  ,31,=i  справедливо 

включение ;),( 0 iij utw   

3) для векторов ,),(:= 0 iij
i

Mji utw  
  

,31,=i  верны соотношения );(  i  

4) векторы  iii  /:=  удовлетворяют не-

равенству /16)/2;(15sin|],,[det| 321    

5) при всех 31,=i  и ],[ 00  ttt  для 

управлений iu  выполняется оценка .)( 1 tui  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произ-

вольные числа ,p  0t  и ,  удовлетворяющие 

условиям теоремы 1, и отыщем вначале управ-

ление ,1u  конус 1  и множество ,1M  описан-

ные в этой теореме. Возьмем r  такое, что 

справедливо соотношение  

1))./(2(<)/(2:=1 rr    
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Пусть 
2
  – полусфера единичного радиуса с 

центром в нуле, лежащая в полупространстве 

.2   Удалим из 
2
  сферический сегмент, 

отсекаемый выпуклым круговым конусом 0K  

угловой меры ,2 1  ось которого содержит век-

тор .1e  Обозначив полученное множество через 

,S1  определим далее отображение 

 ),()/2[0,)2[0,: 1 f  

1321 S),,(  xxx  

равенствами  

,coscos=,sin= 21  xx .cossin=3 x  
(10) 

Очевидно, что отображение f  взаимноод-

нозначно. Разобьем полуоткрытый 

прямоугольник )/2[0,)2[0, 1   на 

14=:1)(4 rrrr   полуоткрытых квадрата  

,<1)({:= 11
1 kkkl    

}.1,=,41,=,<1)( 111 rlrkll    

Тогда в силу взаимной однозначности ото-

бражения f  множество 1S  соответственно ра-

зобьется на непересекающиеся полуоткрытые 

множества ),( 1
klf   ,41,= rk  ,1,= 1rl  множе-

ства .S1  

Пусть D  – произвольное множество в про-

странстве .3  В дальнейшем через 
3)(  D  

будем обозначать множество всех лучей в 3 , 

выходящих из нуля и проходящих через точки 

множества ,D  т.е. множество 

0}.,:{ 3   Dvv   Положим 

)\)((:=P 0
2

1 K   и рассмотрим отобра-

жение ,PS: 11 g  ставящее в соответствие ка-

ждой точке множества 1S  луч, выходящий из 

нуля и проходящий через эту точку. Легко убе-

диться, что такое отображение является взаим-

нооднозначным. Кроме того, выполняются со-

отношения  

:{:=))((Con=))(( 311  vffg ijij  

,,=
1=

 kvv ss

k

i
  

},1,=0,),( 1 ksfv sijs   

,41,= ri  ,1,= 1rj  и 

0
2

1

1
4

1=

\)(=))((
1

Kfg

r

j

ij

r

i

  



  

(здесь )(Con D  означает коническую оболочку 

[17, с. 374] непустого множества D ). При всех 

,41,= ri  11,= rj  обозначим )),((:= 11
ijij fg   

0
1
4 := Krr  и для дальнейшего единообразия 

записи положим  

.141,=,:=  rqrq  (11) 

Для произвольного множества D  простран-

ства 3  через Dcl  далее будем обозначать за-

мыкание [16, с. 49–50] множества .D  Докажем 

теперь, что при любых индексах ,1,4= ri  

11,= rj  и векторах 
1

21 cl, ij  выполняется 

неравенство  

.=:2),( 2121    (12) 

Зафиксируем произвольные },4{1, ri   и 

},{1, 1rj   и рассмотрим множество .cl 1
ij  

Легко видеть, что  

 )))((cl(=)))(((cl=cl 111
ijijij fgfg  

)).cl((= 1
ijfg   

Для 21,=s  возьмем произвольные векторы 

1cl ijs   и положим ./:=  sss   Отсюда, 

из оценки (12), а также из определения отобра-

жения f  для векторов 1  и 2  получим соот-

ношения  

1,=),,(=),( 2121  s  

.21,=),cl( 1 sf ijs   

Из этих соотношений, с учетом определений 

множеств ,
1
ij  отображения ,f  а также замы-

кания множества, следует, что векторы s  

представляются в виде  

),cossin,coscos,sin(= ssssss    (13) 

 

,1)( 11 ii s    

2.1,=,1)( 11 sjj s    (14) 

Поскольку 1,= s  2,1,=s  то  

).,(cos=),(cos= 21212121  T  

С другой стороны, ввиду формул (13) и (14) 

и вытекающих из них оценок  

,|| 121    /2,<|| 121    

а также в силу убывания функции cos  на отрез-

ке ][0,  получим соотношения  

1 2 1 2= sin sinT      

1 1 2 2 1 1cos cos cos cos sin cos         

2 2 1 2 1 2sin cos = sin sin cos cos         

1 2 1 2 1 2(cos cos sin sin ) = sin sin         
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1 2 1 2 1 2cos cos cos( ) sin sin       …  

1 2 1 2 1 2cos( ) cos cos cos( ) =          

1 2 1 2 1 2cos( )cos( ) = (cos(( )           

1 2 1 2 1 2( )) cos(( ) ( ))) / 2           … 

1 1 1 2(cos2 cos2 ) / 2 = cos2 = cos .   …  

Поэтому ,cos),(cos 221    и значит, 

.),( 221    Тогда ввиду равенства =),( 21   

1 2= ( , )   выполняется и соотношение 

.),( 221    Так как 21,   – произвольные 

векторы множества ,cl 1
ij  то формула (12) 

справедлива для любых векторов из этого мно-

жества. Но тогда в силу произвольности выбора 

индексов },4{1, ri   и },{1, 1rj   неравен-

ство (12) оказывается справедливым и для вся-

ких двух векторов, принадлежащих любому из 

множеств ,cl 1
ij  ,41,= ri  .1,= 1rj  

Выберем теперь в качестве управления 1u  на 

отрезке ],[ 00 tt  векторную функцию 

),,(sign),,(sign(=)( 0120111 ttqttqtu  ,)),(sign 013
Tttq  

при этом заметим, что для любого ],[ 00  ttt  

выполняется оценка .3)( 11  tu  Разделим 

отрезок ],[ 00 tt  точками ,it  ,11,= pi  на p  

равных частей и положим .:= 0 ttp  По-

скольку матричная функция )(tB  локально-

интегрируема для всех 0t , то функция 

),( 0 ttQ  также локально-интегрируема при лю-

бых 0,,0 tt  а значит, интегралы 

),,(:=)( 101 utwuw jj  ,1,= pj  существуют. Со-

гласно определению векторов 1u  и ),( 1uw j  

,1,= pj  имеем равенства  





0

0

)(),(=)( 10111=1

t

t

T
j

p

j

T dutQeuwe  

 



0

0

,|),(|= 01

3

1=

t

t
jj

dtq  

из которых ввиду леммы 8 следует, что найдет-

ся такое },,{1, pl   при котором вектор 

)( 1uwl  ненулевой и лежит в .2   Обозна-

чим через ,1
ijS  ,41,= ri  ,1,= rj  – множество 

тех индексов },,{1, ps   при которых имеет 

место включение ,)( 1
1 ijs uw   и докажем, что 

существуют },4{1,1 rk   и },,{1,1 rl   

обеспечивающие справедливость соотношения  

).1/(4)(:= 2
11

1

1

1

 ruw
lks s   S

 (15) 

Предположим противное: пусть для всех 

,41,= ri  rj 1,=  имеет место неравенство 

),1/(4<)( 2
11 ruw s

ij
s

 S
 тогда 

.1/<)(1 11=

4

1=
  jis s

r

j

r

i
uw

S
 

Так как справедливы соотношения  

 )()))(((= 1
14

1=

1
1

1=

4

1=

1

1=

4

1=

ir

r

i

ij

r

j

r

i

ij

r

j

r

i

fg 


 




 0

14

1=

0
21

4 )\)((= KK
r

i

rr    

2=    и ,)( 2
1   uws  ,1,= ps  

то для всех ps 1,=  ненулевой вектор )( 1uw s  

принадлежит одному из множеств ,1
ij  

,41,= ri  ,1,= rj  и поэтому выполняется ра-

венство  

=)( 111=

4

1=
uw s

ij
s

r

j

r

i  S
 

.)(),(=
0

0

10



t

t
dutQ  

Отсюда с учетом формул (15) следуют нера-

венства  

 )( 111=

4

1=
uws

ij
s

r

j

r

i  S
 

=)( 111=

4

1=
 uws

ij
s

r

j

r

i  S
  








0

0

||)(),(|| 10

t

t
dutQ  

,1/||),(|
0

0

01

3

1=



 

t

t
jj

dtq  

противоречащие нашему предположению. 

Зафиксируем какие-либо },4{1,1 rk   и 

},,{1,1 rl   которые обеспечивают выполне-

ние неравенства (15). Положим 
1

1 11
:= lkM S  и 

.cl:= 1'
1 11lk  Рассмотрим множество 

'
1  и по-

кажем, что найдется такой выпуклый круговой 

конус 1  угловой меры,  

не превосходящей ,4 1  при котором выполня-

ется включение .1
'
1   Для случая 

0
1
4

'
1 == Krr  в качестве 1  возьмем конус 

,0K  который, исходя из его определения, оче-

видно, удовлетворяет условиям выбора. Рас-
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смотрим теперь случай, когда ,cl= 1'
1 11lk  

},,4{1,1 rk   1 {1, , 1}l r   (случай 

},4{1,1 rk   и rl =1  невозможен в силу фор-

мул (11) и непустоты множества 
'
1 ). Посколь-

ку вектор ,1  определенный формулой (15), 

принадлежит ,'
1  то ввиду формулы (12) для 

любого ненулевого вектора 
'
1w  выполняет-

ся неравенство .),( 21  w  Отсюда и из не-

равенства треугольника вытекают соотношения  

 ),({sup},:),({sup 11
'
12121     

:),({sup},:),( 11
'
12121     

:  }'
11  2

'
1221 }:),({sup    

.2= 22   

В качестве конуса 1  возьмем выпуклый 

круговой конус угловой меры 22 , ось которо-

го содержит вектор .1  Тогда из последних со-

отношений следует включение ,1
'
1   из 

которого с учетом определения величины 2  

вытекает, что выбранный таким образом конус 

1  удовлетворяет требованиям теоремы. Кроме 

того, при найденных 1M  и 1  имеют место 

неравенства ,44 11     а также, посколь-

ку справедлива оценка /2,</16   выпол-

няются соотношения  

=))/(24(144 1
2

1
22   rr  

,/4/)2(= 2
1

22
1

2    

и, значит, в силу формулы (15) неравенство  

).(
4

)(:=

1
2

2

11

1





  

Mj

j uw  (16) 

Перейдем теперь к поиску управления ,2u  

конуса 2  и множества ,2M  удовлетворяю-

щих теореме 1. Пусть прямая 
3

1 o  – ось ко-

нуса ),(:=)( 111 K  тогда .11 o  Обо-

значив  /:= 11 , имеем соотношения 

1=1  и .11 o  Возьмем единичный вектор 

,3
1 y  ортогональный .1  Поскольку систе-

ма (1)  -равномерно вполне управляема, то на 

отрезке ],[ 00 tt  найдется допустимое управ-

ление ,2u  переводящее состояние 1y  системы 

(1) в ноль на ],,[ 00 tt  и такое, что имеет ме-

сто оценка 112 =)(    ytu  для всех 

].,[ 00  ttt  Фиксируя это управление, полу-

чим равенство  

.)(),(=0
0

0

201 






t

t
dutQy  (17) 

Возьмем такое натуральное число ,2r  при 

котором справедливы соотношения 121 :=  r  

,=1)(< 1112  r  где, как и ранее, 

.)exp(4arcsin2= 1
1

ab  Обозначим через 

3
1   выпуклый круговой конус угловой ме-

ры ,1  ось которого лежит на прямой 1o  и для 

которого выполняется включение .11   

Этот конус существует в силу неравенств 

/18,<15<4 111    которые следуют из 

соотношений 

111111 15=1616>     и оп-

ределения величин   и .1  Пусть 1I  – множе-

ство тех индексов },,{1, pi   при которых 

справедливо включение 

,)(),(:=)( 3
1202 Kutwuw ii  где 

).(:=)( 111 K  Обозначим через ,kI  

3,2,=k  множество индексов },,{1, pi   для 

которых имеет место включение 

)(\)( 1
3

2  Kuwi   и выполняется неравенство  

0.)),((cos1)( 12 yuwi
k  (18) 

Докажем, что для множества 3I  справедливо 

неравенство 3/4.)(
3

2  Is s uw   

Умножая равенство (17) скалярно на 
Ty1 , 

получим соотношения  

=)(),(==1
0

0

201
2

1 






t

t

T dutQyy   

 
 21

)()( 2121

Ij

j
T

Ii

i
T uwyuwy  

 


 )(||=)( 2121

13

uwyuwy i

Ii

T

Is

s
T  

 


jj

Ij

T
i uwy  cos)(cos 21

2

  

,cos)(

3

21  




Is

s
T uwy  

где ,i  ,1Ii  ,j  ,2Ij  и   – меры углов 

между вектором 1y  и соответственно вектора-

ми ),( 2uwi  )( 2uw j  и   3

).( 2Is s uw  Так как для 

всех 2Ij  выполняются неравенства (18), то 
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0.cos)(||
2

21  


Ij jj
T uwy   Отсюда с уче-

том последних равенств и соотношения 1=1y  

следуют оценки  

1   1

cos)( 2Ii ii uw   

  
 )(cos)(|| 22

13

uwuw iIiIs s   

 |cos| i |,cos|)(
3

2  Is s uw    т.е. 

.|cos|)(|cos||)(1

31

22   




Is

si

Ii

i uwuw (19) 

Конус ,1  векторы 1y  и ),( 2uwi  ,1Ii  

удовлетворяют условиям леммы 5, поэтому для 

всех 1Ii  справедливы оценки 

/2).(sin|cos| 1 i  Но поскольку 

/2</2/2<0 1    и функция sin  возрастает 

на промежутке /2),[0,  то из последних оценок 

следуют неравенства /2),(sin|cos|  i  .1Ii  

Отсюда и из формулы (19), с учетом замечания 

2 и равенства ,)exp(4arcsin2= 1
1

ab  исполь-

зуя определение величин a  и ,b  векторов 1y  и 

),( 2uwi  ,1Ii  а также управления ,2u  получим 

соотношения  

 




31

)(/2)(sin)(1 22

Is

s

Ii

i uwuw   

 




3

)(|cos| 2

Is

s uw  


 



1
1

/2)(sin||)(),(|| 20

Ii

t

t
dutQ

i

i

  





1

120 )exp4(||)(),(||
0

0

abdutQ
t

t



  

 




33

)()( 22

Is

s

Is

s uwuw   

),exp/(4exp 11 abab   

и поэтому  

3/4.)(:=
3

21   Is s uw  (20) 

Кроме того, из определения 3I  вытекают 

включения ),(\)(, 1
3

21  Kuws   .3Is  

Замечание 4. Для удобства последующего 

доказательства теоремы 1 повернем исходный 

репер (векторы 321 ,, eee ) таким образом, чтобы 

базисный вектор '1e  совпал с вектором 1  (а 

значит, стал сонаправленным с вектором 1 ), 

вектор '2e  совпал с вектором ,)( 1y  а вектор 

'3e  – с вектором ,'' 21 ee   и в дальнейшем при 

доказательстве данной теоремы будем работать 

с таким репером, считая его исходным. Оче-

видно, что базисные векторы полученного ре-

пера ортонормированы. Координаты векторов в 

этом базисе будем обозначать со штрихом. 

Здесь же заметим, что при повороте системы 

координат (ортогональном преобразовании) 

ранее найденные в процессе доказательства 

элементы (векторы, конусы и др.) и соотноше-

ния между ними, а именно: длины векторов, 

величины углов между векторами, угловые ме-

ры конусов – не изменятся. 

В силу определения множества 3I  и репера 

',',' 321 eee  векторы ),(, 21 uws  ,3Is  принад-

лежат множеству )(\)( 1  K  в новом 

базисе. Пусть 3
~

   – полусфера единично-

го радиуса с центром в нуле, лежащая в полу-

пространстве     нового базиса. Уда-

лим из 

~

  часть сферического сегмента, отсе-

каемую конусом ).( 1K  Обозначив полученное 

множество через ,S2  определим отображение  

 /2))(/2,)((/2]/2,[: 11

~

f  

2321 S)',','(),(  xxx  

равенствами  

,coscos=',sin=' 21  xx  

.cossin='3 x  (21) 

Легко видеть, что такое отображение взаим-

нооднозначно. Поскольку  

 322111 =:2=/=/)( rrrr  

в силу определений величин r  и ,2r  то разо-

бьем полуоткрытый прямоугольник  

/2))(/2,)((/2]/2,[ 11    

на 432 =:2=)2(2 rrrrrr   квадрата  

,/2<1)(/2{:= 11
2 kkkl     

<1)(/2)( 11   l  

}2,=,21,=,/2)(< 311 rlrkl   

и ,<1)({:= 11
2
1 kkk    

}.21,=,/2)(<</2)( 111 rk   

Тогда множество 
2

S  соответственно разобьется 

на полуоткрытые множества ),(
2

~

klf   ,21,= rk  

31,= rl . Положим ))(\)((:=P 12   K  и 

рассмотрим отображение ,PS: 22

~

g  ставящее 
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в соответствие каждой точке множества 2S  луч, 

выходящий из нуля и проходящий через эту 

точку. Очевидно, что такое отображение явля-

ется взаимно однозначным. Кроме того, выпол-

няются соотношения  

:{:=))((Con=))(( 32
~

2
~~

 vffg ijij  

),(,;= 2
~

1= ijsss

k

i
fvkvv    

},1,=0, kss  ,21,= ri  ,1,= 3rj  

и  

)(\)(=))(( 1

1

2
~~2

1=

3

 



Kfg

r

j

ij

r

i

 . 

Для всех ri 21,=  и 31,= rj  положим 

))((:= 2
~~

2
ijij fg   и обозначим через 

2
ijS  мно-

жество тех индексов },,{1,3 pIs   при ко-

торых имеет место соотношение .)( 2
2 ijs uw   

Ввиду включения ),(\)( 11   K  а 

также оценки (20), применяя рассуждение, ана-

логичное использованному для доказательства 

соотношения (15), можно показать, что найдут-

ся такие числа }2,{1,2 rk   и },,{1, 32 rl   

которые обеспечивают справедливость нера-

венства  

.
4

3
)(:=

4
22

2

22

r
uw

lks

s  
S

  (22) 

Зафиксируем какие-либо },2{1,2 rk   и 

},,{1, 32 rl   при которых выполняется нера-

венство (22). Положим 
2

2 22
:= lkM S  и 

.cl:= 2'
2 22 lk  Используя найденное множество 

'
2 , на основе рассуждений, аналогичных при-

меняемым для поиска кругового конуса ,1  

найдем такой выпуклый круговой конус ,2  на 

оси которого лежит вектор ,2  и для которого 

справедливы следующие свойства: 2
'
2    

и .42   Кроме того, поскольку из опреде-

ления величин ,r  ,ir  ,42,=i  следуют соотно-

шения 

 2
234 16)(16=8=4 rrrrrrr   

 22 ))(2/)16((2=))/(216(1    

,/16 22   

то в силу формулы (22) для множества 2M  по-

лучим неравенство  

).(
16

3
)(=

2

2

22

2





  

Mj

j uw  (23) 

Обозначим ,/:= 222   тогда в силу ра-

венства 1=2  и определений вектора 2  и 

множества 2S  следует включение ,S22   и, 

значит, вектор 2  в ортонормированном базисе 

',',' 321 eee  представим в виде  

),cossin,coscos,sin(= 111112   

где  /2]/2,[),( 11  1 1(( ) / 2, ( ) / 2).        

Тогда верны соотношения  

),'(cos'=),'(cos 212121  eee   

 /2))((sinsin=)'(= 1121  Te  

/2),(cos= 1  

т.е. 

/2).(cossin=),'(cos 1121  e  (24) 

Возьмем такой единичный вектор ,' 3
2   

что выполняются соотношения '' 12 e  и 

0,=]',,'[det 221 e  т.е. вектор '2  ортогонален 

'1e  и принадлежит подпространству ),'( 21 eL  

(линейной оболочке векторов '1e  и 2 ). Легко 

проверить, что в базисе ',',' 321 eee  этот вектор 

представим в виде ).sin,cos(0,=' 112   По-

вернем систему координат таким образом, что-

бы базисный вектор ''1e  совпал с вектором ,'1e  

вектор ''2e  – с вектором ,'2  а вектор ''3e  был 

равен .'':='' 213 ee  Очевидно, что векторы 

,''1e  ''2e  и ''3e  составляют ортонормирован-

ный базис. Далее будем использовать эту сис-

тему координат. Координаты вектора в базисе 

,''1e  ,''2e  ''3e  будем обозначать с двумя штри-

хами. Здесь, как и выше, заметим, что при по-

вороте системы координат (ортогональном пре-

образовании) ранее найденные в процессе дока-

зательства элементы (векторы, конусы и др.) и 

соотношения между ними, а именно: длины 

векторов, величины углов между векторами – 

не изменяются. В полученном базисе координа-

ты единичных векторов, лежащих на осях кону-

сов 1  и ,2  будут соответственно  

1 2 1 1

1 1 1

= (1, 0, 0) и = (sin , cos , 0),

(( ) / 2, ( ) / 2),

   

       
(25) 

в силу равенств ,''='= 111 ee  1== 12     

и соотношений  
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=)'',(cos=)''( 1221 ee T    

,sin=)',(cos= 112  e  

верных ввиду ортонормированности базиса 

'','','' 321 eee  и формулы (24). 

Перейдем теперь к поиску управления ,3u  

конуса 3  и множества 3M  с описанными в 

теореме 1 свойствами. Для такого поиска вос-

пользуемся рассуждениями, аналогичными 

примененным при нахождении управления ,2u  

конуса 2  и множества .2M  Возьмем вектор 

,'':= 3
32 ey  тогда 1=2y  и 

,=)''(''= 2311 yee   .=)''(''=' 2322 yee   

Поскольку система (1)  -равномерно вполне 

управляема, то на отрезке ],[ 00 tt  найдется 

допустимое управление ,3u  переводящее со-

стояние 
2

y  системы (1) в ноль на ],,[ 00 tt  и 

такое, что имеет место оценка 

,=)( 123    ytu  ].,[ 00  ttt  Фиксируя 

это управление, получим равенство, аналогич-

ное (17),  

.)(),(=0
0

0

302 






t

t
dutQy  (26) 

Обозначим через   2
2  выпуклый 

круговой конус угловой меры /2,<1   ось 

которого содержит вектор .''3e  Пусть 1J  – 

множество тех индексов },,{1, pi   при ко-

торых справедливо включение 

.),(:=)( 2203 utwuw ii  Обозначим через 2J  

множество индексов },,{1, pi   для которых 

имеет место включение ,\)( 2
3

3 uwi  а че-

рез '2J  – совокупность тех индексов из ,2J  

при которых выполняется неравенство 

0.)''),((cos 33 euwi  Докажем теперь, что для 

множества 1J  справедливо неравенство 

3/4.)(
1

3  Js s uw  

Умножая скалярно равенство (26) на 

''= 32 eyT , получим соотношения  

=)(),(==1
0

0

302
2

2 






t

t

T dutQyy   

=)(),()''(
0

0

303 






t

t

T dutQe  

 
 T

iiJi

T euwe )''(cos)()''( 333
2

  

cos)(
1

3  


Jj j uw  

   


1
'
2

)(cos)( 33 Jj jiJi i uwuw  | cos |,  

где   и ,i  ,'2Ji  – угловые меры соответст-

венно между векторами ''3e  и   1

)( 3Jj j uw  и 

векторами ''3e  и ),( 3uwi  .'2Ji  По определе-

нию векторов ),( 3uwi  ,'2Ji  выполняются 

включения /2]/2,/2()''),(( 133  euwi   

для всех ,'2Ji  из которых, ввиду убывания 

функции cos  на отрезке /2][0,  следуют оцен-

ки  

)''),((cos=cos 33 euwii   

/2).(sin=/2)/2(cos 11    

Тогда отсюда и из последнего соотношения, 

ввиду определения величин ,b  ,1  ,  векторов 

''3e  и ),( 3uwi  ,'2Ji  управления ,3u  и заме-

чания 2, следуют неравенства, аналогичные со-

отношениям, сделанным при выводе оценки 

(20). Таким образом, получим оценку  

3/4.)(:=
1

32   Jj j uw  (27) 

Пусть   – полусфера единичного радиуса с 

центром в нуле, лежащая в полупространстве 

.2
   Рассмотрим множество 

.:=S 23   Удалим из этого множества сфе-

рический сегмент, отсекаемый выпуклым кру-

говым конусом 0K  угловой меры ,2 1  ось ко-

торого содержит вектор .''3e  Обозначим это 

множество .S3  Определим отображение 

 )/2/2,)[(]2[0,),(: 11 f  

3321 S)'','',''(  xxx  

равенствами  

,cossin='',coscos='' 21  xx  

.sin=''3 x  (28) 

Легко видеть, что такое отображение взаим-

нооднозначно. Поскольку 121 =  r  и 

,=/2 1 r  то  

=)(1(=/2)(/2 1211  rrr   

.1)(= 12 r  

Разобьем полуоткрытый прямоугольник 

)/2)/2,[(][0,2 11    на 52 4:=1)(4 rrrr   

полуоткрытых квадрата  

,<1)({:= 11
3 kkkl    

,/2)(<1)(/2)( 1111 ll     

}.1,=,41,= 5rlrk  

Тогда множество 3S  соответственно разо-
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бьется на непересекающиеся полуоткрытые 

подмножества ),( 3
klf   ,41,= rk  ,1,= 5rl  в си-

лу взаимной однозначности отображения .f  

Положим )\(:=P 023 K  и рассмотрим ото-

бражение ,PS: 33 g  ставящее в соответст-вие 

каждой точке множества 3S  луч, выходящий из 

нуля и проходящий через эту точку. Очевидно, 

что такое отображение является 

взаимнооднозначным. Кроме того, 

выполняются соотношения 

))((Con=))(( 33
ijij ffg   

и 02

1

3
4

1=

\=))((
5

Kfg

r

j

ij

r

i





 . Для всех ri 41,=  

и 11,= 2 rj  положим )),((:= 33
ijij fg   

,:=3

2
 rk  ,11,4= rk  ,:= 04 2

Krr  тогда спра-

ведливо равенство .= 21

34

1=

2



r

j ij

r

i
 Обо-

значим через 
2
ijS  множество тех индексов 

},,{1,1 pJs   при которых имеет место 

включение .)( 3
3 ijs uw   Ввиду включения 

,22   а также оценки (27), применяя рассуж-

дение, аналогичное использованному для дока-

зательства соотношения (22), можно показать, 

что найдутся такие числа },4{1,3 rk   и 

},,{1, 23 rl   которые обеспечивают справед-

ливость неравенства  

.
16

3
)(

2
3

3

33

rr
uw

lks

s 
S

 (29) 

Зафиксируем какие-либо },2{1,3 rk   и 

},,{1, 22 rl   при которых выполняется нера-

венство (29). Положим 
3

3 33
:= lkM S  и 

.cl:= 2'
3 33 lk  Используя найденное множество 

'
3 , на основе рассуждений, аналогичных при-

меняемым для поиска кругового конуса ,1  

найдем такой выпуклый круговой конус ,3  на 

оси которого лежит вектор ,3  и для которого 

справедливы следующие свойства 3
'
3   и 

.43   Кроме того, поскольку из определе-

ния величин ,r  2r  следуют соотношения  

=))/(216(11616 22
2  rrr  

,/16))(2/)16((2= 222    

то в силу формулы (29) для множества 3M  по-

лучим неравенство  

).(
16

3
)(:=

2

2

33

3





  

Mj

j uw  (30) 

Обозначим ,/:= 333   тогда в силу ра-

венства 1=3  и определений вектора 3  и 

конуса 2  следует включение 

,2
23    и, значит, вектор 3  в ба-

зисе '','','' 321 eee  представим в виде  

),sin,cossin,coscos(= 222223   
 

./2)/2,)[(]2[0,),( 122    (31) 

Найдем определитель, состоящий из векто-

ров ,i  .31,=i  Поскольку эти векторы в базисе 

'','','' 321 eee  представляются в виде (25) и (31), 

то ввиду неравенств 

/1615/16> 11     

и верхнетреугольности матрицы 1 2 3 3[ , , ] M     

получим оценки  

|sincos1|=|],,[det| 21321    

=|/2))((sin||/2))((cos| 11     

= /16)/2.(15sin=|/2/16)(15sin|/2|sin| 1    

Пусть 1J  и 2J  – операторы поворота при пе-

реходе от базиса 321 ,, eee  к базису ',',' 321 eee  

и ',',' 321 eee  к базису '','','' 321 eee  соответст-

венно, тогда в силу ортогональности преобра-

зований модуль их определителей равен 1.  

Осуществим обратное преобразование от базиса 

'','','' 321 eee  к базису ',',' 321 eee , а затем от 

базиса ',',' 321 eee  вернемся к базису .,, 321 eee  

Очевидно, что матрицы соответствующих пре-

образований будут также ортогональными и 

имеют вид 
1

2J  и .J 1
1


 Тогда векторы ,i  

,31,=i  в базисе 321 ,, eee  представляются в 

виде .JJ:= 1
2

1
1 iiq   Отсюда в силу равенств 

1,=|Jdet|=|Jdet| 11 
ii  2,1,=i  для векторов 

,iq  ,31,=i  выполняются соотношения 

1==  iiq   и  

,JJ,JJ[det=],,[det 2
1

2
1

11
1

2
1

1321  qqq  

|=],,[det)JJ(det|=]JJ 321
1

2
1

13
1

2
1

1  
 

  |],,[det||Jdet||Jdet| 321
1

2
1

1   

= |],,[det||Jdet||Jdet| 321
1

2
1

1 
 

/2./16)(15sin   
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